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Funcdes elementares

1 Funcoes Elementares

Genericamente vamos classificar como fungoes elementares todas as fungoes reais que nos
sao familiares, ou construidas a partir destas. Estas sao as func¢oes que tém as propriedades
mais “agradaveis”. Vamos portanto excluir todas as fungoes que precisam de ser definidas

POr rameos.

Definigao 1.1. Uma funcao real diz-se uma funcao elementar se for uma fungao constante,
polinomial, exponencial, logaritmica, trigonométrica, ou se resultar destas através de adi-
¢oes, produtos, quocientes ou radiciacoes. A composicao e a inversa de fungoes elementares
também sao fungoes elementares. Vamos considerar como dominio de uma fungao elementar

o conjunto dos pontos onde ela tem derivada finita.
Exemplos 1.2.
1. f(x) =25z +T; (funcao polinomial)

3r — 2
cosx

2. g(x)

3. h(z) = v/sin?x — 2, no conjunto D = {x € R : sin*z — z > 0}.

Advém diretamente da definicdo que todas as fungoes elementares sao continuamente
derivaveis. Alids, mesmo sem a restricao adicional de que a derivada tem que ser finita
todas as funcgoes elementares sao continuas. FEsta restricao adicional serve apenas para
excluir casos patologicos como a funcio modulo, f : R — R com f(z) = |z| = V2, de

serem fungoes elementares.

1.1 Funcoes Invertiveis

Nem todas as fungoes sao invertiveis, para isso é preciso haver uma correspondéncia univoca
entre o dominio e o conjunto de chegada. Quando isso nao acontece, podemos considerar

restrigoes desses conjuntos.

Definicoes 1.3.
1. Uma funcao f: A — B ¢é injetiva se Vx,y € A, f(x) = f(y) =z =vy.
2. Uma fungdo f: A — B é sobrejetiva Yy € B,z € A: f(z) = y.

3. Uma funcao é bijetiva se é injetiva e sobrejetiva.
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Se f: A — B é bijetiva, entao existe uma funcao g : B — A tal que

Vo e A, g(f(z) =reVye B, flgly) =y

A funcao g é a funcao inversa de f, e representa-se por f~!.

A funcao inversa, se existir, é tinica e pode igualmente ser definida pela condigao
f(x) =y & x = fYy), para todo z € A e para todo y € B. Esta ¢ a condigao que
habitualmente usamos para definir a inversa de fungoes injetivas, considerando como dominio

da funcao inversa o contradominio da funcao

Exemplo 1.4. A func¢ao exponencial é bijetiva se considerarmos como conjunto de chegada,
o conjunto |0, +oo[. A fungdo logaritmo (de base e) é definida precisamente como sendo a

funcao inversa da exponencial, ou seja ¢* = y < x = Iny.

f: R — ]0,+00 7t 10,40 - R
xr e’ Y — Iny

Todas as fungoes injetivas podem ser facilmente transformadas em fungoes bijetivas,
restringindo o conjunto de chegada. Se uma fungao nao é injetiva, por vezes considera-se
uma restricao injetiva da fungao. Ou seja, uma restricao do dominio a um conjunto onde a
funcao é injetiva.

Provavelmente o exemplo mais conhecido desta situagao ¢ a fungao quadrado f(z) = 2.
Esta fungdo nao é injetiva em R, mas é injetiva em [0, +oo[. A funcdo raiz quadrada é

definida como a func¢ao inversa da restricao de f aos reais nao negativos.

g: [0,+00] — [0,+00]

y = VY

Temos entdo que 22 =y A 2 > 0 & o = VY- Em linguagem corrente, dizemos que a raiz

quadrada de y é o namero nao negativo x que elevado ao quadrado dé y.

Fungoes trigonométricas inversas

As fungoes trigonométricas seno, cosseno, tangente e cotangente nao sao injetivas. No
entanto, como vimos anteriormente, podemos considerar a fungao inversa de restri¢oes destas
funcoes. As restrigoes principais das fungoes seno, cosseno, tangente e cotangente tém
dominio [—7, 7], [0,7], ]| = 5, 5[ e ]0, 7|, respectivamente. As suas inversas sao designadas
por arco seno, arco cosseno, arco tangente e arco cotangente.
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Definigoes 1.5. As funcgoes arco seno, arco cosseno, arco tangente e arco cotangente sao de-
finidas como as fungoes inversas das restrigoes principais das fungoes seno, cosseno, tangente

e cotangente.

e v =arcsiny &y =sinz A x € [~7, 7]

sin: [-%,3] — [-1,1] arcsin: [-1,1] — [-F,F]
x —  sinx Y — arcsiny
e 1 =arccosy < y=cosx A x € [0,7]
cos: [0,7] — [-1,1] arccos: [—1,1] — [0,7]
r >  cosw Yy > arccosy
o r=arctany <y =tanzr A x €] — 7, 7]
tan: | -3, 5[ - R arctan: R — |—7, 7]
T — tanx Yy > arctany
e 1 = arccoty < y =cotx A x €0, 7|
cot: 10,7 - R arccot : R — 10,7
T — cotx Yy > arccoty

Nota. Temos que sin(arcsiny) = y, uma vez que esta expressao s6 tem significado para
y € [—1,1], mas em geral ndao podemos escrever que arcsin(sinz) = x, uma vez que esta
m™ T

Z]. Por exemplo arcsin(sin7) = arcsin(0) = 0 # 7.

igualdade s6 é valida para x € [—5, z

Funcgoes hiperbdlicas

As fungoes hiperbolicas tém algumas propriedades semelhantes as fung¢oes trigonomé-
tricas, e por isso “herdaram” o nome das fungoes trigonométricas. Vamos entao definir
as funcoes seno hiperbolico, cosseno hiperbolico, tangente hiperbodlica e cotangente hiper-
bolica. Esta familia de fungoes pode ser definida, de modo equivalente, geométrica ou
algebricamente. Neste texto vamos apenas usar a defini¢ao algébrica. Fazemos apenas uma
pequena observacao geométrica, o nome de fungoes hiperbdlicas advém do facto da hipérbole
2?2 — y? = 1 representar para estas funcoes um papel similar ao do circulo trigonométrico

2% 4+ y? = 1 para as funcoes trigonométricas.

Definicoes 1.6. As funcgoes seno hiperbolico, cosseno hiperbdlico, tangente hiperbdlica e

cotangente hiperbolica sao definidas pelas expressoes:

1. sinhz = § (" —e ™), [seno hiperbdlico]
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2. coshz =1 (e"+e), [cosseno hiperbslico]

sinh z er —e*
3. tanhz = = tangente hiperbdlica
coshh e*rt4e-2’ [tang P ]

coshx e*+e*

4. cothz = — = : [cotangente hiperbdlica]
sinhh  e* —e™®

As fungdes sinh, cosh, tanh tém dominio R e a fungao coth tem dominio R\ {0}.

As principais férmulas envolvendo fungoes trigonométricas tém féormulas correspondentes
para as fungoes hiperbolicas. Vamos enunciar apenas algumas das mais importantes. A sua
demonstracao nao é muito dificil uma vez que pode ser feita a partir das propriedades da

funcao exponencial.
1. cosh’z —sinh®z = 1 [férmula fundamental]
2. cosh(2z) = cosh® z 4 sinh®
3. sinh(2z) = 2sinhx coshx
4. (sinhz) = coshx
5. (coshz) = sinhx

As fungoes seno, tangente e cotangente hiperbélicas sao injetivas, e portanto invertiveis.
Por isso apenas é preciso considerar uma restricao de dominio para definir a inversa de cos-
seno hiperbolico. As inversas destas fungoes sao designadas por argumento seno hiperbélico,
argumento cosseno hiperbolico, argumento tangente hiperboélica e argumento cotangente hi-

perbolica.

Definicoes 1.7. As fung¢oes argumento seno hiperbdlico, argumento cosseno hiperbélico,
argumento tangente hiperboélica e argumento cotangente hiperbélica sao definidas como as
fungoes inversas das fungoes seno, tangente e cotangente hiperboélicas e da restricao principal

do cosseno hiperbdlico.
e v =argsinhy & y =sinhx

sinh: R - R argsinh: R — R
xr + sinhzx y + argsinhy

e v =argcoshy < y=coshx A x>0

cosh: [0,+00] — [1,40o0] argcosh : [1,400] — [0,400]
x —  coshx Y — argcoshy
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e r =argtanhy & y = tanhz

tanh: R — |—1,1] argtanh: | —1,1] — R
x +— tanhz Y — argtanhy

e r =argcothy < y = cothz

coth: R\{0} — R\[-1,1]

th: R\ |[-1,1 R
TR argeoth s R\[-1,1] — R\ {0}

Y — argcothy

Nota. A tnica destas fungoes hiperboélicas que nao é injetiva é o cosseno hiperbélico. Por

esse motivo temos que considerar um restricao no dominio para que seja invertivel.

2 CaAlculo Diferencial

O Calculo Diferencial é a drea da Matematica onde se estudam taxas de variagao, nomea-
damente o declive de retas ao grafico de fungoes de uma ou mais variaveis. Nesta disciplina
vamos fazer uma breve revisao de alguns dos conceitos conhecidos para func¢oes reais de uma

variavel, e generaliza-los para fungoes de duas ou mais variaveis.

2.0 Limites e Continuidade de funcoes reais de variavel real

A nocao de limite de uma funcao dé-nos informagao sobre o que acontece a essa funcao na
proximidade de um ponto dado.

Intuitivamente, dizemos que o limite da funcao f, quando = tende para a é o valor L se
f puder tomar valores tao proximos de L quanto queiramos, escolhendo  numa vizinhanca

do ponto a, mas diferente de a. Vamos agora definir limite em linguagem matematica.

Definigao 2.1. Seja f : D — R e a um ponto de acumulacao® de D.
lim f(xr) =LseVe>036>0,0< |z —a|<d=|f(z)—L| <e

r—a

Exemplos 2.2.

1. lin% 20 +3=5 [regra da substituigdo]
T—r

1 sex =0 z—0

Zﬂ@={$‘3s“#0 lim f(2) = 341 = £(0)

lg & um ponto de acumulacio de D se V6 > 0, Ja — d,a + §[\{a} N D # 0.
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3. Vamos verificar que hH(l) sin 7 nao existe. Para tal vamos usar um resultado que nos
Tr—r
diz que se o limite existe, entao a imagem de qualquer sucessao que tenda para 0, tem
que tender para esse limite.

2
dn+1-

Se os limites das sucessoes f(u,) e f(v,) forem diferentes ou um deles nao existir,

Consideremos as sucessoes, convergentes para 0, de termo geral u,, = % e v, =

entao lim sin T ndo existe.
x—0 &

lim f(uy) = limsin 772 = limsinnzr = 0

= limsin(§ + 2n7) = 1

lim f(v,) = limsin ST

Podemos entao concluir que o limite nao existe.

Limites laterais

Se na defini¢ao de limite considerarmos que os valores de z, pelos quais nos aproximamos
de a, sao sempre maiores (menores) do que a, chamamos a esse limite limite a direita
(esquerda).

e lim f(x)=LseVe>030>0,0<z—a<d=|f(x)—L|<e [limite a direita]

T—a™t

e lim f(x)=LseVe>030>0,0<a—z<d=|f(xr)—L| <e [limite a esquerda]

r—a~

O limite existe se ambos os limites laterais existirem e forem iguais. Os limites laterais

s6 estao definidos se a for um ponto de acumulacao do dominio a direita ou & esquerda,

respectivamente.
Exemplo 2.3.
r+2 sex<0
/(=) { 5 sex>0 lim f(z) =2+ lim f(z)

Limites no infinito

Tal como no caso finito, o limite de uma fun¢ao quando esta se aproxima de um dado
ponto ¢é infinito se puder tomar valores tao grandes quanto queiramos, escolhendo x numa
vizinhanga do ponto a.

Por outro lado dizemos que o limite de uma funcao no infinito existe, se & medida que
tomarmos valores cada vez maiores nos aproximamos tanto quanto queiramos do valor limite.

Estes dois tipos de limites podem ser escritos rigorosamente em linguagem matematica
do seguinte modo.

e lim f(x) =+o00se VM >036>0,0< |z —a| <= f(z) > M.

r—a

e lim f(x) = —0c0se VM <030 >0,0< |z —al] <d= f(z) < M.

r—a
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e lim f(x)=LseVe>0dN >0, z>N=|f(z)—L|<e.

r——+00

e lim f(z)=LseVe>0dIN <0, x<N=|f(z)—L|<e

T—r—00

Além destes casos, podemos facilmente definir quando é que um limite no infinito é

infinito, assim como os casos em que os limites laterais sao infinitos.

O limite da soma, diferenca, produto, quociente e poténcia de duas fungoes, no mesmo
ponto, é a soma, diferencga, produto e quociente dos limites, sempre que ambos estiverem
definidos e o seu resultado nao for uma indeterminacao. As indeterminagcoes serao estudadas

mais & frente.

Continuidade

Definigao 2.4. Uma fungao f : D — R é continua em a € D se lim f(x) = f(a). Caso con-
r—a

trario, diz-se que a fungao é descontinua em a. Da mesma forma se pode definir continuidade

lateral.

Uma fungao é continua no conjunto D se é continua em todos os pontos do seu dominio.

L 2k
ol /\
I ok .
L L L :
) > | | | | | |
-3 -2 -1 r 1 2 3
-5 -1f o
L oL
~10F [
_3F
Fungédo continua no intervalo [—3, 5]. Fungdo descontinua em -2 e 1. No entanto, é continua a esquerda em -2.

Uma continuidade diz-se removivel se lim f(x) existe e é finito. Isto significa que se
Tr—a

existe uma fungao g tal que f(z) = g(z), para  # a, mas que é continua em a. Ou seja, a

descontinuidade de f em a foi removida.

Exemplo 2.5.

- 0
f(z) = sy sex lim 2 sin — = 0 (infinitésimo x flimitada)
1 sex =0 =0 x

A descontinuidade de f é removivel. Se removermos essa descontinuidade, obtemos a

funcao g.
(2) rsin?  sex #0
€Tr) =
g 0 sex =0
A funcao g : R — R é um exemplo de uma funcao continua em R, mas que nao pode ser

escrita numa tnica “expressao’.
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Tal como para os limites, a soma, diferenca, produto, quociente e poténcia de duas
funcoes continuas é uma func¢ao continua no seu dominio. Também a composicao de duas
fungoes continuas e a inversa de uma fungao continua sao func¢oes continuas, nos respectivos
dominios.

Podemos assim afirmar que todas as fungoes elementares sao fungoes continuas. As fun-
coes elementares sao as que resultam das func¢oes polinomiais, logaritmicas, trigonométricas
e trigonométricas inversas através de um ntumero finito de somas, diferengas, produtos, quo-
cientes e poténcias. Por exemplo as fungoes de expressao analitica e”, 2;’;3—;;1 e VInx + 5 sao
funcoes elementares. De facto, com excepcao da fungao modulo, todas as fungoes estudadas

até aqui, que se possam escrever numa expressao Unica, sao fungoes elementares.

2.1 Derivadas

Definigao 2.6. Seja f uma fungao definida no intervalo |a — ¢, a+€[, com € > 0. A derivada
da funcao f no ponto a € R é

dx r—a T —a h—0 h

, se este limite existir.

A 1ltima igualdade resulta simplesmente da mudanca de variavel x — a = h.

Notas.

1. Se s6 existir limite a esquerda ou & direita (ou forem diferentes), chamam-se derivada

a direita f}(a) e derivada a esquerda f!(a), respectivamente, de f no ponto a.

2. Geometricamente, a derivada no ponto x re-

presenta o declive da reta tangente nesse

ponto, como indicado na figura. Tangente

3. Em geral, f'(a) representa a taxa de variagao

instantanea de y em funcao de z.

R d,
4. A notacao de derivada do tipo —f chama-se notagao de Leibniz, por ter isso introduzida

x
pelo matematico alemao Gottfried W. Leibniz.

Derivada da fungao composta

Se f ¢é diferenciavel em x e g é diferenciavel em g(z), entdo g - f é diferenciavel em x e
(g-f) (2) =4 (f(2)) f'(2).

8
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Se escrevermos y = g - f(z) e u = f(x), entdo a derivada da fun¢do composta pode ser

escrita em termos simbolicos da seguinte maneira.

dy dy _ du .
=g X [regra da cadeia]

Exemplo 2.7. Muitas das regras de derivadas mais usadas baseiam-se na regra da derivada
da funcao composta, ou regra da cadeia.
Sejam u = f(z) = 3z e y = g(u) = sinu. Vamos agora ver qual é a derivada da funcao
g-f
(9-f) (2) =g (f(2)) f'(z) = g'(u) f'(x) = cosu x 3 = cos(3z) x 3.
d d
Usando a notagao de Leibniz YW T osux3= cos(3zx) x 3.
dr du dr

Claro que normalmente usamos esta regra diretamente, sem detalhar os passos intermé-
dios, ou seja (g f)' (z) = (sin(3z))" = cos(3z) x 3.

Exercicio

Num recipiente conico com raio igual a 2dm e altura igual a 4dm é colocada dgua a
taxa constante de 2dm?/min. A que velocidade esta a subir a dgua, quando esta a 3dm de
altura?

Designemos por V' o volume de agua num dado instante, por h a altura da agua e por r

o raio da superficie de d4gua. Como a altura do cone é de 4dm e o raio do cone é de 2dm,
h
5
Usando a féormula do volume do cone deduzimos que o volume de agua no recipiente

usando uma regra de trés simples temos que r =

quando a agua esta a altura h é

1 1 > «
V=corh?=cah (=) = 23
g™ T ET (2) 12

Por outro lado, do enunciado, sabemos que — = 2.

Finalmente vamos usar a regra da derivada da composta para calcular o valor de h/(t).

v v _ dh 22(

- - bt 52 ! ! _ 8
R h)xh(t)@h(t)

4 T Th?

8
Quando h = 3, a dgua esté a subir a velocidade a velocidade de h'(t) = o dm/min.
7r

Derivada da funcao inversa

A partir da derivada da fun¢ao composta, deduz-se uma regra para a derivada da funcao
inversa.

Seja g a fungao inversa de f, ou seja f - g(x) = x. Vamos supor que f’'(g(x)) existe e é

diferente de zero. Usando a regra da funcao composta.

(f-9)(x)=2"< f(9(x) d(x) =1 ¢(x) = !

Fg(@)



Calculo Diferencial

Teorema 2.8. Se f € diferencidvel e invertivel em x, com f'(x) # 0, entdo a sua fun¢ao

inversa =1 é diferencidvel em y = f(z) e
1 1

UV = 56 = 7o

Exemplo 2.9. Vamos aproveitar a regra da derivada da funcao inversa, para deduzir a

derivar da funcao arcsin.

Sejam f(z) =sinz =y e [~'(y) = arcsiny = 2, com z €] — 2, X[ ey €] — 1,1[. Os

intervalos sdo abertos para que f’(z) = cosx seja diferente de zero. Entéao

Y 1 1 1 1
(arcsiny) = = = =

(sinxz)’  cosxz  cos(arcsiny) /1 —¢y2

De maneira idéntica podemos deduzir as derivadas das outras fung¢oes trigonométricas

inversas.

Seja u uma fungao real derivavel, entao:
/

1. (arcsinu)’ = \/%;
2. (arccosu) = —\/%;
3. (arctanu) = %,u?;

4. (arccotu) = —%IUT

Regra de ’Hopital
A regra de 'Hépital é uma regra muito pratica que serve para levantar indeterminacoes
00
do tipo 0 ou —. No entanto, qualquer outro tipo de indeterminagao pode ser transformada
%

numa indeterminacao deste tipo, e portanto a regra pode ser aplicada.

Teorema 2.10. Sejam [ e g fungées diferencidveis num intervalo que contém a (a pode ser

igual a £00).

Se lim f(z) =0 = li_r)n g(x) ou lim f(z) = +oo = li_r)n g(x), e lim J'@)

T—a r—a r—a g’(l’)

x—a g(x) rz—a g’(x) ’
0

Demonstragao. (caso particular) Vamos provar apenas o caso da indeterminagao g em que

existe, entao

as fungoes [’ e ¢’ s@o continuas em a € R, o que implica que f e g também sejam continuas
em a e portanto f(a) = g(a) = 0. Consideramos ainda ¢'(a) # 0.

f) ) Nmenl P f@) = o) fa)
BRI T @) T, TE 2 () —ga) e (o)

r—a

10
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Exemplos 2.11.

1 fim (9) i Y
z—=1x—1\0 z—1 1

2. lim 6—(E>: lim e_(g)z lim e—:+oo

z—+oo 22 \ 00 z—+o0 2 \ 00 z—+00 2
. CcosT . —sinz
3. lim — =400 # lim =0
z—0+ sinx z—0+t COSXT

Neste caso nao podemos aplicar a regra de ’'Hopital porque este limite nao é uma

indeterminacao.
. T+ cosx 00 ) 1 —sinz
4. lm — (— lim ———~
xr——+00 €T o0 T——+00 1
.. . - ) . Tsinx 4 cosx ) CcoS T
O limite da direita nao existe, no entanto lim —— X = lim 1+ =1.
r—>+00 :L‘2 xr—+00 X

Nota. Uma consequéncia importante da regra de I’Hopital é o seguinte resultado:

se uma funcdo f esta definida no intervalo Ja—d, a+4] e tem derivada em Ja—0d, a+46[\{a}

tal que lim f'(x) existe, entao f'(a) também existe e ¢ igual a lim f'(x).
Tr—a r—a

Indeterminagoes do tipo 0%, oc? e 1°°

Estas indeterminagoes transformam-se numa indeterminagao do tipo 0 x co usando as
propriedades dos limites e do logaritmo. A partir dai podemos usar um dos métodos dispo-
niveis para levantar esta indeterminacao, como a regra de ’'Hopital por exemplo. De seguida
vamos ver como se faz essa transformacao.

lim f(z)9®) = (f(x) > 0 numa vizinhanga de a)

r—a

e (limema f(@)7) _ limesa In(f(2)0™)) _ (In é continua)

elime—a 9(@)xIn f(z) (propriedade do logaritmo)

O limite lim ¢g(z) x In f(z) é uma indeterminacdo do tipo 0 x 0o (ou oo x 0 conforme o
r—a

caso).

Exemplo 2.12. lim z° (00) _ eln(limx_)m. mz) _ elim‘r*}0+ In(z®) _ eli][nmﬁoju(lenzv) (€0><(foo))
z—0t

Calculo Auxiliar: | . .
lim z x Inz (0 X co) = lim H:hm(nx) imi—
r—0t z—0t ]./I’ z—0t (1/[E), z—0t —1/ZE2 z—0t

Finalmente concluimos que: lim 2% =’ =1
z—0t
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2.2 Fungoes de Varias variaveis reais

No nosso dia a dia deparamo-nos frequentemente com situagoes em que precisamos de fazer
calculos com mais do que uma variavel. Na pratica estamos a calcular o valor de uma funcao
com mais do que uma variavel num determinado ponto. Comecemos por ver um exemplo

simples de uma funcao de trés variaveis que talvez ja tenham usado.

Exemplo 2.13. Quantos custa o combustivel gasto, em média, num quilémetro por um
automovel, sabendo que gastou x litros de combustivel para percorrer y quilémetros, e o
prego do combustivel é de z euros por litro? Nao é dificil descobrir que o custo por quilémetro
¢ dada pela fungao
Tz
C(z,y,z) = — euro/km .
Yy
Ou seja, o custo médio depende de trés varidveis, =, y e z.
De seguida vamos generalizar alguns dos conceitos conhecidos para fungoes reais de uma
variavel a fungoes reais de vérias variaveis. As defini¢oes serao feitas, quase sempre, para
fungoes de duas variaveis, ou seja em R? = {(z,y) : € R e y € R}, ainda que na maioria

dos casos seja facil generaliza-las.
Definicao 2.14. Uma fungao real de duas varidveis reais é uma fungao
f: DCR? — R

(@y) = flzy)
onde o dominio ¢ um subconjunto de R? (o conjunto dos pontos do plano) e o contradominio

estd contido em R.

Definicao 2.15. O grdfico de uma func¢ao real de duas varidveis reais ¢ uma superficie no

espaco, ou seja em R3,
Grafico de f = {(z,y,2) € R® : 2 = f(z,9) e (z,y) € Dy} .

O gréafico de uma funcao de duas varidveis pode ser representado geometricamente, no

entanto neste caso nao é possivel generalizar o conceito a fungoes de mais variaveis.

Exemplo 2.16. Consideremos a funcao de duas variaveis com expressao analitica f(z,y) =
m. Para calcular o dominio desta fun¢ao procedemos como habitualmente cal-
culando o conjunto de pontos do plano onde a expressao f(x,y) esta definida. O dominio é
entao
Dy={(z,y) : 9—a" —y* 2 0} = {(z,y) : 2" +y* <9},
ou seja o domino desta funcao é o circulo de raio 3 e centro na origem.
Para calcular o contradominio de f basta observar que

0<2?+42<929-0>9— (22+9%)>9—-9=v9> /922 — 42> 0. Temos entdo

que o contradominio é o conjunto:
p=1{f(@y) « (@y) € Dy ={V9—a2—y? : 2" +y* <9} =[0,3].
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O grafico de f é o conjunto dos pontos do espaco

que verificam a equacdo z = /9 — 22 — 42 o que

implica que 22 =9 — 22 —y? © 22 +9y2 + 22 = 0.

Como z = /9 — a2 —y? > 0, o grafico de f é a

semi-esfera superior da esfera de centro na origem

e raio 3.
O grafico de f é a parte superior da esfera

22 +y? 4+ 22 =09.

2.3 Derivadas Parciais

Generalizar o conceito de derivada é um dos assuntos mais sensiveis no estudo de fungoes
de varias variaveis. Algumas propriedades de funcao derivavel em R s6 sao obtidas em R™
com a nogao de diferenciabilidade (da qual vamos falar apenas muito levemente), no entanto
existe uma noc¢ao mais fraca mas mais facil de utilizar e & qual podemos aplicar muitos dos
conhecimentos adquiridos para func¢oes de uma variavel, a derivada parcial.

Antes da definicao formal de derivada parcial, vamos ver como é que podemos usar as
regras de derivacao para calcular as derivadas parciais de funcoes elementares. Uma fungao
de duas variaveis tem duas derivadas parciais, uma em ordem a cada uma das duas variaveis
—usualmente z e y. A derivada parcial tem duas notagoes diferentes, que aproveitamos para

introduzir.
Exemplos 2.17.
L f(z,y) =3z +zy

A derivada parcial de f em ordem a x é g(x, y) = fao(z,y) =3+y
T

[y funciona como uma constante.]

0
A derivada parcial de f em ordem a y é a—f(x, y) = fylz,y) =2
Y
[« funciona como uma constante.]
2. f(x,y) = sin(a?y) + e — y?

0
a_i(x’y> = fx(x7y) = 2zy COS(Qj‘Qy) P

0
a—z(w‘, y) = fy(z,y) = 2% cos(z’y) — 2y

13
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Vamos de seguida apresentar a definigdo de derivada parcial num ponto (a,b), para
funcoes de duas variaveis. Para funcoes de trés ou mais varidveis a definicao é em tudo
semelhante. Esta definicao é feita a partir da definicao de derivada para func¢ées de uma
variavel, fixando uma variavel de cada vez.

Consideremos uma fungao f de duas variaveis e (a, b) um ponto do seu dominio. Define-se
a fungao, de uma variavel, g(x) = f(x,b), ou seja, fixa-se a segunda variavel y = b.

Se ¢'(a) existe, entao a esse valor chama-se derivada parcial de f em ordem a x no ponto

(a,b). De igual modo podemos definir derivada parcial de f em ordem a y no ponto (a, b).

Definigao 2.18. Sejam f uma funcao de duas variaveis e (a,b) € Dy.

1. A derivada parcial de f em ordem a x no ponto (a,b) é o valor do limite

f(a%—h,b;l— f(a,b) (= ¢(a)).

%(a, b) := lim

h—0

2. A derivada parcial de f em ordem a y no ponto (a,b) é o valor do limite

of . fla,b+h) — f(a,b)
8_y(a’ b) == }lllir(l) - :

Naturalmente as derivadas parciais podem nao existir em todos os pontos. De seguida

vamos ver um exemplo onde num dos pontos existe uma derivada parcial, mas nao a outra.

Exemplo 2.19.

23 2

ﬁ se (x,y) # (0,0)

0 se (x,y) =0 '
Nos pontos que nao estao na fronteira entre os dois ramos, neste caso todos excepto

Consideremos a fungao de expressao analitica f(z,y) = {

o ponto (0,0), podemos usar as regras de derivacdo para calcular as derivadas parciais.
Ou seja, o unico ponto “anguloso"é o ponto (0,0). Vamos entao verificar se a fungao tem

derivadas parciais neste ponto.

0f 1 f(h,O)—f(0,0) T h?)/h2 1 h3 _
L T
of . f(O.R) = f(0,0) . R*/R* 1
g, 00 = Jim h =i T im s

Ou seja %(0,0) = 1, mas 2—5(0,0) nao existe.

A derivada parcial, sendo definida a custa da derivada de uma fun¢ao de uma variavel,
tem essencialmente o mesmo significado que esta. A derivada parcial representa assim uma
taxa de variacao. Voltando ao Exemplo 2.13 do inicio da seccao 2.2, se calcularmos a derivada

de C' em ordem a z, estamos a calcular a variacao de C' (€/km) em relagdo a variagao de z
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€/km
€/litro
a y, por exemplo, o resultado serd em €/km?.

(€/litro), ou seja o resultado sera dado em = litros/km . Se derivarmos em ordem

Interpretacao Geométrica

Para as fungoes de duas varidveis as derivadas parciais representam o declive de uma
reta tangente. Neste caso a reta tangente ao grafico de uma fun¢ao num ponto nao é tnica,
existem uma infinidade delas. As derivadas parciais representam os declives de duas dessas
retas, as retas paralelas ao plano XOZ e ao plano Y OZ, respectivamente.

Sejam z = f(z,y) o grafico de uma funcao f : R*> — R com f(a,b) = ¢, T} a reta
tangente ao grafico em P = (a,b,c) e paralela ao plano XOZ; e T, a reta tangente ao
grafico em P e paralela ao plano YOZ. Temos que:

declive de T = %(a, b) e declivede T, = g—;j(a, ).

Por exemplo, a equagao z = 8 — 2% — y? define o grafico da funcao f(x,y) = 8 — 2 — >
Como f(1,1) = 6, a reta tangente ao grafico em P = (1,1,6) que é paralela ao plano XOZ
¢ a reta T} que tem declive igual a ——(1,1) = 6.

ox

A sua equagao vetorial é (z,y,2) = (1,1,6) + t(1,0,—2), t € R.

Reta tangente ao grafico na diregdo do eixo dos X X.
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Derivadas Parciais de Segunda Ordem

Tal como nas fun¢oes de uma variavel, é possivel derivar a mesma funcgao varias vezes.
Neste caso é preciso ter em atenc¢ao que tal como podemos derivar a primeira vez em relagao
em cada uma das varidveis, o mesmo acontece quando derivamos pela segunda vez. Por
exemplo, para uma fun¢ao de trés variaveis existem trés derivadas parciais (de primeira
ordem) e 3 x 3 = 9 derivadas parciais de segunda ordem, 33 de terceira ordem e assim
sucessivamente. Por facilidade vamos definir as derivadas de segunda ordem de uma funcao
de duas variaveis, sendo que é imediato perceber como se procede para funcoes de mais

variaveis.

Definigao 2.20. Seja f : D C R? — R, entao as (quatro) derivadas parciais de segunda

ordem de f sao:

9 (8f>_82_f:f .

o — | — | =
Ox \ Ox ox?
o (of\ _ &f .. : . .
* 5 (8_3/) = 5eoy fya; [deriva-se primeiro em ordem a y e depois em ordem a z]
2
o % (%) = ;yﬁfx = fayi [deriva-se primeiro em ordem a = e depois em ordem a y]

o (O0f\ O*f
3 (5) =y

Por iteragao deste processo definem-se as derivadas parciais de ordens superiores.
O préximo teorema diz-nos que, em geral, nao ¢ preciso calcular f,, se ja conhecermos

o valor de f,,.

Teorema 2.21 (de Clairaut). Todas as fungdes elementares satisfazem a igualdade f,,(a,b)

fay(a,b).

De modo pratico esta igualdade aplica-se sempre que pudermos usar as regras de deri-
vagao, ou seja sempre que a funcao nao estiver definida por ramos, que é o caso de quase
todas as fungoes que iremos usar nesta disciplina.

O Teorema de Clairaut também se aplica a derivadas de ordem superior, por exemplo

para todas as fungoes elementares temos que frzy = foyz = fyae:

Exemplo 2.22. Seja f(x,y) = %y — 3y. As derivadas parciais de primeira ordem sio

g =22y e — = x° — 3. As derivadas de segunda ordem sao:
ox oy
O*f 9 [Of 0
* 912 o (8:6) ax( vy) = 2;
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. O%f a(6f>:£(x2—3):2x;

0xdy " Oz 8_y ox
0? 0

. ay(;; =3y (2zy) = 2x;
0?f 0

Vetor Gradiente
O vetor gradiente ¢ um vetor que condensa a informagao sobre as derivadas parciais num

vetor, assim o vetor gradiente de uma funcao de n variaveis f: D CR" - R é

af of of
vf(xlaw%-'wxn): (a$1vax27"'78$ ) ;

onde as derivadas parciais sao calculadas no ponto (x1,xs,...,z,). O calculo das derivadas
parciais pode ser feito por definicao ou usando as regras de derivacao quando tal for possivel.
O vetor gradiente num ponto s6 esté definido quando existem todas as derivadas parciais
nesse ponto.

Exemplo 2.23. Para f(z,y,z) = 2%y + 2yz, o vetor gradiente em (x,y, z) é

of of 0
Vf(r,y,z) = (8_£’8_£78_£> = (2xy,x2+2z,2y) .

Se considerarmos um ponto concreto do dominio, o vetor gradiente é um vetor concreto

(neste caso no espago). Por exemplo,

V£(1,2,0) = (4,1,4) .

2.4 Derivada Direcional

Como ja foi referido anteriormente, as derivadas parciais representam apenas o declive de
duas das retas tangentes ao grafico de uma func¢do de duas variaveis (ou mais geralmente
a taxa de variagdo da fungao em n dire¢oes distintas para fungoes de n variaveis). Mas
nao ha nenhum motivo para considerarmos apenas duas retas tangentes e nao todas as
outras. Acontece que, para fungoes “bem comportadas”’, conhecer as derivadas parciais é
suficiente para calcular o declive de todas as retas tangentes ao grafico de uma funcao de
duas variaveis. Ao declive dessas retas chama-se derivada direcional. Ao contrario do que
fizemos para as derivadas parciais, vamos comecar por ver a definicao formal de derivada

direcional.
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Definigao 2.24. A derwada direcional de f : D C R*> — R no ponto (a,b) na diregao, e
sentido, do vetor unitario @ = (uq,us), isto &, ||a]| =1, é
huy, b+hug) — b

h—0 h

Notas.

1. Dsf(a,b) mede a variagao de f na direcao, e sentido, de 4. Se o vetor nao for unitério,
considerarmos o vetor unitario com a mesma dire¢ao e sentido. Ou seja, para « # 0,

. . u
considera-se o vetor 1 = ﬁ

u

2. As derivadas parciais sao casos particulares das derivadas direcionais. Considerando

os versores i = (1,0) e j = (0, 1),
Dif(a,b) = fe(a,b) e D;f(a,b) = fy(a;b).

3. Se definirmos g(h) = f(a + huy, b+ hus), entdo Dy f(a,b) = ¢'(0), o que mostra que
a derivada direcional representa uma taxa de variacao. Neste caso a taxa de variacao

na direcao e sentido do versor .

4. O sentido é importante, uma vez que se consideramos dois vetores simétricos, as

respetivas derivadas direcionais também séo simétricas, D_; f(a,b) = —Dgf(a,b).

5. De modo semelhante se definem as derivadas direcionais de fungoes com mais variaveis.

A nocgao de fungao diferencidvel é uma nog¢ao complexa e que nao temos tempo para
abordar com detalhe neste curso. Intuitivamente dizemos que uma fungao de duas varidveis
é diferencidvel num ponto se o grafico da fungao tem um vinico plano tangente (nao vertical)
ao grafico nesse ponto. As fungoes diferenciaveis (de duas ou mais varidveis) num ponto
tém todas as derivadas parciais nesse ponto, mas o contrario pode nao se verificar.

E de notar que para funcdes de uma variavel o conceito de diferenciabilidade coincide
com o de derivabilidade. Intuitivamente podemos igualmente dizer que uma funcao de uma
variavel é diferenciavel num ponto, se o grafico da fungao tem uma tnica reta tangente (nao
vertical) ao grafico nesse ponto.

As fungoes que vamos usar sao usualmente diferencidveis, uma que todas as funcoes
elementares sao diferenciaveis no interior do seu dominio. Sempre que tivermos uma fungao
elementar, vamos usar o teorema que se segue para calcular a derivada direcional. Este re-
sultado, na pratica, generaliza o uso das regras de derivagao a todas as derivadas direcionais.

O teorema e a proposi¢ao seguintes sao validos para fungoes de n variaveis.
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Teorema 2.25. Se f ¢ diferencidvel em (a,b) € Dy, entdo
Dﬁf<a7 b) = Vf(aab> U= f96<a7b)u1 + fy(a,b>U2 :

Sempre que estamos nas condigoes deste teorema é facil descobrir qual é a direcao em

que derivada a direcional toma o maior (ou o menor) valor possivel.
Proposigao 2.26. Se f ¢ diferencidvel em (a,b) € Dy, entdo:

1. A derivada direcional de f em (a,b) é maxima na direcao e sentido do vetor gradiente,

ou seja para U = M'
IV f(a,b)|
2. A derivada direcional de f em (a,b) € minima na dire¢io do vetor gradiente, mas no
sentido oposto, ou seja para U = _M.
IV f(a,b)|]

3. A deriwada direcional de f em (a,b) € nula na dire¢io perpendicular ao vetor gradi-

ente.

Demonstrag¢ao. Como f é diferenciavel,

Dyf(a,b) = Vf(a,b)-u=||Vf(a,b)||||a|| cosd = ||V f(a,b)|| cosf, onde § é o angulo
formado pelos vetores V f(a,b) e .

A fungao f e o ponto (a, b) sdo fixos, portanto este valor depende apenas do cosseno do
angulo formado pelos dois vetores. Portanto, o valor é maximo quando cosf =1 < 6 =0,
ou seja quando os vetores V f(a,b) e @ tém a mesma dire¢ao e sentido. Neste caso o valor
da derivada direcional é igual a ||V f(a,b)||. De igual modo, o valor da derivada direcional
¢ minimo quando cosd = —1 < 6 = 7, ou seja quando os vetores Vf(a,b) e 4 tém a
mesma direcao mas sentidos opostos; e neste caso o valor da derivada direcional é igual a
=[IVf(a,b)]].

A derivada direcional é nula quando cosf) = 0 < 6 = 7, ou seja quando os vetores

V f(a,b) e u sdo perpendiculares. ]

Exercicio
Suponhamos que h(z,y) = 2 — xy + x> + y representa a altitude, medida em km, numa
dada regiao. Uma pessoa na origem do referencial caminha na direcao SO. Esta a subir ou

a descer? Em que diregao é que o declive é maior?

A funcao h indica a altitude de um determinado ponto, quando sao conhecidas as suas
coordenadas. (As coordenadas usualmente sao a latitude e a longitude.) Consideremos o

eixo dos X X no sentido Oeste — Este e o eixo dos Y'Y no sentido Sul — Norte.

Portanto a direcao SO corresponde ao versor 4 = <—*/7§, —‘/7§> Queremos descobrir se

o valor D;h(0,0) & positivo ou negativo.
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O gradiente de h é Vh(z,y) = (—y + 2z, —z + 1) e

D;3h(0,0) = VAh(0,0) - @ = (0,1) - ( 5 2 2

O declive ¢ méximo na dire¢ao do vetor VA(0,0) = (0, 1), ou seja na diregao Sul — Norte
e o seu valor é igual a |[(0,1)|| = 1. Se todas os valores forem na mesma unidade de medida

(km), entao este declive corresponderia a uma inclinagao de 45°.

2.5 Aproximacao Linear

Nem sempre é possivel conhecer a maneira como uma func¢ao se comporta em todo o seu do-
minio, por isso por vezes € necessario recorrer a resultados aproximados. Uma das maneiras
mais simples de obter a aproximacao a uma funcao é usando uma aproximacao linear. Para
fungoes reais de uma variavel, a aproximagao linear de uma fungao f é a fungao de expressao
mz + b tal que y = mz + b é a reta tangente ao grafico da fungao f num determinado ponto.
Portanto para calcularmos uma aproximacao linear basta conhecer o valor da fungao e daf(s)
sua(s) derivada(s) num ponto.

Sejam f : D C R — R uma funcao real de variavel real e @ um ponto interior do dominio.

A aproxzimagao linear de f em torno de a € D é a funcao:

L(z) = f(a) + f'(a) (z — a).

Quando |x — a| é um valor muito pequeno, e f tem derivada continua num intervalo que

contém a e x, entdao L(x) é uma boa aproximagcao de f(x), ou seja

f(x) = L(z) = f(a) + f'(a) (x — a).
Notas.

1. A aproximacao linear serve para estimar o valor de uma funcao, quando apenas sabe-

mos como se comporta num ponto.

2. Cada func¢ao tem varias aproximacoes lineares, dependendo do ponto a escolhido.

y
3. O grafico da aproximagao linear y = L(z) é a

reta tangente ao grafico da func¢ao y = f(x)
no ponto (a, f(a)).
4. A aproximagao linear consiste em substituir

uma funcao, pela funcao afim que tem por

grafico uma reta tangente ao grafico da fun-

o[ \\

¢ao.
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Exercicio

Calcule o valor aproximado de v/4.017

Considera-se a funcao real de expressao analitica f(z) = y/x. Uma vez conhecida a

“ 3

Neste caso vamos usar a aproximagao linear da fun¢ao f em torno do ponto a = 4

fungao deduzimos que f'(x)

para calcular um valor aproximado para f(4.01) = v/4.01, ou seja vamos usar z = 4.01 e
Ar:=x—a=0.01:

1
Lix)=f4) + () (x —a) =2+ 7 (x —4).
1
Finalmente, concluimos que f(4.01) &~ L(4.01) = f(4) + f'(4) x 0.01 = 2 + TR 0.01 =
2.0025 . Note-se que o valor real de v/4.01 é 2.0024984 ..., o que significa que obtive-
mos uma aproximacao com um erro inferior 2 x 107¢ quando o valor do erro inicial era

Az = 0.01 = 1072 mostrando que neste caso a aproximacao linear ¢ uma boa ferramenta.

A aproximagao linear pode também ser 1til quando sabemos como a fungao se comporta
num ponto, ou num intervalo pequeno, e queremos deduzir qual o seu comportamento em

zonas proximas.

De seguida vamos generalizar este processo para funcoes de duas varidveis. Tudo o vai
ser feito para funcoes de duas varidveis pode facilmente ser adaptado para fungoes de mais
varidveis. Em toda a construcao que faremos a seguir vamos considerar que as func¢oes sao
funcoes elementares, e que os pontos considerados sao pontos interiores do seu dominio.
Aproximagao Linear - fungdes de duas variaveis

Sejam f: D C R? — R uma fungio real de duas variaveis e (a,b) um ponto interior do
dominio D.

A aprozimagao linear de f em torno de (a,b) € R? é a funcao linear

L(z,y) = f(a,b) + fu(a,b) (x — a) + f,(a,b) (y = b).

Tal como no caso de uma variavel, quando os valores |z —a| e |y — b| sdo muito pequenos,
e f é diferenciavel numa vizinhanga de (a,b) que contém (z,y), entdo L(z,y) é uma boa

aproximacao de f(x,y), ou seja
flz.y) = L(z,y) = f(a,b) + fu(a,b) (x — a) + fy(a,b) (y — D).

O grafico da aproximagao linear z = L(z,y) é o plano tangente ao grafico da funcéo
z = f(z,y) no ponto P = (a,b, f(a,b)). Ou seja, a aproximacao linear consiste em substituir

uma funcao, pela fungao linear que tem por grafico um plano tangente ao grafico da funcao.
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Deste modo concluimos ainda que a equacao do plano tangente ao gréafico da funcao

z = f(z,y) no ponto P = (a,b, f(a,b)) é o plano de equagao
z=L(x,y) & z— f(a,b) = fu(a,b) (x —a) + f,(a,b) (y —b).

Diferencial

A nocao de diferencial estd intimamente ligada com a nocao de aproximacao linear e
as duas podem ser facilmente confundidas. Em alguns dos exercicios serd indiferente usar
qualquer uma das notagoes, podendo no entanto existir vantagens de célculo que tornem
preferivel usar uma delas. Optamos por introduzir a no¢ao formal de diferencial, uma vez

que seré ttil nos capitulos seguintes.
Definicao 2.27.

1. Para uma fun¢ao de uma variavel y = f(z), o diferencial de y é

dy
dy = f'(z)dx = dr .
y= @) de = i

2. Para uma funcao de duas variaveis z = f(x,y), o diferencial de z ou diferencial total &

dzzfx(a,b)dl’—l—fy(a,b)dy: _xdl""—ydy

A nogao de diferencial é uma nocao simbélica e na definicao de diferencial total, dz e dy
representam variaveis independentes.

Lendo dx e dy como variaveis independentes, podemos fazer as substituicoes
dr = Ax =x —a,dy = Ay =y — b e definindo Az = f(z,y) — f(a,b), temos que

Az =~ dz, para valores pequenos de dx e dy.

Na notacao dos diferenciais, a aproximacao linear pode assim ser escrita

flz,y) = f(a,b) + dz.
De igual modo para fungoes de uma variavel podemos escrever f(x) =~ f(a) + dy .

Exercicio

A fungao T'(x,y) mede a temperatura em graus Celsius no ponto (x,y) de uma superficie
plana. Um rato é largado na superficie e encontra-se na posicao P = (2,1), medida em cm.
Sabendo que T,(2,1) = 3, T,(2,1) = 5 e a posigao do rato foi determinada com um erro
inferior a 1mm, indique um valor aproximado para o erro cometido na temperatura a que

esté o local onde se encontra o rato.

22



Calculo Diferencial

O valor que queremos calcular ¢ o valor absoluto de AT = T(2 4 dz, 1+ dy) — T'(2,1),
com |dz| < 0.1 e |dy| <0.1.

Vamos usar a abordagem dos diferenciais, ou seja:
|AT| ~ |dT| = |T,(2,1) dx + T, (2,1) dy| < |T(2,1) dz| + |T,(2, 1) dy|

= [T0(2,1)| |da| + |T,(2,1)] |dy| <3 x0.14+5x0.1=0.8.

O erro cometido ¢é inferior a 0.8 graus Celsius.

De modo semelhante as aproximagoes lineares se definem as aproximacoes quadraticas,

que consistem em aproximar fungoes através de fungoes de segundo grau.

o Qr) = L(z) + %W (z —a)? [Fungdo de um variavel ]
e Qe.y) = Lizy) + 7290 (o a2 4 g0t (o — a)y — by + D20 (a2

2
[Fungdo de duas variaveis.]

2.6 Derivada da Fungao Composta (regra da cadeia)

Tal como nos caso das fung¢oes de uma variavel, é possivel determinar a derivada (parcial) de
uma fungao composta a partir das derivadas de cada uma das fungoes. Antes de enunciarmos
o teorema para um caso mais geral, comec¢amos por o caso mais elementar considerando uma
funcao composta: R — R? — R.

Teorema 2.28 (caso 1). Sejam z = f(x,y) wma funcao com derivadas parciais e x(t), y(t)
funcoes derivdveis, entao

dz_f)fxdx afxdy
dt  Ox dt Oy dt’
De notar que as varidveis x e y funcionam simultane- P

amente com variaveis independentes em relacao a z e / \
variaveis dependentes em a relagao a t. Esta relagoes o

de dependéncia podem ser traduzidas mum diagrama a ‘

—

que costuma chamar diagrama de drvore.

Exemplos 2.29.

1. Consideremos z = sin(2z + y), com x(t) = t? e y(t) = ¢'. A derivada de z em ordem

até:
dz 0z dx 0z dy
%(t) = a—x(%y) X E(t) + a—y(%y) X g(t) =
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= 2cos(2z + y) X 2t + cos(2x +y) x €' .

Para valores concretos de ¢t podemos calcular a derivada desta funcao. Por exemplo

quando t =1, os valores de x e y sao x = 12 = 1 e y = e! = ¢, e assim temos que:

dz

%(1) =4cos(e+2)+ecos(e+2)=(4+e)cos(e+2).

2. A regra da derivada da composta para fun¢oes de duas varidveis serve também para
deduzir regras de derivagao que utilizamos habitualmente. Fazendo z = u” com u(z) e
v(x) fungdes de uma variavel podemos deduzir uma regra de derivagao para poténcias
com variavel tanto na base com no expoente.

dz 0z du 0z dv
v\/ v—1 ./ v /
u)=—=—X—+—XxX—=u"u +u’(Inu)v

() dv Ou dr Ov dx (Inw)

Exercicio

Num determinado gas existe a relacao PV = 8.317. Determine a taxa de variagao
da pressao(P), quando a temperatura(T) ¢ 300k e esta a aumentar a taxa de 0.1k/s; e o
volume(V) ¢é de 100! e aumenta 0.21/s.

Vamos resolver este exercicio usando a derivada da composta. Vamos primeiro analisar

os dados do problema. Consideramos t; o instante em que o problema é colocado. Nesse

dar av
instante é-nos dito que Ty = 300, Vi = 100, E(to) =0.1e —(tp) =0.2.

dt
T oP 831
Por outro lado PV =8.31T & P = 8.31V e consequentemente TV e
or  831T
ov_. V2

Finalmente estamos em condi¢oes de determinar a taxa de variacao.

d_P—a_de_v+8_PXd_T

dat oV~ dt 9T = dt

dP 8.31 8.31 x 300
= x01- ="

20 . 0.2 = —0.04155 K P
a ) = Tg5 1002 afs

O Teorema 2.28 é o caso mais elementar possivel com z = f(x,y) uma fungao de duas
ou mais variaveis. De seguida vamos expor uma situacao um pouco mais geral de onde

facilmente se deduzem os restantes casos.

Teorema 2.30 (caso 2). Sejamw = f(x,y, z), z(s,t), y(s,t) e z(s,t) fungdes com derivadas

parciais, entao
8_w—a_w><@_’_a_wx@+8_wx%
ds Ox 0O0s Oy 0s 0z O0s’
Oow Ow dr OJw 0Oy OJw 0z

ot o ot Toy “ar Ta: o
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Diagrama de arvore

— T
VAN NN

Exemplo 2.31. Consideremos v = 32%y — 2z, como z = s?> +t2, y =2s e z =t + 2.

As derivadas parciais de w em ordem a s e a t sao, respeticamente:

Ou Ou Oxr Ou _dy 2 .
g_%x%—ka—yxﬁ—@xty 2) X 28+ 327 X 2;

3u_8u or Ou dz

T2 _ 9% 1-
ot " an <ot Tan Car ~ Gry ) x 2wl

Quando (s,t) = (1,2), temos que (z,y,2) = (5,2,4) e portanto:

ou

Z—(1,2) =56 X 2+ 75 x 2 = 262;
5e (1 2) X 24175 X :
%(1,2)—56x4—5x1—219.

Neste exemplo o diagrama de arvore toma um aspeto um pouco diferente, uma vez que
a variavel x depende das duas varidveis s e t, enquanto y e 2z sao func¢oes de apenas uma
variavel. Esta diferenca justifica também a diferenga de notacao, visto que as derivadas de

y e de z sao derivadas totais e nao derivadas parciais.

e
Y

u

VA
~

Uma iteragao deste processo permite usar a regra da cadeia para as derivadas da com-

posta de trés ou mais funcgoes.
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2.7 Extremos de Fungoes de 2 Variaveis

As funcoes que temos estado a estudar tém R como conjunto de chegada, e por isso é
possivel definir os extremos absolutos, e locais, de modo idéntico ao que é feito para fungoes
de uma variavel. Estas defini¢oes sao validas para fungoes de duas ou mais variaveis. Por

simplicidade elas sao enunciadas para funcoes de duas varidveis.

Definigoes 2.32. Sejam f: D CR? - Re (a,b) € D.

1. f(a,b) € um méaximo (minimo) absoluto de f se
(V(z,y) € D) f(a,b) = f(z,y) (f(a,b) < f(z,y)).
2. A funcdo f tem um méximo (minimo) local em (a,b) se

(3e > 0) [I(z,y) — (a,b)|] < e = fla,b) = f(x,y) (f(a,b) < [f(z,y)).

Ao ponto (a, b) chama-se ponto maximizante (minimizante) local, ou absoluto, conforme

O Caso.

Para fungoes derivaveis de uma variavel temos como condi¢ao necessaria, para um ponto
ser extremante local, a derivada ser nula nesse ponto. Esse resultado é facilmente generali-

zével para fungdes com mais varidveis.

Proposigao 2.33. Sejam f: D C R*> — R e (a,b) € D. Se f tem um extremo local em

(a,b), e as derivadas parciais existem nesse ponto, entao fy(a,b) =0 = f,(a,b).

Geometricamente isto significa que o plano tangente ao grafico da funcao é horizontal.
(Ver descrigao do plano tangente na sec¢do Aproximacgao Linear).

Aos pontos (a,b) tais que f,(a,b) =0 = f,(a,b) chamam-se pontos criticos de f.

Depois de calcularmos os pontos criticos, temos que identificar quais deles sao pontos
extremantes. Para funcoes de duas variaveis nao é possivel fazer um quadro de sinal. No
entanto existe um resultado, semelhante ao que a seguir se enuncia para fungoes reais de

variavel real, que pode ser usado determinar se um ponto critico é ou nao extremante.

Teorema 2.34. Sejam f: D CR — R ea € D tais que f tem derivadas de sequnda ordem,

e f'(a) =0.
1. Se f"(a) > 0, entao f(a) € um minimo local.
2. Se f"(a) <0, entao f(a) € um mdzimo local.
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Teorema 2.35. Sejam f: D CR* - R ¢ (a,b) € D tais que f tem derivadas parciais de

sequnda ordem e (a,b) € um ponto critico de f.
Define-se D(a,b) = foz(a,b) fyy(a,b) — (fuy(a, b))Q'

1. Se D(a,b) >0 e fyz(a,b) >0, entao f(a,b) é um minimo local.
2. Se D(a,b) >0 e fu.(a,b) <0, entao f(a,b) € um mdzximo local.

3. Se D(a,b) <0, entdo f(a,b) nao € um extremo local.

[(a,b) & um ponto sela].

Se D(a,b) = 0, ent@o seria necessério estudar as derivadas (parciais) de ordem superior
para saber se um ponto é extremante local. Por vezes é possivel analisar esses casos usando

diretamente a definicao, como veremos mais & frente no Exemplo 2.38.

Exemplo 2.36. Consideremos a funcio f(x,y) = z* + y* — 4ay.

1. Determinar os pontos criticos de f.

_ 3 A — _ .3 _
f=0 o do° — 4y =0 o y==a - N
fy=0 43 —4x =0 =13 ¥ =u
& (z,y) = (0,0) vV (z,y) = (=1, -1) vV (z,y) = (1,1)
2. Verificar se os pontos criticos sao extremos locais.
D(I,y) = ffﬂfb(xvy) fyy(xay) - (f:ry(xay))2 = (121;2)<12y2> - (_4)2 = 144$2y2 —16 =
16(92%y* — 1).
Como D(0,0) = —16 < 0, concluimos que (0,0) é um ponto sela.

Como D(1,1) = D(=1,-1) = 16 x 8 > 0 e fu(1,1) = fou(—1,—1) = 12 > 0,

concluimos que f tem dois minimos locais f(1,1) = =2 e f(—1,—-1) = —2.

Este exemplo mostra que é possivel uma fungao de duas variaveis ter dois minimos locais,
e nenhum maximo local.

Neste caso é possivel provar que —2 é também o minimo absoluto. Para tal reescreve-se

2

a funcio f(z) = (22 —1)° + (12 —1)* + 2 (x — y)* — 2 > —2, provando assim que —2 ¢ um

minorante da funcao.
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Exemplo 2.37. Ponto Sela

A fungao f(z,y) = 2% — y* nao tem nenhum
extremo local, mas tem um ponto sela (0, 0).
(Verificar!)

O gréfico desta fungao deu origem & utiliza-
¢ao do nome ponto sela para um ponto critico

nao extremante.

Exemplo 2.38. Consideremos a fun¢io f(z,y) = 2? —2xy*+y* —y5. O tnico ponto critico
desta funcao ¢ P = (0,0) com D(0,0) = 0. Portanto nao podemos usar o Teorema 2.35
para verificar se P é extremante. Para isso vamos usar a definigao. Sejam P; = (a? a) e
Py = (a?,—a), com a > 0, dois pontos infinitamente préximos de P, é facil verificar que
f(P)=—a®><0= f(0,0) < a® = f(P,). Ouseja P éum ponto sela. (A escolha dos pontos
P, e P, nao foi aleatoéria, ela surge naturalmente dos célculos efetuados para determinar os

pontos criticos. Devem verificar.)
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3 Calculo Integral

O Calculo Integral, de modo genérico, é area da Matematica onde se estudam as Anti-
Derivadas ou Primitivas e a utilizagao que se faz delas. Os integrais podem estar definidos
para uma ou mais variaveis, ainda que nesta disciplina apenas abordaremos o caso de uma

variavel.

3.1 Primitivas, Anti-Derivadas ou Integral Indefinido

Na primeira seccao deste capitulo comecamos por ver a definicao de primitiva, ou anti-
derivada. O nome anti-derivada indica-nos claramente o que estamos a calcular, embora a
primitiva seja de utilizagao mais comum. De seguida estudaremos algumas das principais

técnicas de primitivacao

Definicao 3.1. Uma funcao F' é uma primitiva de f se F' = f.

A primitiva de uma funcao nao é tnica. A mesma funcao pode ter varias primitivas.
Vamos ver alguns exemplos desse facto.
Exemplos 3.2.

1. Fi(z) = x e Fy(z) = x+3 sdo duas primitivas da fungao f(z) = 1. (F|(x) = Fy(z) = 1)

2. Gi(x) = sin’x e Go(r) = — cos? x sdo duas primitivas da funcio g(x) = 2sinz cosz.
(G (x) = Gy(x) = 2sinx cosx)

As fungbes G e Gy estao relacionadas da seguinte forma G1(z) = Ga(z) + 1, ou seja

sin?x = —cos? x + 1. Este é um resultado geral, como veremos a seguir.
Teorema 3.3.

1. Se F' € uma primitiva de f, entao F + C, com C € R, é uma primitiva de f.

2. Se Fy e Fy sao duas primitivas da mesma func¢ao, num determinado intervalo, entao
existe C' € R tal que Fy = F5, + C.

Notacgao: O conjunto de todas as primitivas de uma funcao representa-se por / f(z)dz:

/f(iﬂ)dl":F(:B)%-C, onde I/ = f e C €R.
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e F' & uma primitiva de f.

. / f(z)dx é a familia de (todas as) primitivas de f, ou integral indefinido.

Os integrais herdam algumas propriedades das derivadas. Os resultados do préximo

teorema sao imediatos a partir dos resultados analogos para as derivadas.

Teorema 3.4. Sejam o € R, f e g funcoes primitivdveis.

1 /af(x)dx:a/f(x)dx

2 /f(:p)—l—g(m) dx:/f(x) d:}c+/g(x) da

Ao contrario das derivadas, nao existe uma féormula para calcular primitivas. A primi-
tivagao é simplesmente definida como o “inverso” da derivagao. Assim, se invertermos uma
tabela de derivadas obtemos uma tabela de primitivas. As primitivas que se obtém através
da inversao das derivadas conhecidas designam-se por primitivas imediatas.

A seguir vamos ver exemplos de primitivas imediatas, férmulas mais gerais que aparecem

na tabela de primitivas e de aplicacao do Teorema 3.4.

Exemplos 3.5.

1. /Qxda::x2+C,C€R

DO

$n+1
./x”dx: +C,n# -1

n+1

3. /f’(x)cos(f(x)) dr =sin (f(z)) +C

4 3
4. /[E3—2$2—|—7d£B:/$3d$—2/$2d$+/7d$:%—2%+7$+C
10 1 1 1 —1
5. ——dz = [ - de = | — — dr =Inx — In(10 —
/x(lO—x) o /x+10—x o /m 10 —x v =z —in( 7 +C
x
=1 1
nlo_x—i-C,xE]O, 0f

Esta primitiva foi resolvida apenas no intervalo |0,10[. De modo idéntico podemos

calcular a primitiva no intervalo | — 0o, 0[ ou no intervalo |10, 4+o0].
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Primitivacao por Partes
A regra da primitivagao por partes é deduzida a partir da regra da derivada do produto.
Esta regra é o mais parecido que temos de uma regra de primitivacao do produto. Na

bibliografia, por vezes, ela surge descrita usando a notagao dos diferenciais.

Sejam ¢ e h duas fungoes derivaveis num determinado intervalo. A regra da derivada do
produto diz-nos que
(hg)'=ng+hg.

Primitivando ambos os membros da igualdade, e isolando uma das parcelas do segundo

membro, obtemos a igualdade pretendida.

/(hg)/ (z)dx = /h'(a:)g(:v) dx + /h(x) g (x)dx &

[ @ gde= [ () @ do— [ 1) (@) o

Como a primitiva da derivada é, a menos de constante, a prépria fungao.
[ @) gt do = o) oo) - [ hia) o () d
Finalmente, fazendo A’ = f e h = I, obtemos a formula da primitivacao por partes.

/ﬂ@ﬁ@m—mew—/ﬂ@ﬂ@W,

onde F' é uma primitiva de f.
Nos préximos exemplos identificaremos em cada caso qual a funcao por onde devemos

comegar a primitivar (f) e qual a fun¢ao que comegamos por derivar (g).

Exemplos 3.6.

1./ z e dr=x é* —/e”"x 1l de =z —e*4+C
S~ —~— ~—

g f F g
1
2./lnxdx:/1nx>< 1 :(lnx)xx—/—x:mlnx—x+0
N T
g f
2 2 1 2 1 241-1
3. x arctanxdxzm— arctanx—/w— dm:x— arctanx——/de
~N —,, 2 2$2—|—1 2 2 ZE2+1

f g

1 1 2 1
=% arctanz — 5/1 o 1dx = % arctan xr — é(x—arctan@ +C

2
2
1 2
=3 (arctanz(z* + 1) —z) + C
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Primitivas por Substituicao

Tal como a regra da primitivacao por partes, a regra das primitivas por substituicao é
deduzida a partir de uma regra conhecida para as derivadas. Neste caso a regra da derivada
da composta ou regra da cadeia (para fungdes de uma variavel). Ela também pode ser vista
como uma mudanga de variavel. Comecemos por um exemplo que ja conhecemos, e que
nos indica que uma grande quantidade de regras de primitivacao imediata faz uso de uma

mudanca de variavel.

E facil verificar que / cos(t?) 2t dt = sin(t*) + C. Por outro lado se fizermos = = ¢2, e

usando que dr = % dt = 2t dt, chegamos a igualdade

2 _ o (42
/cos(t ) 2tdt = /cos(x) dx =sinz + C = sin(t*) + C'.
dx
Claro que vamos continuar a calcular esta primitiva diretamente, sem escrever a substi-
tuicao explicitamente. Este exemplo serve apenas para ilustrar como funciona a substituigao
para o célculo de primitivas.

Sejam g e h duas fungoes derivaveis. A regra da derivada da composta diz-nos que

(hog) (t)=h(g(t)g'(t).

Mais uma vez, primitivando ambos os membros da igualdade obtemos a férmula pretendida.

/H@@nﬂwﬁ—h@@»+c

Fazendo b = f e h = I, temos que
/f(g(t)) g'(t)dt = F(g(t)) + C, onde F é uma primitiva de f.

Tal como vimos no exemplo anterior se x = g(t), entdo dz = ¢'(t) dt e a mudanga de

variavel, ou substitui¢do x = ¢(¢) implica que,
[ Ha@g @~ [ fa) iz = Fa)+ 0 = Flg(o) + €.

e

A notagao dos diferenciais x = g(t) = dx = ¢'(t)dt o

dt , torna mais facil recordar a
regra da substituicao.

A formula tal como a deduzimos, e vimos no exemplo, é lida da “esquerda para a direita”.
Ela pode, no entanto, ser usada no sentido inverso. Nesse caso temos de procurar qual a
substituicao mais adequada em cada caso. A tabela de primitivas da-nos algumas sugestoes

de mudancas de variavel.
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Teorema 3.7 (Primitiva por substitui¢ao). Seja f continua num intervalo I. Se x = g(t) é

uma fungao diferencidvel em I tal que ¢'(t) # 0 no interior do intervalo, entao g € invertivel,

t=g x), e
[r@a= ([ somowm)

Veremos de seguida mais um exemplo de primitiva calculada por substituicao. Para
melhor compreensao usaremos a notacao dos diferenciais. E preciso notar que o resultado

final devera ser uma fun¢ao na mesma variavel que a funcao dada inicialmente.
Exemplo 3.8.
/ V1—22dx

Faz-se a substituigdo = = sint = dx = (sint)'dt = cost dt.

Para z € [—1,1] (o dominio da func¢do) e t € [~Z,Z], z ¢ uma funcao bijetiva.
/\/1 —22dx = / V1 —sin’t costdt = /\/003225 costdt
= / | cost| costdt = /COStht (cost >0 parat € [—%, g])

1 1 sin 2t
(*)_/5(1+cos2t)dt—§(t+ 5 >+C

1 2sintcost 1
:—(t—i-w)—l—C:Q(arcsinx+x\/1—x2) +C

Notas: cost = /1 — 22, uma vez que cos’t 4 sin’t = 1, sint = z e cost > 0.
(*) Na tabela de primitivas existe uma secgao sobre como primitivar poténcias de fungoes

1
trigonométricas. Neste caso usamos a igualdade cos®t = 3 (1 4+ cos2t)

Pode ser necessario usar uma combinagao destas técnicas de primitivagdo e/ou usar
repetidamente a mesma técnica para calcular a primitiva desejada.

Frequentemente é mais facil calcular uma derivada do que calcular a respetiva primitiva.
Por isso, uma maneira eficiente de verificar que uma primitiva esta bem calculada é calcular
a derivada do resultado obtido.

Como vimos atras é preciso ter ainda em atencao que a primitiva nao é Unica, e que

algumas funcoes podem ser escritas de varias maneiras.

3.2 Integral Definido

Antes de passarmos a defini¢ao formal de integral definido, e posteriormente & maneira como
se calcula, comegamos com um exemplo muito simples que ja estudaram em Fisica e que

serve para ilustrar a relagao entre primitiva e integral definido, que veremos a seguir.
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Problema
Uma mota vai dos 0 aos 180km/h = 50m/s em 10s com aceleragao uniforme. Quantos

m percorre nos ultimos 4s?

Resolver este problema consiste em saber qual é a velocidade média da mota no intervalo

[6,10] e multiplicar pelo tempo. Como o movimento é uniforme a distancia percorrida é:

50+ 30 x 4 = 160m.

dist = Umeédia X (10 — 6) =

Geometricamente, calculamos a area dum trapézio com bases 50 e 30, e altura 4.

E se o movimento nao for uniforme? Se a velocidade for modelada por uma qualquer
funcao continua v(t)? O problema continua a consistir em calcular a area da regiao limitada
pelo eixo dos X X (onde é medido o tempo) e pelo grafico da fung¢ao v(t). Podemos calcular

essa area usando aproximagoes sucessivas.

Definicao 3.9. Seja f uma fungao continua no intervalo fechado [a, b] (e portanto limitada).

O integral definido de f no intervalo [a, b] é:

b n
/a f(x)dx:JLrEOZf(a+b;ai> X b;a.

i=1

n=10 R,=0.385 7 n=30 Ry,=0.3502 n=50 Ry=0.3434

Al

0 P x 0 . x 0 e

Iteragoes quando n = 10,30, 50 para a fungio f(z) = x2.

Voltando ao problema anterior, a distancia percorrida pela mota ¢é escrita em termos de
10

integrais como S5tdt, ou em geral a distancia percorrida pela mota entre os instantes

6
t = a et =>bquando a velocidade instantanea em cada momento t é v(t) vai ser calculada
b
/ v(t)dt .

1. A funcdo f chamamos func¢do integranda ¢ aos valores a e b extremos de integracdo.

pelo integral:

Notas.

2. Sejam a < ¢ < b, /abf(x)dx—/acf(x)da:—l—/cbf(m)dx.
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3. A defini¢ao de integral definido pode ser generalizada para fungoes limitadas com um

namero finito de descontinuidades.

4. O Valor Médio de f no intervalo [a, b] é calculado usando a férmula
1 b
Médla(f) = m/a f(ZL') dx

b
Proposicao 3.10. Se f(z) > 0, para x € [a,b], entdo / f(z)dx € o valor da drea da

regiao limitada pelas retas t = a, x =b, y =0 e y = f(x).

10
50 + 30 10—6
Como vimos anteriormente S5z dr = (50 + 30) QX ( )

= 160 é area dum trapézio

com bases 50 e 30, e altura 4.

Teorema 3.11 (Teorema Fundamental do Célculo Integral).

1. Seja f continua em [a,b].

A funcao F(x / f(t)dt é uma primitiva de f(x) no intervalo [a,b]. Ou seja,

todas as fungoes continuas sao primitivdvess.

2. Se f é continua em [a,b] e F uma primitiva de f, entdo:
b
/ f(@)dz = F(b) — F(a) .

Apesar de todas as funcoes continuas serem primitivaveis, nem todas sao primitivaveis
como uma soma finita de fungoes elementares.

O ponto 2. do Teorema Fundamental do Cdlculo Integral da-nos uma maneira pratica
de calcular um integral definido. Voltando ao problema que nos tem servido de guia, ele diz

que para calcular o deslocamento basta conhecer a posicao final e a posicao inicial.

Exemplos 3.12.

10
5 5
1. / 5vdr = F(10) — F(6) = 5102 - 562 = 250 — 90 = 160,
6
onde F(x) = 22? ¢ uma das primitivas de F.

Em geral nao vamos escrever a primitiva F' separadamente. Nos préximos exemplos

vamos introduzir a notagao que vai evitar fazé-lo.
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1 371 3 3

1 0 1
2./x2dx:{—x} =_ __ ="
0 31 3 3 3

Este é o exemplo da figura que acompanha a Definicao 3.9 (definigdo de Integral
Definido).

3. Consideremos a fungao definida por ramos f(x) =

w/2 0 w/2
/ f(x)dx:/ a:dx—l—/ cosx dr =
—9 -2 0

22]° T
{—} + [sinz]]* = (0 — 2) + sin — —sin0 = —1.
2], 2

cosr sex >0
T sex <0

A fungao deste exemplo tem uma descontinuidade no ponto 0, no entanto a integragao
em cada dos dois ramos da funcao pode ser feita usando o Teorema Fundamental do
Calculo Integral como habitualmente (ver Nota 2. atras). Reparemos que neste caso

existem os dois limites laterais em 0, ainda que sejam diferentes.

| 1"
o [ 1]
—9 X X _9

A fungdo f(z) = —= ¢ ilimitada no intervalo [—2,1] (e nao esté definida em 0), o que
torna este exemplo diferente do anterior. Esta func¢ao nao é integravel no intervalo

[—2, 1] mas é integravel em qualquer intervalo que nao contenha o 0.

De seguida vamos ver como é que a primitivagao por partes e por substituicao podem ser
usadas para calcular integrais definidos. As regras que enunciamos a seguir sao apenas uma
reescrita adaptada a este novo contexto. Os integrais podem ser sempre calculados usando

0 caso geral.

Integracao por Partes

Seja F' uma primitiva de f.

/ f(x) g(x) dz = F(b)g(b) — F(a)g(a) —/ F(z) g (x) du

A vantagem de usar esta formula diretamente, em vez de calcular a primitiva de f(x) g(z)
primeiro e fazer as substitui¢oes depois, é principalmente porque nos permite simplificar a

escrita.

Exemplo 3.13.
2 2
/ ze® dv = [e®x]} — / e“ldr = (26 —0) — [e"]2 = 2¢* — (2 — €¥) = + 1.
0 0
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Integragao por Substituicao

Sejam f uma fungao continua em [a,b] e g : [¢,d] — [a,b] uma funcdo bijetiva e com

/f da:_/f ()] dt.

Usar esta formula diretamente tem a grande de vantagem de nao ser preciso voltar a

derivada continua, entao

variavel inicial = para calcular o valor do integral. (Comparar com o Teorema 3.7.)

Exemplos 3.14.

1. Neste exemplo vamos usar as mesmas funcao e substituicao do que no Exemplo 3.8, e

por isso vamos omitir alguns passos que ja foram feitos.
Usédmos a substituicao z = sint, e portanto
—1<x<1<:>—1<smt<1:>—§<t<—

2
Explicitamente a func¢ao mudanca de variavel é g : [—%, g} — [—1,1] com g(t) = sint.

Ja tinhamos calculado que dx = sint dt.

/ \/1—w2dx—/ \/1—Sin2t\costldt:/2 cos’tdt = ... =

1 sin 2t/ 1 /7 sinmw T sin(—m) s
2 2 .. 2\27 2 2 2 2

Nota: O que acabédmos de calcular foi a area da metade superior do circulo de raio

mu

igual a 1 e centro na origem.

Vit 1
Calcular / _—
1

T

dx, fazendo a mudanca de variavel u? = 23 — 1.

Faz-se a substituigao u? = 2° — 1 & v = vVu? + 1= (u® + 1)1/3.

de 1

—2/3 2 u 2U
o 3(2u) (u*+1)

do =" —du=——d
= dz 33(u2+1>2u 3I2u

1<2<V21<3<20<3-1<1=0<u<l

Temos assim que

/\[\/ /u2u /2u Ju /12 u? J
= —_——_— —_ u =

1 x 3x? o 323 o sut+1

2 [! 1 2 2 2
5/0 1—u2+1du:g[u—arctanu]é:g(l—O—arctanl—i—arctanO):g(1—%).
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Quando fazemos uma substituicao temos que mudar a funcao integranda, mas também

0s extremos de integragao.

3.3 Aplicacoes do Calculo Integral

As aplicagoes do célculo integral definido resultam todas, direta ou indiretamente, da for-

mula que vimos anteriormente para o calculo de média de uma funcao:

. I
Média(f) = —/ flz)dx.
b—a ),
De modo analogo se a funcao a integrar representar uma taxa de variagao, ou seja a
b
funcao é uma derivada ¢’, entao / g (x)dx & o acréscimo total da fun¢ao g no intervalo

a
[a,b]. Este é a situagdo que descrevemos no problema inicial da Sec¢ao 3.2.

De seguida veremos algumas aplicagoes geométricas do calculo integral.

Areas
O integral definido de fun¢des nao negativas foi introduzido como o calculo de uma area.

O resultado que enunciamos a seguir generaliza esse facto.

Proposigao 3.15. Sejam f e g fungdes continuas em [a,b], com g(x) < f(z) para x € |a,b].

A drea da regidao S limitada pelos grificos de f e g e pelas retas verticais xt =a ex =b €

Area(S) = / f(z) — g(x)dz [=(altura média) x(b—a)].

y=fx)

Exemplos 3.16.

1. Calcular a area da regiao A = {(x,y) : 2? <y < z}.

Neste exemplo os valores dos extremos de integracao nao
sao dados explicitamente, por isso temos que os deduzir.
As curvas y = z e y = 22 intersectam-se quando z = 0

ou x = 1. Portanto os extremos de integracao sao 0 e 1.

A figura ajuda a compreender melhor o que fizemos.
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1 2 371
' 1
Area(A):/x—dex: r_or 2
0 2 3], 6

2. No Exemplo 3.14(1) calculamos a area do semi-circulo:

{(z.y) 1 0<y <VI-a?}={(a,y) : 2 +y* < 1Ay >0}

Solidos de Revolugao
Os integrais definidos podem também ser usados para calcular o volume de certo tipo

de solidos, os solidos de revolugao.

Definigao 3.17. Um sdlido de revolugao é¢ um soélido que resulta da rotagao de uma figura

plana em torno de um eixo, chamado eizo de revolugao.

O cilindro, o cone e a esfera sao exemplos de s6lidos de revolugao que resultam da rotagao

de um retangulo, de um triangulo e de um semi-circulo, respectivamente.

Vamos usar o exemplo do cone (do qual ja sabemos calcular o volume) para ilustrar
como podemos, em geral, calcular o volume de um s6lido de resolugao se conheceremos a

regiao e o eixo de revolucao.

Consideremos um cone de raio 7 e altura h. O volume do cone é igual ao produto da
altura pelo valor médio da area de cada secc¢ao circular do cone. Seja x a distancia do centro

desse circulo ao vértice do cone (representado na figura). Entao o raio do circulo é igual

rz re

h h
produto de h pelo valor médio de A(x) e portanto:

. ] ) 2 o
a " e portanto a area desse circulo ¢ A(z) =7 ( ) . O volume do cone é entao igual ao

o h h ra 2 1,
Volume(cone) = médiade A(z) x h= | A(x)de= | = (—) dx = —7mr<h.
0 0 h 3

A(z) é a area da regiao

sombreada.
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Rotacao em torno do eixo dos X X
No caso geral podemos considerar que o raio de cada circulo é dado por uma funcao

f(x). Neste caso a fungao que nos dé a area ¢ A(z) = 7 f(x)>

Proposicao 3.18. Seja f continua em [a,b]. O volume do sélido de revolugio gerado pela
rotagao em torno do eixo dos X X da figura limitada pelo grdafico de f, pelo eixo dos X X e

pelas retasx =a ex =0b €

b
volume = 7r/ f(z)*dx.

Mais geralmente, se fizermos a rotacao em torno de uma reta horizontal y = k, entao o

volume é calculado pela expressao

b
vqume:w/ (f(z) — k) dax.

Exemplo 3.19. Calcular o volume do sélido de revolucao gerado pela rotagao em torno do
eixo dos X X da regiao {(z,y) : 0 <y < /x, 1 <z <4}

4 4 274
1
vqume:ﬂ/ \/Ede:W/ wdx:ﬂ[%} o
1 1

1

f(x) X

BN W e
3
[ IR Y

— T
2 -1 0 1 2 3 4 5 8% -2 -1 0 1 2 3 a 5 8%
1 1

Solido de revolugao gerado pela rotacao da regido limitada por f(z) = /x.

Rotagao em Torno do Eixo dos YY

Se a rotacao da figura for feita em torno do eixo dos Y'Y, ou de qualquer outra reta
vertical, o calculo do volume ¢é feito usando uma outra formula. E preciso ter em atencéo
que trocando o papel das variaveis x e y podemos sempre transformar esta “situgao” na

anterior, e usar a respetiva féormula.

Proposicao 3.20. Sejam 0 < a < b, f continua em [a,b] tal que f(x) > 0. O volume do
solido de revolugao gerado pela rotagao em torno do eixo dos YY da figura limitada pelo

grdfico de f, pelo eixo dos XX e pelas retasx =a ex =10 ¢é

b
volume = 27r/ x f(z)dx.
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Neste caso f(x) representa a altura de um cilindro de raio x. A area da superficie desse

cilindro é S(z) = 2wz f(z), e o volume do solido pode ser visto como:

(média de S(x)) x (b— a).

Exemplo 3.21. Consideremos a regiao do plano A = {(z,y) |0 <y < z? z < 1}.

1. Calcular o volume do s6lido de revolucao gerado pela rotacao em torno do eixo dos

XX da regiao A.

X

1 ) 571 T
Volumey = 7r/ (*) de =7 {—} =—
; 5,75

2. Calcular o volume do sélido de revolugao gerado pela rotacao em torno do eixo dos

Y'Y da regiao A.

1 471
Volumey = 27’(’/ rxdr = 2 I— = E
0 41, 2

Comprimento de Curvas
Uma outra aplicacao geométrica do calculo integral é o calculo do comprimento do grafico

de uma funcao derivavel num intervalo limitado.

Proposicao 3.22. Seja f uma fungdo com derivada continua em [a,b]. O comprimento do

grifico de f entre os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) €

ch(f) :/ VI Fa)de.
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Exemplo 3.23. Calcular o perimetro de uma circunferéncia de raio r.

Py =rt ey =+Vr?— a2

Para calcular o perimetro de meia circunferéncia, faz-se f(x) = v r?

— 22 e

x . N
f'(z) = ——=—= e portanto o perimetro da circunferéncia é:

12— 2

r 2 r 1
Perimetro:Q/ \/1—%%611::27’/ —r  dx =
—r r - —r /1_%

2r [arcsin (f)} = 2r (arcsin 1 — arcsin(—1)) = 277 .
r —r

3.4 Integrais Improprios

Os integrais improprios sao uma generalizagao dos integrais definidos, e resultam de consi-
derarmos as hipoteses de o intervalo de integragao ou a funcao integranda serem ilimitados
(ou eventualmente ambos). Como exemplo basico podemos pensar que é possivel uma regido
ilimitada ter uma area finita. Apesar de ser um pouco contra-intuitivo, este caso nao é muito
diferente do que acontece quando somamos todos os termos de uma progressao geométrica.
Claro que ja sabemos que nem todas as somas com um nimero infinito de parcelas tém um
valor finito, e também nem todos os integrais improprios tém um valor finito. Aos integrais
improprios que realmente representam um valor finito chamaremos convergentes. Tal como

referido anteriormente, os integrais impréoprios podem ser de dois tipos.

Intervalos Ilimitados
Seja f uma fungao continua e nao negativa em [a, +00) tal que lirp f(x)=0.
T—>+00
Se t > a, entdo a area A(t) da regiado limitada pelo grafico de f(t), o eixo dos X X e as

retas verticais x = a e x =t é dada por:

A= [ sy
a | a t

Se tlim A(t) existe (e ¢ finito), entdo este limite pode ser interpretado como a éarea da
—+00

regiao limitada pelo grafico de f, pelo eixo dos X X e pela reta x = a.

Definicoes 3.24.

t
(a) Se / f(z) dz existe para t > a, entao
a

“+00

t——+o0

t
(x)dr = lim / f(z)dx, se este limite existir.

a
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b
(b) Se / f(x) dx existe para t < b, entao
t

b b
/ f(z)dz = lim / f(z) dx, se este limite existir.
—0o0 t

t——o00

<C> +oo c +00
f(z)de = / f(z)dz + f(z) dx, para qualquer ¢ € R

—00 Cc

Exemplos 3.25.

A . ‘1 . ¢ .
1. —dxr = lim —dr = lim [Inz]; = lim Int —Inl=+o0
1

X t—=+oc0 [; T t——+o00 t—+oo

t——o0

+00 0 +o0
3./ xda::/ a:d:zc+/ zrdr =00 — 00
—00 —00 0

Este integral nao esta definido. Este tipo de indeterminacoes nao pode ser levantada.

0 0
2. / e’dr = lim e“dr=[e*]) = lim ¢ —el =1
— 0 t t——o0

Funcgoes Ilimitadas

Definicao 3.26.

(a) Seja f continua no intervalo [a,b[. Se liril f(zx) for infinito, entao
z—b~

b t
/ f(z)dx = lirgl f(z)dz, se este limite existir.
a t—b—

a

(b) Seja f continua no intervalo |a, b]. Se lim. f(z) for infinito, entao
r—a

b b
/ f(z)dx = lim (x) dx, se este limite existir.

t—a™t t

1
1 1
Nota. / x sin (—) dr nao ¢ um integral impréprio, pois lim z sin (—) =
0 x x

z—07F

Exemplos 3.27.

1 1 2/371 2/3
1 T 1 t 3
1. | —=dv=li By = lim |=—=]| = lim — — — = =
/0 g TS T T A0 28], T S0 23T 273 2
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1 ¢ ¢
1 —
2. / dxr = lim dxr = lim dr = lim [In(1 — l‘)]g =
0 xXr — t—1— 0 xXr — t—1— 0 — X t—1—

lim In(1—¢)—Inl=—00

t—1—

Definicao 3.28. Se o limite de um integral impréprio existe, e é finto, o integral diz-se

convergente. Se um integral improprio nao é convergente, diz-se divergente.

Critério de Comparacao

Como vimos anteriormente nem sempre é possivel calcular com exatidao o valor dum
integral, mas por vezes é possivel calcular um valor aproximado ou um intervalo de possiveis
resultados. Para os integrais improprios vamos usar um critério simples de comparacao que

nos vais ajudar a verificar se um integral improprio é convergente ou divergente.

Proposicao 3.29 (Critério de Comparagao). Sejam f e g continuas no intervalo |a,b[, com

0 < f(x) < g(x) para x nesse intervalo.

b b
1. Se/ g(x)dx é convergente, entdo/ f(z)dx também é convergente.
b b
2. Se/ f(z)dx € divergente, entda/ g(x) dx também € divergente.

Os valores a e b podem ser +o0.

A proposicao anterior é uma consequéncia do Teorema do Enquadramento, que é valido

para todo o tipo de integrais e que vamos enunciar de seguida.

Teorema 3.30 (Teorema do Enquadramento). Sejam f, g e h fungdes continuas no inter-

valo la,b], com f(x) < g(z) < h(z) para x nesse intervalo.

b b b
Se / f(z)dz e / h(x)dzx sao convergentes, entio / g(x) dx também é convergente,
e a a a

/:f(x) dr < /abg(x) iz < /:h@) da.

Exemplo 3.31. Um tipo de func¢oes importante em Estatistica sao as fungoes de distribuicao

normal ou Gaussiana. A menos de parametros constantes, elas resultam de modificagoes

da fungao f(z) = e, Apesar da funcao f (x) nao ser integravel como soma de fungoes
+oo

elementares, é possivel determinar a natureza do integral / e da.
—0oQ
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+oo 2 oo 2 2
/ e " dr = 2/ e " dx (e7*" ¢ uma funcao par.)
—00 0
+oo 2 1 2 +oo 2
/ e’ = / e dx +/ e " dx
0 0 1
—_—
finito
Para xz > 1,
2 too teo 1
O§6m§6x2>0§/ emdacg/ e fdxr = —.
1 1 €
+oo )
Conclui-se entao que o integral / e dx é convergente.
— 00
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4 Equacoes Diferenciais

Uma equacgao diferencial ¢ uma equagao que envolve uma ou mais derivadas de uma funcao
incognita y = f(x) (v',y”,...). A equagdo pode conter a propria funcdo y, outras fungdes
conhecidas de = e constantes. A solucao de uma equacao diferencial é uma funcao, ou mais
geralmente uma familia de fungoes, tal como a solug¢ao de uma equacgao algébrica é um valor
real ou um conjunto de valores. Tal como acontece com as equagoes algébricas, existem

equagoes diferenciais que nao tém solucao.

Nao existe uma regra geral para resolver equacoes diferenciais, apenas algumas regras
parciais para resolver certos tipos de equagoes. Neste curso vamos aprender a resolver dois
tipos de equagoes diferenciais: equacoes de varidveis separdveis e equagoes lineares de pri-
meira ordem, mas antes disso vamos introduzir alguns conceitos sobre equagoes diferenciais

um pouco mais globais.

De referir que nesta area da Matematica existe muita investigacao feita atualmente,

tanto tedrica como aplicada.

e A varidvel da fungao incognita, normalmente z, é a varidvel independente e a fungao

incognita, normalmente y, é a varidvel dependente.

e A ordem de uma equacao é a ordem da derivada de maior grau que aparece na equacao.

Exemplos de Equagoes Diferenciais

1.y =2 ordem 1
2.y +y'y=a2+1 ordem 2
3. y"x +sinx =1y ordem 3

Definicgoes 4.1.

1. Ao conjunto de todas as solu¢oes de uma equacgao diferencial chama-se Solu¢ao Geral

ou Integral Geral.

2. A uma solugao da equagao diferencial chama-se Solu¢ao Particular.

Nota. As equagoes diferenciais estao definidas num intervalo de R, e cada uma das suas

solugoes deve ser considerada apenas num intervalo determinado.
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2
Exemplo 4.2. A equagao ' = z tem como solugao geral y(x) = % + C, onde C' é uma

constante pertencente a R.

As fungoes y; = %2 ou Yo = % +5 s@o solugdes particulares da equagao diferencial y' = .

Exercicio

(a) Mostre que y = C1e% + Coe 3% C1,Cy € R é a solucao geral da equagao diferencial
y' =2y — 15y = 0.

Comecamos por calcular as duas primeiras derivadas da fun¢ao dada, e substituimos na
equagao para verificar se a igualdade é valida.

y = C1e + Che™3*

y = 5C1e’" — 3Che 3"

y" = 25C1 €5 + 9C,e 3"

y” — 2y/ — 15y = 2501653& + 9026_3$ -2 (5016590 — 3026_3x> —15 (C’le‘r’x + 026_3x> =

(2501 - 1001 - 1501)€5x + (902 —+ 602 — 1502)6—3x =0

(b) Determinar a solugdo particular que verifica as condigdes y(0) = 0 e y'(0) = 1.

Vamos usar as duas condicoes inictais que nos sao dadas para determinar o valor das

constantes C e Cs.
y(0) =0 Ci+Cy=0 C, =
And &
y'(0) =1 501 —3Cy =1 Cy = —

1 1
Yy = gegm — ge_?’r é a solucao particular pretendida.

=

o=

4.1 Equacgoes Diferenciais de Primeira Ordem

Nesta seccao vamos aprender a resolver dois tipos especificos de equacgoes diferenciais, mas
antes disso vamos enunciar um resultado que nos garante que todas as equacoes de 1* ordem

tém solugao.

Teorema 4.3 (Teorema de Existéncia e Unicidade de solugbes). Sejam p(z,y) e g—“;(x, Y)
fungdes continuas e (a,b) um ponto do dominio de .

Entao existe uma inica solugao da equacao y' = p(x,y) que satisfaz a condi¢io y(a) = b.
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Todas as equagoes de primeira ordem se podem escrever na forma y' = ¢(x,y), para
alguma funcao . Portanto, este teorema diz-nos que qualquer equagao diferencial de pri-
meira ordem tem uma solugao unica que verifica a condigao y(a) = b, quaisquer que sejam
os valores a e b (desde que a condigao esteja bem definida). Tal como ja foi referido anteri-
ormente, essa solucao pode nao estar definida em R mas apenas num intervalo que contenha
a. De notar que este resultado apenas indica que tal solucao existe, ainda que nem sempre

exista uma maneira “facil” de a calcular.

Equacoes de Variaveis Separaveis
Uma equagao diferencial é de varidveis separadas se puder ser escrita de forma a que os
termos que envolvem a variavel independente fiquem num lado da equagao, e os termos que

envolvem a variavel dependente fiquem do outro lado. Ou seja, pode escrita na forma:

onde M ¢é funcao de z e N ¢é fungao de y.
Uma equacao pode nao ser de variaveis separadas, mas ser equivalente a uma equacao
de variaveis separadas. A uma dessas equagoes chamamos equacao diferencial de varidveis

separdveis. A seguinte equagao é um desses exemplos.

Y _®
2+ 12 4+ 22’

(dy + y2*)y = 2z + zy°) &

Solugao das equagoes de variaveis separaveis

M(z) = Nw)y' ¢ M(a) = N(y) 2

Integra-se ambos os membros da equagao.

d
/M(a:)dx: /N(y)d—ydx@ /M(m)dx: /N(y)dy
x
A tltima equivaléncia é obtida usando a relagao existente entre dy e dx tal como referido
aquando da integragao por substituicao.

Desta maneira obtemos a solucao implicita da equacao de variaveis separaveis.

Para se obter a solugao explicita é, por vezes, necessério fazer uma restricao do dominio
da fungao y(x).
Nota. A solucao implicita de uma equacao diferencial é uma relacao entre as variaveis de-
pendente e independente (y e x), enquanto a solu¢do explicita resulta de isolar a variavel
dependente num dos membros da igualdade. Nem sempre é necesséario, ou sequer possivel,

calcular a solugao explicita de uma equagao diferencial.
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Exemplos 4.4.

1. Determine a solucao geral da equacao diferencial gy’ = —1.
x
x d
gy’:—lgyy’:—xﬁy—y:—x:
x dx

y? z° 2k=¢c 2 2
/ydyz/—a:dx@;z—?—klf:)x +y =c

A solucao implicita da equacao é 22 +y* = ¢, com ¢ > 0 e z # 0.

Para y > 0 e x €]0, \/c[, a solugao explicita é y(x) = vc — a2.

2. Determine a solucdo particular da equacdo diferencial y?e” 4+ 13 = 0, que verifica a

condicdo inicial y(0) = 1.

/
y26x+y/:0g€x+%_

1
/—jdy:/exdm(:)——em—f—k, kel

)
Para determinar a solu¢ao particular que verifica y(0) = 1 faz-se na solugao geral
r=0ey=1.

%:eo%—k’(:)k:o

A solucao pretendida obtém-se substituindo & por 0 na solugao geral, ou seja y = e™*.

Problema de Misturas

Um contentor contém 20K g de sal dissolvidos em 5000/ de agua. Uma solucao de agua
salgada com 0.03K¢ de sal por litro entra no contentor a uma velocidade de 250/min. A
solugao é misturada completamente e sai do contentor & mesma velocidade. Que quantidade

de sal existe no contentor ao fim de meia hora?

Consideragoes iniciais:

e Considera-se para efeitos formulacao do problema que a mistura da agua que entra

com a que esta no contentor é feita instantaneamente.

e A concentragao inicial é de = 0.004Kg/I.

5000
e A quantidade méxima de sal que o contentor podera ter é de 5000 x 0.03 = 150K g.
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Notagao:
e y(t) - quantidade de sal em Kg.
e y(0) =20Kg.

e y/(t) =taxa de entrada - taxa de saida= F(t) — S(t) (medido em Kg/min)

E(t) = 0.03K g/l x 251/min = 0.75K g/min
trac locidad
concentragao velociaade

y(t) y(t)

o /(1) = B()— 5() = 5

Resolugao da Equacgao Diferencial
dy_l&'>0—y<:> I dy 1
dt 200 150 —y dt 200

¢
= [ — @t =2 (150 —y) = — R <
/150 ;W= /200 n( v=g5 T CE

In(150 — y)——%—c<:>150 y = e me ¢ B

[Quando ¢ é uma constante real, e~¢ & uma constante real positiva.|

150 — y = ke 20 < y = 150 — ke 20, k> 0

Falta determinar a solugao que verifica y(0) = 20.

y(0) =20 < 20 = 150 — k < k = 130

A solugiio é y(t) = 150 — 13030 e portanto
y(30) = 150 — 13030 ~ 38,1Kg.

140+
120t
100¢
80
60}

401

20

200 400 600 800 1000 1200 1400

t € [0,1440)] 1440min = 24h
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O grafico mostra a evolucao da quantidade de sal segundo este modelo, durante as

primeiras 24h. E facil verificar, analitica e graficamente, que tliin y(t) = 150, ou seja a
—+00

concentragao tende para 0.03Kg/I.

Equacgoes Diferenciais Lineares

As equagoes diferenciais lineares sao um tipo particular de equacoes diferenciais, geral-
mente mais faceis de resolver. Antes de vermos como se resolvem as equagoes lineares de
1* ordem, vamos definir equacoes diferenciais lineares e dar alguns exemplos. No que segue
y™ representa a derivada de ordem n de .

Uma equacao diferencial linear de ordem n é uma equacao diferencial que pode ser escrita

na seguinte forma:
an(2)y"™ + any (2)y" TV + -+ ar (@)Y + ao()y = flz),

onde ag(x), ay(z), -+, a,(z), f(x) sdo fungdes reais com a,(x) # 0. Supondo que a,(x)
nao se anula num determinado intervalo, podemos dividir toda a expressao por a,(x) e
considerar sempre a,(z) = 1.

Alguns exemplos de equacoes diferenciais lineares, e a respetiva ordem.

1.y +2y==x 1* ordem
2. y" + %y’ —y=sinx 3* ordem
3. xy" —y' =0 2% ordem
4. ny’qu:xQ{@y’qu—lzy:l 1* ordem

Uma equacao diferencial linear de primeira ordem é uma equacao que pode ser escrita

na forma
v +p(@)y = qlz),
onde p(z) e g(x) sao fungdes continuas num dado intervalo. Uma equagdo escrita nesta

forma diz-se escrita na forma canonica.

Se q(x) = 0, entao 3 + p(x)y = 0 é uma equagao de variaveis separaveis?, e portanto
/

y +pr)y=0 = % = —p(z) L2 ny = _/p(x) dr & y = e~ /@,

Motivado pela solugao deste caso particular, no caso geral vamos usar o fator integrante

w(x) = e/ P@dz U fator integrante ¢ uma funcéo que multiplicada pela equacio permite

2Uma equacdo diferencial pode ser simultaneamente de variaveis separaveis e linear de primeira ordem.
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transformé-la numa equacao de solugao conhecida, ou mais facilmente resolavel. O objetivo
de usar um fator integrante é semelhante ao que temos quando usamos uma mudanga de

variavel noutros contextos (limites, integragao, ...).

Solucao Geral das Equacgoes Lineares de Primeira Ordem
A partir da equagao escrita na forma canoénica y' + p(z)y = ¢(x), multiplica-se ambos os

membros da equagao pelo fator integrante pu(z) = el pl)de,

()

/ /
v +p@)y = q(z) = ple)y'+ ple)u(@) y = plx)q(z)
Depois de multiplicarmos pelo fator integrante, obtemos do lado esquerdo da equagao a

derivada do produto das fungoes y(x) e p(z).

T u@)y(@) = n(@)a(o) < pla)y(a) = [ p@)ata) do =

y = e Jr@)de </ e P47 g(1) d + c)

Deduzimos assim uma férmula resolvente para as equacoes lineares de 1* ordem. Apesar
disso, nos exemplos que apresentamos a seguir as equagoes diferenciais vao ser resolvidas

usando o fator integrante em cada caso.

Exemplo 4.5.
1. Determinar a solucao geral da equacao diferencial ¢/ + y = e®.

O fator integrante desta equagao é pu(z) = el 1l — o7,

d
y,+y:€x<=>€xy,—|—6xy:€2x<:>d—(ny):€2x<=>
X

2x
e’”y:/e%dx(:)y:e_”” (%+c) &

1
yzéem—l—ce’x, ceR

2. Determinar a solucao da equacao diferencial 2%y’ + xy = 1, para x > 0.

2./ / 1 1
rytry=ley+-y=—
X X

Inz

O fator integrante é pu(z) = e/ 2l — e — o
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(Para x < 0, o fator integrante seria —x. Esta diferenca de sinal ndo teria nenhuma

implicacao préatica.)

Multiplica-se ambos os membros da equagao pelo fator integrante.

1 1 1 d 1

Y+-y=S5Swty=- —(1y) = - &
x x x dx x
1 1 Inz ¢
xyz/—dx@y:—(lnx+c)<:>y:—+—, ceR
T x r

Note-se que nao existe nenhuma solucao desta equacao cujo o dominio contenha o

valor x = 0.

Problema de Misturas — segunda versao

Um contentor contém 20K g de sal dissolvidos em 5000/ de agua. Uma solucao de agua
salgada com 0.03K g de sal por litro entra no contentor a uma velocidade de 251/min. A
solugdo é misturada completamente e sai do contentor & velocidade de 501 /min.

A principal alteragao nesta versao em relagdo a anterior é que a velocidade de saida é

2000 — 200

50 — 25
minutos o tanque ficard vazio. A equacao resultante desta modelacao é uma equacao linear

superior a velocidade de entrada da agua. Isso resulta no facto de passados

de 1* ordem.

e y/(t) =taxa de entrada - taxa de saida= F(t) — S(t) (medido em Kg/min)
e E(t) =0.03Kg/l x 25l/min = 0.75K g/min

e s(t)= I 50— 20

T 5000—25¢ 0 200 —t

Resolugao da Equagao Diferencial

3 2y
r_ 2 t 2
V=1 q00—¢ "€ 0200
3 2y 2y 3
P9 _ o —
Y=17200- ¢ Y Ta00-1 1
1
O fator integrante é /’L(t) = ef ﬁdt — €*2ln(200*t) = m
4 2 = 3/4 =
(200 — 12 " 200 — 1)3Y = (200 — 1)?
1 —3/4

3
= — 29 - 9 N2
(200 — 1)2” S0 + ¢ € yt) = (200 — 1) +¢(200 - 1)

Falta determinar o valor de ¢ para achar a solugao particular pretendida.
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3 13
0) =20 < 20 = =200+ 200> < ¢ = ———
y(0) goote “= 1000

A solucao do problema é

3 13
= 2(200 — ) — ——(200 — t)?
y(t) 4( 00 —t) OOO( 00 —t)

Neste caso, como a quantidade de dgua é variavel, é interessante verificar qual a evolugao
da concentracao de sal na dgua ao longo tempo. A concentragao ao longo do tempo é dada

pela expressao

y(t) 3 13

= ———=—— 200 —t).

(t) 5000 — 25t 100 100000( )
40 0.03
0.025
30 0.02
20 0.015
0.01

10
0.005
=0 100 150 200 50 100 150 200
Evolugao da quantidade de sal. Evolucao da concentragao.

4.2 Equacoes Diferenciais como Modelos Matematicos

A matematica é a linguagem que usamos para descrever, compreender ou prever fendmenos
fisico-quimicos do mundo real, tendo as equagoes diferenciais um papel de relevo neste
processo.

A representacao ou descricao de leis naturais, fisicas ou de fenémenos do mundo real
usando conceitos matematicos é conhecida como Modelo Matemdtico. Ao longo do semestre
temos estudado varios modelos para exemplificar a utilizagao em contexto real dos conceitos
matemaéaticos que estudamos, mas neste capitulo a utilidade da modelacao matematica é
mais facilmente demonstrada, e por isso dedicamos esta seccao a estudar alguns modelos

em particular.

Vamos comegar por dois modelos que sao normalmente usados para estudar o crescimento
populacional: o modelo exponencial e o modelo logistico. O primeiro é um modelo mais
bésico e o segundo mais complexo.

Quando falamos de crescimento populacional, podemos falar do crescimento da popula-
¢ao de animais ou plantas num determinado espaco, ou de uma cultura de bactérias, por

exemplo. Estes modelos também podem ser usados para estudar a disseminacgao de doengas.
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Em ambos os casos, quanto mais fechado ao exterior o sistema for mais fidvel sera o modelo.
Os estudos reais sao feitos com modelos mais complexos, mas em muitas situacoes estes

modelos dao-nos alguma indicacao sobre a situacao real.

Modelo de Crescimento Exponencial
Neste modelo a populac¢do de uma comunidade (animais, vegetais, bactérias, ...) cresce

a uma taxa proporcional ao tamanho dessa mesma populagao.

Em termos matematicos, se y(t) é o nimero de individuos da populac¢do no instante ¢,

entdo ' (t) é a taxa de crescimento da popula¢ao nesse mesmo instante t.
O modelo de crescimento exponencial é descrito pela equacao

/

vy =ky, k#0.

Esta equacao é simultaneamente linear e de variadveis separaveis.
A solucao da equacao vy = ky é

y(t) =yoe™

onde yo = y(0) é a populagao inicial.

A equacao resolve-se da mesma maneira para valores de k positivos ou negativos, no

entanto o sinal da derivada y/(t) é diferente e portanto correspondem a situagoes distintas.

e k>0 — Modelos de crescimento exponencial.

e k<0~ Modelos de decarmento exponencial.

O modelo de crescimento exponencial é frequentemente bastante exato no inicio do
crescimento de uma populacao, mas torna-se desadequado & medida que o tempo passa,

por isso houve necessidade de criar modelos mais adaptados a evolugoes mais longas.

Modelo Logistico

Neste modelo a populagao cresce exponencialmente quando a populacao é pequena, e
tende a estabilizar quando a populacao se aproxima da chamada capacidade de suporte.
A capacidade de suporte é a populagao que o ambiente consegue sustentar a longo prazo.
No caso da disseminagao de certo tipo de doengas pode-se considerar como capacidade de
suporte o percentagem da populagao necessaria para se atingir a imunidade de grupo, altura
em que a doenca tenderd naturalmente a estabilizar. Na situagdo pandémica da Covidl9,
esse numero é obviamente muito alto e por isso foi necessario tomar medidas para susté-la

antes de atingir esse valor.
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Em termos matematicos, a equacao logistica é:
y/:ky<L_y)> k>07

onde L > 0 ¢ a capacidade de suporte.

A taxa de crescimento é proporcional ao produto do tamanho da populacao e da capa-

cidade que a populacao ainda tem para aumentar.

Solucao da Equagao Logistica

dy 1
=ky(L—y ——dy=kdt &
dt S g (L—y)
1
/—dy-/kdt@ / +—dy—/kdt(:>
(L—y) Y
L—y
In|ly| —In|L —y| =klt+c<1In =—klt—c&
)
L— L —
) —kLt g Y :Ce_kLt, C'::I:e_c#()
) Y
Temos assim que a solugao da equagao logistica é:
L
y = CoFil Sy = D1 onde D = e *' > (0 é uma constante real positiva.
p

L —yo

Yo
Nao é dificil verificar que neste modelo a populacao tende para o valor da capacidade de

Fazendo yo = y(0), a populagdo no instante inicial, obtemos que C' =

. L
Suporte, tli}’g; y( ) = tliglo m L, com k > 0.

e Se yo €]0, L[ a populagao vai aumentar.
e Se yp €|L, +00[ a populagao vai diminuir.

Teoricamente também é possivel considerar o modelo logistico com k < 0. Neste caso a

populacao tenderia para 0.

Exponencial vs Logistica

Os proximos graficos servam para comparar a evolucao de uma populagao de crescimento
exponencial e de crescimento logistico. Consideramos os mesmos valores iniciais para a
populagdo e para a taxa de crescimento, 100 em ambos casos (y'(0) = ky(0) e y'(0) =
k Ly(0), respetivamente). A taxa de crescimento considerada é propositadamente muito
alta para que sejam facilmente visiveis as diferencas entre os dois modelos

Do lado esquerdo vemos que nos instantes iniciais nao hé grandes diferencas entre as
duas curvas, mas do lado direito a diferenga entre os dois modelos ja é bem visivel, com o

modelo logistico a estabilizar enquanto o exponencial continua a crescer.

26



Equacdes Diferenciais

Yo =100 L =1000 k=1 (exponencial) kL =1 (logistica)

275
4000
250
225 3000
200
175 2000
150
1000
125
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 2 3 4 5
t € [0,1] t € 0,5]

A diferenga entre o crescimento duma pandemia, no seu inicio ou atingindo uma maior
percentagem da populagao, pode também ser observado nos graficos do nimero de casos de
Covid19 nos primeiros meses em Italia e no Mundo. Essencialmente, durante esse periodo a
pandemia cresceu a um ritmo quase exponencial em todo mundo, onde a proporg¢ao de casos
registados em relagao ao total da populagao era ainda bastante baixa. Em Italia depois de
um inicio onde a doenca era desconhecida, e cresceu naturalmente, a curva comegou a ser
achatada em virtude de medidas restritivas muito severas. Neste caso o modelo comportou-
se de modo semelhante ao da curva logistica, o que na nossa linguagem significa que a

capacidade de suporte do sistema foi drasticamente reduzida.

Cumulative confirmed COVID-19 cases

The number of confirmed cases is lower than the number of actual cases; the main reason for that is limited testing.

Cumulative confirmed COVID-19 cases

The number of confirmed cases is lower than the number of actual cases; the main reason for that s limited testing

‘World Italy
60 million

50 million 200,000

40 million 150,000

30 million
100,000

20 million

50,000
10 million

0 0
May 1, 2020 Jun 19 Aug 8 Sep 27 Nov 30, 2020 Mar 1,2020 Mar 21 Apr 10 Apr 30 May 20 Jun9 Jun 29 Aug 1, 2020

Source: Johns Hopkins University CSSE COVID-19 Data - Last updated 16 December, 11:00 (London time) ccBy Source: Johns Hopkins University CSSE COVID-19 Data ~ Last updated 16 December, 11:00 (London time) ccay

Logistica de Crescimento Negativo

Para que o estudo fique completo mostramos também o grafico de um fungao logistica

onde o valor inicial ¢ maior do que a capacidade de suporte, yo > L.
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Yo = 2000 L = 1000 kL =1

2000
1750
1500

1250

1000

750

500

250

Exercicio

Um estudante portador do virus da gripe regressa a um colégio com 1000 alunos. Supo-
nha que o colégio esta isolado e que o virus se propaga com uma taxa de variagao proporci-
onal nao apenas ao namero y de alunos ja infectados mas também ao nimero de alunos nao
infectados. Determine o nimero de alunos infectados apos 6 dias, sabendo que passados 4
dias eles sao ja 50.

Estamos nas condi¢oes no modelo logistico com L = 1000 e yo = 1. Da solugao da
equacgao logistica, sabemos que:

L — 1000 — 1
com C = Yo _

T ODf1 % =99

Y

Por outro lado, sabemos também que

1000 1000
N=50eill=————=99D'+1=— <
y(4) 999 D4 + 1 * 50
19 19\
D=~ o D=|(— .
999 (999)
Finalmente concluimos que
1000
y = :
999 (42)"* 41
e portanto
1000
y(6) = 276
999 (ge5)" +1

De seguida vamos descrever dois modelos préticos de aplicagao das equagoes diferenciais,
o modelo de desintegracao radioativa e a lei de arrefecimento de Newton. Em ambos os casos,

eles sao essencialmente modelos de decaimento exponencial.
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Desintegracao Radioativa e Datacao por Carbono
Neste modelo matematico, que descreve a desintegracao radioativa de uma dada subs-
tancia, é assumido que a taxa de desintegracao dos atomos é proporcional ao nimero de

atomos presentes em cada instante.

Em termos matemaéticos, se m(t) representa a massa da substancia radioativa no instante

t, entdo m'(t) é a taxa de (de)crescimento da massa nesse instante.

Este modelo de decaimento exponencial é descrito pela equacao

A solucao da equagao m' = km é

m(t) = mg et

onde my = m(0) é a massa inicial.

A constante k é usualmente determinada em termos da meia-vida do material, isto é o
tempo necessario para uma quantidade inicial dessa substancia, mg, por desintegracao se

reduzir a metade. Designemos por V' > 0 a meia-vida do material, logo

m(V) 1  meetV 1 In 2
==& =—&k=—+.
mo 2 mo 2 \%

Temos assim que a solucao da equacao m’ = km é

ant

m(t) =moe V' =mg2 v,

onde V é a meia-vida do material.

Exemplo 4.6. Um pedago de madeira foi encontrado com 1/500 da quantidade original de

Carbono 14. Determine a sua idade, sabendo que a meia-vida de Carbono 14 é 5600.

Pelos calculos que fizemos anteriormente, sabemos que:

m(t) = me 2 500 .

Queremos descobrir o valor de ¢ quando m(t) = £3.

Mo T o L — 9w e 500 = 25 o
—=1m _ = =
500 0 500
t
=e0g = 1082500 5 1 = 5600 x log, 500 ~ 50200

O pedaco de madeira tem aproximadamente 50200 anos.
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Lei de Arrefecimento de Newton
A lei do arrefecimento de Newton estabelece que a taxa a que um corpo arrefece é
proporcional & diferenca entre a temperatura do corpo e a temperatura do meio que circunda

o corpo, o chamado meio ambiente.

Em termos matematicos, se T'(t) representa a temperatura do corpo no instante ¢, entao
T'(t) ¢ a taxa de arrefecimento (ou de aquecimento, conforme o caso). Designamos por 7,

a temperatura do meio ambiente.
Este modelo é descrito pela equacao
T'=k(T—-1T,), k< 0assumindo que o corpo esté a arrefecer .

O modelo é de decaimento exponencial em relacao a T'— T,, e nao em relagao a variavel 7.

A solucao da equacao do arrefecimento é
T'=kT-T, < T=k &

T-T,

1
/T_TdT:/kdt@In(T—Ta):ktnLc, ceRT>T, &

T=T,+Ce* C>0.

Além disso, fazendo t = 0 obtemos C' = Ty — T, (Tp é a temperatura inicial) pelo que a
solugao da equacgao é
T(t) =T, + (Ty — T,)e".

Por exemplo, para determinar a hora de um 6bito usa-se Ty = 37°C.
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5 Algebra Linear

A Algebra Linear é uma area muito vasta da matematica da qual iremos estudar apenas
uma pequena parte. O nosso principal objetivo no estudo que vamos realizar é mostrar
como calcular a reta de regressao linear, e estudar outros problemas semelhantes. Para isso

vamos introduzir uma ferramenta que nos vai ser tutil para o fazer, as Matrizes.

5.1 Matrizes

Definicao 5.1. Uma matriz A do tipo m x n é um quadro que se obtém dispondo m x n

numeros reais em m linhas e n colunas.

@11 Q12 - Qin

Q21 Q22 - Q2p
A=

Am1 Am2  * - Amn

De forma abreviada, escrevemos A = [a;;]mxn, onde a;; denota o elemento (ou entrada

ou componente) genérico da matriz situado na linha i, coluna j de A.

e Se m = n (n°linhas=n°colunas), a matriz A diz-se quadrada de ordem n.
e Uma matriz do tipo 1 x n chama-se vetor linha.

e Uma matriz do tipo m x 1 chama-se vetor coluna.

Exemplos 5.2.

5
1 0 -2 1 101 1
A= B=1|o0 :[ ] - E:[302]
1 2 301 4
0
6

1. A matriz A é do tipo 2 x 2 (matriz quadrada).
2. A matriz B é do tipo 3 x 2.

3. A matriz C' é do tipo 2 x 3.

4. A matriz D é do tipo 4 x 1 (vetor coluna).

5. A matriz F é do tipo 1 x 3 (vetor linha).
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Matrizes Especiais

Existem algumas matrizes que desempenham um papel especial na aritmética de matri-
zes. Nomeadamente a matriz a nula e a matriz identidade que desempenham o papel de
elemento neutro para a adi¢ao e para a multiplicagao de matrizes, respetivamente, como

veremos mais i frente.

000 - 0
1. Matriz Nula Opxn = 000 0
(todas as entradas sao 0) :
000 - 0
o d 0 - 0
2. Matriz Diagonal 0 do 0
(matriz quadrada que tem zeros fora da D= :
diagonal principal '
gonal principal) 0 0 i
10 0
3. Matriz Identidade 1 0
(matriz diagonal com I, = :
dy=dy=---=d,=1 '
P ) 00 1

A matriz nula e a matriz identidade nao sao uma tnica matriz, mas sim uma familia de
matrizes. Para cada tipo de matrizes existe uma matriz nula, e para cada tipo de matriz

quadrada existe uma matriz identidade. (Uma matriz diagonal ¢ um caso ainda mais geral.)

De seguida vamos estudar as principais operagoes de matrizes. O nosso modelo serao
as operagoes com vetores, que nos vai servir da base para a definicao das operacoes com

matrizes.

Adicao de Matrizes
S6 é possivel somar matrizes do mesmo tipo. A soma de duas matrizes é feita somando

os elementos que estao na mesma posi¢ao, tal como é feito com vetores do mesmo “tamanho”.

Exemplo 5.3.
1 00 0 -1 -2
A=|-4 0 1 B=12 0 2
0 20 0o 1 1
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140 0-1 0-2 1 -1 -2
A+B=|-4+2 040 14+2|=|-2 0 3
0+0 241 0+1 0o 3 1

Multiplicagao por um Escalar
O produto de uma matriz por um escalar ¢ uma matriz do mesmo tipo da primeira, que
se obtém multiplicando todas as entradas pelo valor escalar. Mais uma vez, este caso é

idéntico ao que acontece quando multiplicamos um escalar por um vetor.

Exemplo 5.4.
1 00 2
O produto de 2 pela matriz A= -4 0 1| é amatriz24A= -8 0 2
0 20 0 4

Teorema 5.5. Sejam A, B e C matrizes do tipo m xn e a, 8 € R. Sao vdlidas as sequintes

propriedades.
1. A+ B = B+ A (comutatividade)
2. A+ (B+C)=(A+ B) + C (associatividade)

3. Eziste uma unica matriz 0 do tipo m X n tal que A+ 0 = A. (elemento neutro da

soma)

4. Para cada matriz A eziste uma unica matriz —A = (—1)A tal que A+ (—A) = 0.
(elemento simétrico)

5. a(BA) = (af)A (associatividade do produto por escalares)
6. (+ B)A = aA+ BA (distributividade)
7. a(A+ B) = aA+ aB (distributividade)

Nota. A diferenga entre duas matrizes do mesmo tipo pode definir-se & custa da adicao e
da multiplicagao por —1:
A—B:=A+(-1)B.

Antes de definirmos o produto de matrizes, vamos relembrar como se calcula o produto

escalar de vetores. O produto de matrizes de um vetor linha por um vetor coluna é uma
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matriz 1 X 1 em que a tnica entrada tem exatamente o valor do produto escalar desses dois

vetores.

Produto Escalar de Vetores

O produto escalar do vetor a = (ay,as,- - ,a,) pelo vetor b = (by, by, -+ ,by) €

<a,b>: albl+a262+-'~+anbn:Zaibi

Se considerarmos a como vetor linha, e b como vetor coluna, definimos o produto das

matrizes
by
by
a=la; as --- an] eb=| .
bn,

como sendo a matriz 1 X 1 em que a tnica entrada é o valor < a,b >.

ab= [a1b1 + CLng + -+ anbn] = [Z albl]

=1

Multiplicagao de uma Matriz por um Vetor Coluna

Sejam agora A uma matriz m xn; Ly, Lo, - -+ L,, as suas linhas e b um vetor coluna n x 1.

A multiplicacao da matriz A pelo vector coluna b é um vetor coluna do tipo m x 1, onde

o elemento na linha ¢ é o valor do produto interno da linha ¢, L;, pelo vetor b:

< Lyi,b>
<L2,b>
Ab = ‘
< Ly, b>

Exemplo 5.6.
2 4 =2 -1
A=14 9 -3 b=
-2 -3 7

2X (1) +4x2+(-2)x2 2
Ab=| 4x(-1)+9x2+(-3)x2 | =18
(—2) X (=1) 4 (=3) x 247 x 2 10
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Multiplicagao de Matrizes
Sejam agora A uma matriz m xn como anteriormente, B uma matriznxpe Cy, Cy,--- C,
as suas colunas. O produto AB é uma matriz m X p, onde o elemento na posi¢ao (i,7),

i.e. na linha ¢ e coluna j, é igual ao produto escalar da linha ¢ de A com a coluna j de B,
< L;, Cj >.

Se designarmos por a;; e por b;; os elementos na posicao (7, j) de A e B, respectivamente,
n

entao < Li, Cj >= Zaikbkj.
k=1

O produto de duas matrizes s6 esta definido quando o nimero de colunas da primeira matriz

é igual ao nimero de linhas da segunda.

1 2 3 3 2
Exemplo 5.7. Consideremos A= |4 5 6|,dotipo3x3,e B=|-5 1], dotipo 3x2.
78 9 8 0

Entao o produto de A por B esta definido e

1x34+2x(=5)+3x8 1x2+2x1+3x0 17 4
AB= [4x3+5x(=5)+6x8 4x24+5x14+6x0| = |35 13
TXx3+8x(=5)+9x8 Tx2+8x1+9x0 52 22

O produto BA nao esté definido, pois o numero de colunas de B é diferente do nimero

de linhas de A.

Teorema 5.8. Sejam A, B,C' e D matrizes, « € R. Sao vdlidas as sequintes igualdades

sempre que as multiplicacoes estiverem definidas.

1. A(BC) = (AB)C (associatividade)

2. A(B+C)=AB+ AC (distributividade a esquerda)
3. (B+C)D = BD + CD (distributividade a direita)
4. a(AB) = («¢A)B = A(aB)

5. Se A € uma matriz m X n, entao

Al, = A el,A=A. (elemento neutro)

Nem todas as propriedades das operagoes com niimeros reais sao validas para as opera-

¢oes com matrizes, em particular o produto de matrizes nao é comutativo.
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Matrizes Invertiveis

Definigao 5.9. Uma matriz quadrada A, de ordem n, é invertivel se existe uma matriz B
(quadrada de ordem n) tal que
AB =1, = BA.

Se existir, essa matriz é tnica, designa-se por inversa de A e denota-se por A~

Nem toda a matriz quadrada tem inversa, no entanto se uma matriz quadrada tiver

inversa de um dos lados, entao é invertivel. O préximo teorema diz exatamente isso.

Teorema 5.10. Seja A uma matriz quadrada.
1. Se B ¢ uma matriz quadrada tal que BA = I, entio B = A™!.

2. Se B ¢é uma matriz quadrada tal que AB = I, entdo B = A~1.

Matriz Invertivel de ordem 2

) a
Uma matriz A =
c

] ¢ invertivel se e s6 se ad — be # 0.

Neste caso a sua inversa é

Exemplo 5.11.
-1
520 1 3 -2 |3 -2
73 5x3-2x7|-7 5| |-7 5

Nota. Ao valor ad — be chama-se determinante da matriz A. O determinante para matrizes
quadradas de ordem superior também se pode definir, no entanto nao o faremos no nosso

curso.

Teorema 5.12. Sejam A e B matrizes invertiveis e o # 0.

1. A matriz AB € invertivel e (AB)™' = B~'A™!.
2. A matriz oA € invertivel e (@A) = AL
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Transposta de uma Matriz

Definicao 5.13. A transposta da matriz A é a matriz que resulta de A, escrevendo as linhas

como colunas (ou as colunas como linhas) pela mesma ordem. Esse matriz designa-se por

At

Se A for do tipo m X n, entdo a matriz transposta de A, A, é do tipo n x m.

1 5
1 2 3 4 2 6
Exemplo 5.14. A = Al =
5 6 7 8 3 7
4 8

Definigao 5.15. Uma matriz quadrada ¢ simétrica se A® = A.

Proposicao 5.16. Sejam A e B duas matrizes, o € R. Sao vdlidas as sequintes proprieda-
des:

1. (AY = A.

2. (A+ B)' = A"+ B'.

3. (aA) = aAl.

4. (AB)' = B'A".

5. Se a matriz A € invertivel, entio A € invertivel e (A")~1 = (A71)".

6. Se a A é invertivel e simétrica, entdo A~' também é simétrica.
Sistemas de Equacoes Lineares

Um sistema de equagoes lineares do tipo mxn, isto é com m equagoes e n incognitas, é

um conjunto de equagoes lineares da forma

p
1121 + A12T2 + - + ATy = b1
a21T1 + Q92T + * * + + Aop Ty = b2

)

L Am1T1 + AmaTo + -+ QppTn = bm

onde os valores a;; e b; sao constantes e as variaveis x; sao as incognitas do sistema.
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Forma Matricial
Usando o produto de matrizes, um sistema de equacoes lineares pode ser escrito como

uma equacao matricial

11 Q12 - Qip X1 by
Q21 Q22 -+ Q2p X2 by
Am1 Qm2 - Amn Tp bm

Ou seja, o sistema pode ser escrito na forma Ax = b, onde:

e a matriz A é uma matriz m x n, e é designada por matriz do sistema ou matriz dos
coeficientes;

e o vetor coluna x é uma matriz n x 1 e é o vector das incognitas;

e o vetor coluna b é uma matriz m x 1 e é o vector dos termos independentes.

O conhecimento da inversa de uma matriz, quando existe, permita resolver um sistema

de equacoes lineares através de uma simples multiplicacao de matrizes.

Teorema 5.17. Se A é uma matriz invertivel de ordem n, entao para cada vector b do tipo

n x 1, o sistema Ax = b tem uma e wma inica solugcdo, nomeadamente x = A~'b.
Mas nem todos os sistemas tém uma solugao tnica.

Definigao 5.18. Os sistemas lineares podem ser classificados como:
(i) impossiveis (os que ndo tém solugdes);
(ii) possiveis e determinados (tém uma tunica solugao);

(iii) possiveis e indeterminados (tém uma quantidade infinita de solugoes).

J& vimos uma maneira simples de resolver os sistemas possiveis e determinados quando
a matriz do sistema ¢é invertivel.

De seguida vamos ver como achar uma solucao para um sistema impossivel. Claro
que sendo um sistema impossivel nao tem solugao, o problema que vamos estudar a seguir
consiste em achar a melhor solucao possivel. Existem varias alternativas para definir o que é
a “melhor” solugao, na linguagem de fungdes o melhor é o minimo de uma funcao (de varias
variaveis). O método que vamos usar para determinar a melhor solu¢ao baseia-se na forma

matricial do sistema.
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5.2 Meétodo dos Minimos Quadrados

Sejam A uma matriz do tipo m X n e b um vector m x 1.
Se um sistema Ax = b for impossivel, nao existe nenhum vector = n x 1 que satisfaca
a igualdade Ax = b. No entanto, podemos procurar os vetores T que tornem minima a

distancia entre A7 e b, isto é, a norma ||AT — b||.

Definicao 5.19. Um vector T do tipo n x 1 é solugdo no sentido dos minimos quadrados

do sistema Ax = b se

|AZ — b|| = min{||Az — b|| : = é um vetor n x 1}.

Para determinar a solug¢ao no sentido dos minimos quadrados temos que achar o minimo
da funcao de n variaveis f(xy, -, z,) = ||[Ax —0b||, que é equivalente a determinar o minimo
da fungao g(z1, - ,z,) = ||[Az — b]|>. No entanto como ja foi dito anteriormente, vamos

usar a forma matricial do sistema para calcular essa solucao.

Teorema 5.20. Sejam A uma matriz do tipo m X n e b um vetor m x 1. Entao o sistema
Ax = b tem sempre solucao no sentido dos minimos quadrados.

O vetor T € solugcao no sentido dos minimos quadrados de Ax = b se e s se € solucao
do sistema (A'A)x = A'.

Se o sistema Ax = b é possivel, entao a solugao o sistema (A’A)x = A'b tem exatamente
a(s) mesma(s) solugao(oes).

Portanto, para calcularmos uma solugao no sentido dos minimos quadrados de Ax = b

apenas temos de resolver o sistema A'Az = A'h. Notemos que a matriz A'A é simétrica.

Definicao 5.21. O erro da solugao aproximada, no sentido dos minimos quadrados, é o

valor de ||AZ — b||, onde T é (um)a solugao no sentido dos minimos quadrados de Az = b.

1 5 3
Exemplo 5.22. Sejam A= | 2 —-2|eb= |2
-1 1 5

O sistema Ax = b é impossivel. Para achar a solucao no sentido dos minimos quadrados

resolvemos o sistema:

1 5 3
1 2 -1 1 2 -1
AtAsztb@L ) ] 2 -2 E:[ ] 2| &
—1 5



Algebra Linear

O erro desta solucao é

(1 5 13 3
[AZ —b|| = | 2 -2 [8/15]— 2| =
- 1
3 3 [0
I 1=2/5] = [2] 1=l |=12/5] || = v/(12/5)% + (24/5)2 ~ 5.36
1/5 5 | —24/5

Isto significa que o minimo da fungao
g(z1,70) = ||Ax — b|]? = (21 + 59 — 3)* + (221 — 2w — 2)® + (=21 + 22 — 5)? € atingido
quando x; = 1/3 e xy = 8/15.

H& varios problemas em que o objectivo passa pelo determinacao de uma funcao
y = f(z) que se ajuste a um conjunto de dados experimentais da melhor maneira pos-
sivel. Normalmente pretende-se que o grafico da funcao seja tao simples quanto possivel,
como uma reta ou uma parabola.

Vamos comecar por estudar como se calcula a reta de regressao linear.

Regressao Linear
Queremos determinar a recta y = mx + b que melhor se ajusta a um conjunto de pontos

do plano: (x1,y1); (T2, y2); -+ 5 (Tn, Yn)-

Substituindo os valores dos pontos na equacao da reta, obtemos um sistema linear com

n equagoes (uma por cada ponto) e duas incognitas, m e b.

mx,+b = rp 1 (1
mxs+b = r2 1| |m
: SR e B e b
SR :
Se os pontos (1, y1); (T2,Y2); -+ - ; (Tn, Yn) ndo forem colineares (ou estiverem sobre uma

reta vertical), o sistema é impossivel. Neste caso podemos procurar a reta que melhor se

aproxima dos pontos no sentido dos minimos quadrados.
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Exemplo 5.23. Determinemos a reta y = max + b que melhor se ajusta, no sentido dos

minimos quadrados, aos pontos (1,2),(2,2) e (3,4).

m4b = 2 11 9
2m+b:2(:)21[7;;]=2
Im+b = 4 3 1 4

O sistema é impossivel. A soluc¢ao no sentido dos minimos quadrados é a solucao do

| AR 1 B R

Resolvendo o sistema obtém-se que m = 1 e b = 2/3, e portanto a reta que melhor se

sistema

ajusta, no sentido dos minimos quadrados, aos pontos dados tem equagdo y = = + 2/3.

Erro na Regressao Linear
O calculo do erro faz-se, como no caso geral, calculando a norma da diferenca entre os

valores estimados e os valores reais, ou seja o erro é

Y1 mz; +b
H Yo maxo+b ||
Yn mT, +b

onde m e b sao os valores obtidos na solugao no sentido dos minimos quadrados.

No exemplo anterior, o erro é

2 1+2/3
12| — [2+2/3] || = vV6/3 ~0.82
4 3+2/3

Graficamente, o erro é a norma do vetor em que as coordenadas sao o modulo da diferenca
entre a ordenada de cada ponto (z;,y;) e a ordenada do ponto com a mesma abscissa da

reta de regressao linear, |y; — (mx; + b)|.

Nota. A reta y = mx+b serve para estimar o valor de y em funcao de x, mas nao o contrario
uma vez que o erro ¢ medido na variavel y.
Para estimar o valor de = em fung¢ao de y é preciso calcular a reta x = ny + a, que s6

por coincidéncia sera a mesma.
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2 2
= =
> >

LA w
L= o -

T T T T T T T = T T T T T

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

x x
Erro medido na variavel y. Erro medido na variavel x.

Regressao Quadratica
O ajuste de uma curva a um conjunto de pontos nao precisa de ser feito por uma
reta. Podemos, por exemplo, usar uma parébola de equacao y = az? + bx + ¢ (regressao

quadréatica). Neste caso as incognitas que é preciso determinar séo a, b, e c.

Exemplo 5.24. Determinar a parabola y = az? + bz + ¢ que melhor se ajusta, no sentido
dos minimos quadrados, ao conjunto de pontos {(0,0),(1,1),(2,3),(—1,—1)}. Vamos ter
um sistema com 4 equagoes e 3 incognitas, substituindo na equacao da parabola x e y pela

ordenada e pela abscissa de cada um dos pontos para obter as quatro equagoes.

a 02+ b0+ ¢ = 0 c =0 0 0 1 0
a
al?+ bl+ ¢ = 1 a+b+c = 1 1 1 1
& & b| =
a2+ b2+ ¢ = 3 4da+2b+c = 3 4 2 1 3
c
a(=1*+ b(-1)+ ¢ = —1 a—b+c = -1 1 -1 1 1
A solugao no sentido dos minimos quadrados deste sistema é a solucao do sistema:
0 0 1 0
014 1 L1 1 a 014 1 ) 18 8 6| |a 12
01 2 —1 bl =10 1 2 -1 & [8 6 2 [b] =18
4 2 1 3
111 1 c 111 1 6 2 4| |c 3
1 -1 1 -1
Resolvendo o sistema obtém-se que a = %n b = 3—(1) ec = —2—30, portanto a parabola
que melhor se ajusta, no sentido dos minimos quadrados, aos pontos dados tem equacao
B 2 2lx 3
4 20 20
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