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Definicao Sejam (X,Tx) e (Y,Ty) dois espagos topoldgicos. Uma fungao f : (X,Tx) — (Y, Ty)
é sequencialmente continua se sempre que uma sucessao (Zn)pen converge para x em (X,Tx), entao
(f(n))nen converge para f(z) em (Y, Ty).

1. Considere a funcao f : (X,Tx) — (Y,Ty) entre espacos topoldgicos. Mostre que se (X,Tx) é um
espaco de Fréchet e f é sequencialmente continua, entao f é continua.

[Recorde que f é continua sse para todo o A C X, f(A) C f(A)]

Nota: A implicacdo contraria verifica-se sempre.

2. Considere R munido da topologia co-numeravel
T:={ACR: R\ A é numerdvel ou A = (0}

(a) i. Mostre que se (zy,), — x, entdo IpVn > p z, = .
ii. Verifique que (R, T) nao é de Fréchet.
iii. Dé um exemplo de uma funcao f : (R,T) — (Y, Ty) sequencialmente continua, mas nao
continua.
(b) Mostre que (R, T) nao é um espaco separado, apesar de cada sucessao ter no maximo um limite.

Nota: A implicacdo contraria é verdadeira.
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Sejam (X, d1) e (Y, d2) espagos métricos nao vazios. Consideremos em X x Y a métrica

d:( X xY)x(XxY) — R
((x7y)a (xlay/)) — max{dl(x7x/)vd2(yay/)}

1. Prove que px : (X x Y,d) — (X,d;) é uma aplicagdo uniformemente continua.
2. Mostre que a topologia induzida em X X Y por d é a topologia produto.

3. Mostre que uma sucessao ((Zn,Yn))neny em X X Y converge para (z,y) se e s6 se (,)nen converge
para z em (X, d1) e (yn)nen converge para y em (Y, ds).

4. Prove que o espago métrico (X x Y, d) é completo se e s6 se (X, dy) e (Y, dy) sdo espagos completos.

5. Mostre que se as métricas d; e dz sdao induzidas por normas, entao d também ¢é induzida por uma
norma.

Nota: O Exercicio 2 nao é obrigatério, desde que o seu resultado nao seja utilizado nos outros exercicios,
nomeadamente no Exercicio 3.

[Os restantes trabalhos de casa foram retirados das folhas de exercicios.]
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1. Uma funcao f : (X,Tx) — (Y,Ty) é continua se e s6 se para todo o subconjunto A de X se tem

2.

F(A) C f(A).
Seja y € f(A). Isto significa que existe x € A tal que f(x) = y. Como X é um espago de Fréchet,

existe uma sucessao (zy )neny em X tal que (zy,)neny — @. Por hipétese f é sequencialmente continua,

e portanto (f(xn))nen — f(x) = y. Ou seja y é o limite de uma sucessdo em f(A), o que implica
que y € f(A).

(a)

i.

ii.

iii.

Seja (Tpn)neny uma sucessao que converge para x em (R, T). Consideremos o conjunto
A:={zy, : n € Neux, # z}. Como A é numeravel, R\ A é aberto e portanto é uma
vizinhanga de x, uma vez que x € R\ A. Da defini¢ao de convergéncia, vem que

Ipvn>pr, e R\A & pVn>pr, ¢ A & Ip¥n>pa, =x.

Sejam A C R e (zp,)neny uma sucessao em A. Se (z,)nen converge para x, entdo, pela
alinea anterior, z é um elemento da sucessao e portanto x € A. Se (R, T) for um espago de
Fréchet, entdo A = A. Mas em (R, T), se A é um conjunto nao numeravel de R, A = R.
Temos assim que por exemplo para A = [0,1], A = R, mas nao existe nenhuma sucessao
em A que converge para x ¢ A.

Sejam (Y, Ty') um espago topoldgico qualquer, f: (R,T) — (Y, Ty) e (z)nen uma sucessao
que converge para x. Tem-se entao que

IpVn > pr, =x = Ip¥n >p f(z,) = f(z).

E assim claro que (f(zn))nen converge para f(z). Ou seja qualquer funcdo de dominio
(R,T) é sequencialmente continua.

Basta encontrar uma funcao f de dominio (R,T) que ndo seja continua. Por exemplo
para (Y, Ty) := (R, P(R)) [topologia discreta] a fungao identidade, f(z) = z, de (R,7) em
(R,P(R)) nao é continua, mas é sequencialmente continua.

(b) Queremos mostrar que

(Fz,yeR, x#y) VA, BeT)x € A,yec B=ANDB #0).

De facto se A e B sao abertos diferentes do vazio, entio A =R\ N e B=R\ P, com N e P
conjuntos numerdveis. E assim imediato que AN B = R \ (N U P) é o complementar de um

conjunto numeravel e portanto é diferente do vazio.



