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Introducao

Topologists not only employed the Aziom [of Choice]
with ease but often took it for granted. None exhib-
ited the qualms of conscience which affected van der
Waerden in Algebra — despite the fact several of the
topologists were students of Luzin, an ardent construc-
tivist. Perhaps topologists sensed that it was inap-
propriate, when engaged in so abstract an enterprise,
to insist on constructive methods. Perhaps the en-
chanting landscape of abstraction and generalization
freed them from any lingering constructivist scruples.
Whatever the reason, they did not seriously entertain
the question of what general topology might become in
the absence of the Aziom. Like so many mathemati-
cians before and afterward, the use of arbitrary choices
became a second nature to them — if not, indeed, a re-

flex.
Gregory H. Moore [36, p.242]

O Azioma da FEscolha é certamente um dos assuntos mais discutidos da
Historia da Matemética. Ele foi formalmente introduzido por E. Zermelo [48]
em 1904 para provar o Principio da Boa Ordenagao de Cantor [5].

Até essa data, o Axioma da Escolha era implicitamente usado na demons-
tracao de varios outros resultados. Mesmo propriedades elementares dos ntimeros
reais, ja conhecidas na altura, nao dispensam o uso de alguma forma de escolha.

Propriedades deste tipo vao ser objecto da nossa atencao no segundo capitulo
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deste trabalho.

Depois de muitas discussoes, sobre o seu novo axioma e a sua prova do Princi-
pio da Boa Ordenacao, Zermelo fez uma primeira tentativa para axiomatizar a
Teoria dos Conjuntos [49, 50] e incluiu o Axioma da Escolha. Como o Axioma
da Escolha nao é universalmente aceite, sao consideradas duas versoes dessa
teoria, uma com e outra sem o Axioma da Escolha. Devido aos melhoramentos
introduzidos, especialmente, por A. Fraenkel esta teoria é chamada Teoria dos
Conjuntos de Zermelo-Fraenkel e é denotada por ZF, sem o Axioma da Escolha,
e por ZFC, com o Axioma da Escolha. Existem véarias axiomatizagoes de ZF,
mas para os nossos objectivos as suas diferengas nao sao importantes. Sendo
mais especifico, vou usar a axiomatizagao de T. J. Jech [31, p.35]. Apenas com
pequenas modificagoes dos axiomas, é possivel permitir a existéncia de atomos
nesta teoria. A Teoria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel com dtomos, sem o
Axioma da Escolha, é denotada por ZFA. Aqui vamos trabalhar em ZF, sendo
em geral os resultados também validos em ZFA.

Hoje em dia, o Axioma da Escolha é usado sem hesitagdo em areas como
a Algebra, a Analise, a Logica, a Teoria dos Conjuntos e a Topologia. E alias
conhecido que muitos resultados da Analise Classica sao baseados no Azxioma
da Escolha Dependente, e que muitos resultados da Algebra dependem do uso
sistematico do Teorema do Ideal Booleano Primo. Estes dois principios sao
propriamente mais fracos do que o Axioma da Escolha.

Devido a sua relacao préxima com a Teoria dos Conjuntos, a Topologia
foi sempre uma area muito afectada pelo uso do Axioma da Escolha. Ainda
que actualmente ninguém questione a legitimidade do seu uso em Topologia, é
interessante investigar quais as demonstracoes em que algum principio de escolha
é usado e quais os teoremas que nao podem ser provados sem o auxilio de um
destes principios.

Desde que F. Hausdorff introduziu a nocado de espago topologico que os
topologistas usam livremente o Axioma da Escolha. Anos antes, M. Fréchet
trabalhou com espagos definidos por sucessoes e, ainda que por vezes implici-

tamente, usou frequentemente o Axioma da Escolha Dependente. Seguindo

iv



Introducdo

indirectamente os seus passos, o quarto capitulo deste texto é dedicado & in-
vestigacao do papel do Axioma da Escolha na definicao de certas classes de
espagos topologicos através de limites. Tal como Fréchet, também Hausdorff,
e depois deles outros como W. Sierpiniski, K. Kuratowski, P. Alexandroff ou P.
Urysohn, usou sem restricdes o Axioma para obter os primeiros resultados so-
bre espacos métricos e topologicos. Muitos dos resultados inicialmente provados
por estes Matematicos necessitam apenas do Azioma da Escolha Numerdvel, em
particular resultados envolvendo espagos separaveis, de Lindel6f e que verificam
o Segundo Axioma da Numerabilidade. Apenas bastante mais tarde (com ex-
cepgao de Sierpinski [41, 42]), o tipo de escolha envolvido em resultados deste
género se tornou objecto de estudo (e.g. [15, 2, 33]). Esses problemas serdo

analisados na Seccao 3.1.

Provavelmente o teorema de Topologia Geral cuja equivaléncia ao Axioma da
Escolha é mais conhecida é o Teorema da Compacidade de Tychonoff [45]. Esta
equivaléncia foi provada por J. L. Kelley [32] em 1950 e representa o comego
do estudo, de uma forma sistemética, da influéncia do Axioma da Escolha em
Topologia. De facto, o que A. Tychonoff provou foi que o produto de um qual-
quer nimero de cdpias do intervalo fechado [0,1] € compacto, ainda que a sua
demonstracio possa ser usada no caso geral. E interessante realcar que o resul-
tado original de Tychonoff é equivalente ao Teorema do Ideal Booleano Primo
(38, 37]), que, como j4 foi dito, é estritamente mais fraco do que o Axioma da
Escolha.

Na primeira metade do século passado, alguns matematicos identificaram
o uso do Axioma da Escolha, ou algum dos seus derivados, na demonstragao
de varios resultados, principalmente em Teoria dos Conjuntos. No entanto, eles
nao tinham nenhuma ferramenta que lhes permitisse provar que esses resultados
nao eram demonstraveis em ZF. Este problema foi parcialmente resolvido pelo
método de Fraenkel-Mostowski para gerar modelos de ZFA e satisfatoriamente
solucionado em 1963 por P. J. Cohen [7], que criou o método “forcing” para
construir modelos de ZF. Este método tornou possivel investigar, em ZF, as

relagoes entre diferentes principios de escolha. Estas novas possibilidades susci-
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taram o interesse em descobrir qual a exacta “quantidade” de escolha necessaria
e suficiente para provar determinado resultado topolégico.

As provas de independéncia que estao nesta dissertacdo sdo baseadas em
propriedades conhecidas de diferentes modelos de ZF. A maioria desses modelos
e as suas propriedades estao descritas no livro Consequences of the Axiom of
Choice [28] de P. Howard e J. E. Rubin e na respectiva versdo em linha [29].
(Esta ultima tem sido actualizada e facilita a pesquisa do leitor.)

O objectivo deste trabalho é investigar o papel que os principios de escolha
desempenham na demonstracao de diversos resultados topolégicos. Em particu-
lar, tenta-se encontrar para cada teorema de Topologia estudado um principio
de escolha equivalente.

Grande parte da investigacao aqui produzida esté relacionada com conceitos
numerdvets. Entre outras sao estudadas as classes de espagos: separaveis, de
Lindeldf, sequencialmente compactos, que verificam o Primeiro (resp. Segundo)
Axioma da Numerabilidade, de Fréchet-Urysohn e sequenciais. Por esse motivo,
o Axioma da Escolha Numeravel é na maioria das vezes suficiente para provar

os resultados de ZFC que analisamos.

A partir deste ponto passamos a apresentar mais detalhadamente os assuntos
abordados neste trabalho.

No primeiro capitulo sao introduzidos conceitos e resultados, tanto de Teoria
dos Conjuntos como de Topologia, que serao utilizados nos capitulos posteriores.
Isto é necessario (inclusive para conceitos muito usuais) porque alguns conceitos
topologicos podem ser descritos de diferentes maneiras, equivalentes em ZFC,
mas que frequentemente nao sao equivalentes em ZF. Também sao apresentados
resultados topologicos habituais que ainda sao vélidos em ZF, assim como dife-
rentes caracterizagoes do mesmo principio de escolha.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo de propriedades topolégicas dos
numeros reais. Nele é mostrado que diversas propriedades usuais dos reais
dependem de alguma forma de escolha. O capitulo esta dividido em duas partes.

Na primeira mostra-se que R é um espago de Fréchet-Urysohn se e s6 se 0 Axioma
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da Escolha Numeravel é valido para familias de subconjuntos dos reais, e que
estas duas condigoes sao equivalentes a alguns outros resultados topologicos
sobre os numeros reais. Na segunda parte é investigada a questao de saber
quando é que R é um espaco sequencial. Entre outras coisas, mostra-se que
existem modelos de ZF onde R é um espacgo sequencial, mas nao é um espaco
de Fréchet-Urysohn.

O terceiro capitulo é intitulado Propriedades Numerdveis e nele sao estuda-
dos os espagos separaveis, de Lindel6f e que verificam o Segundo Axioma da
Numerabilidade. Na primeira das suas quatro seccoes é estudada a equivalén-
cia entre estas trés propriedades para espacos métricos. Na segunda mostra-se
que uma caracterizagao usual dos espacos que verificam o Segundo Axioma da
Numerabilidade nao é valida em ZF. Nas duas tltimas secgoes a atengao esté
centrada na estabilidade destas propriedades para a formagao de produtos (nu-
meraveis).

No quarto capitulo sao investigadas, mais em detalhe, propriedades rela-
cionadas com limites, tanto de sucessoes como de ultrafiltros. Na primeira
secgao sao generalizados, nomeadamente para a classe dos espagos que verifi-
cam o Primeiro Axioma da Numerabilidade, alguns dos resultados sobre espagos
de Fréchet-Urysohn e sequenciais que ja haviam sido estudados para R no se-
gundo capitulo. Na terceira seccao é feito um estudo paralelo a este para os
espagos que podem ser caracterizados através dos limites de ultrafiltros (que em
ZFC sao todos). Na segunda seccio sdo averiguadas as relagoes existentes entre
as nogoes de espago compacto, sequencialmente compacto e numeravelmente
compacto.

No quinto capitulo investiga-se em que condicoes é que todo o espagco métrico
tem um completamento unico. Ir-se-a ver que essas condigoes dependem muito
das definigoes de completude e de densidade que usarmos. Na terceira secgao sao
apresentados alguns resultados sobre produtos de espacos métricos e de espagos
métricos completos.

No sexto e taltimo capitulo compararam-se varias defini¢oes e caracterizagoes

do Primeiro Axioma da Numerabilidade. Sao fornecidas diferentes caracteriza-
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¢oes do Primeiro Axioma da Numerabilidade em ZFC, que estao divididas em
dois grupos. Em ZF, as trés primeiras tentam reproduzir a ideia original na
defini¢gdo do Primeiro Axioma da Numerabilidade, e qualquer uma delas pode
ser considerada uma defini¢cao; enquanto que as outras caracterizacoes nao sao
desejaveis como definicao, devido a sua complexidade. Vamos estudar em que
condigoes é que sao equivalentes as caracterizagoes que estao naturalmente rela-
cionadas, e averiguar quando é que alguns espacos topologicos especificos as
satisfazem. De entre estes, uma vez mais é dada particular atencao ao espago

topologico dos nimeros reais.
Os trés ultimos capitulos deste trabalho, com excepcao das Secgoes 4.2 e 5.3,

assim como as Secgoes 2.2, 3.2 e 3.3 sao consideradas originais. Os casos em

que esta regra nao se aplica sao referidos nos locais apropriados.

viii



Capitulo 1

Definicoes e resultados
auxiliares

No primeiro capitulo deste trabalho sao apresentados resultados e definigoes
de conceitos que serao usados durante os outros capitulos.

Em geral os resultados sao bastante conhecidos e por isso a sua demons-
tragao é omitida. Existem no entanto casos em que os resultados, por serem
adaptagoes ou generalizacoes de outros resultados, nao estao referenciados e é
por isso apresentada uma demonstracao. Resultados de especial importancia no

decurso do trabalho sdo também demonstrados.

1.1 Teoria dos Conjuntos

Como seria obrigatoério, o corpo do trabalho comeca com as definigoes de
fungao de escolha e do Axioma da Escolha.

Sao apresentados de seguida alguns equivalentes conjuntivistas do Axioma da
Escolha. Realce-se que essas equivaléncias nem sempre foram evidentes. Nestes
casos, o tempo tornou para nos 6bvios resultados que para os nossos antecessores
do inicio do século passado foram motivo de grande discussao.

Nas defini¢oes deste trabalho optou-se por usar a palavra familia em detri-



1.1 Teoria dos Conjuntos

mento da palavra conjunto. Essa opgao é deliberada e é feita com a intengao de
melhorar a compreensao do texto, ainda que por vezes exista um certo abuso
de linguagem ao denominar por familia o conjunto dos seus elementos.

A opcao pelo uso de familias é ainda justificada pela existéncia de véarios

resultados e formulagoes que envolvem produtos cartesianos.

Definicao 1.1.1 A uma funcdo f, com dominio F, tal que a imagem de cada
A € F é um elemento de A, i.e. f(A) € A, chama-se fun¢io de escolha, ou

apenas escolha, na familia F.

Definicao 1.1.2 (Axioma da Escolha) Toda a familia cujos elementos sao

nao vazios admite uma funcao de escolha.

Devido ao facto de se chamar produto cartesiano da familia F ao conjunto
[1J constituido pelas fungoes de escolha em F, o Axioma da Escolha é por vezes
enunciado da seguinte forma: E ndo vazio o produto cartesiano duma famdlia

de conjuntos nao vazios.

A definigao aqui apresentada é a que foi inicialmente utilizada por E. Zer-
melo. Mais tarde, B. Russel introduziu um axioma, a que se convencionou
chamar Axioma Multiplicativo, que pensou ser mais “fraco” do que o Axioma
da Escolha, mas que lhe é equivalente.

O Axioma Multiplicativo deve o seu nome & utilizagdo que Russel fez dele,

usando-o para definir produtos (e somas) arbitrarios de cardinais.

Definicao 1.1.3 (Axioma Multiplicativo) Para todo o conjunto C cujo os
elementos sao disjuntos e nao vazios, existe um conjunto A tal que, para todo o

C e, ANC contém um e apenas um elemento.

Estes dois axiomas podem ser encarados como duas versoes do mesmo axioma,

pelo que daqui em diante Axioma da Escolha (AC)! designa ambos os axiomas.

1 As abreviaturas dos principios de escolha definidos nesta seccdo sao retiradas da Lingua
Inglesa. Esta opg¢ao tem o intuito de uniformizar a notagado com a existente na literatura.
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Definigao 1.1.4 (Principio da Boa Ordenacgao) Todo o conjunto admite

uma relacdo de boa ordem.

Apesar de nao ser tdo aparente como no caso anterior, é também claro
que o Principio da Boa Ordenagao é equivalente ao Axioma da Escolha. Uma

demonstragao deste facto pode ser vista em [31, p.10].

Definicao 1.1.5 (Axioma da Escolha Mailtipla — MC) Para toda a fami-
lia & de conjuntos nao vazios, existe uma fungao f tal que, para todo o X € F,
0 # f(X)C X e f(X) é finito.

Teorema 1.1.6 ([31, p.133]) Em ZF, o Azioma da Escolha é equivalente ao
Axioma da Escolha Multipla.

Neste caso a axiomética considerada é ainda mais importante do que nos
outros casos, pois numa axiomética que permita a existéncia de dtomos este
teorema nao é valido, i.e. existem modelos de ZFA em que o Axioma da Escolha
Multipla se verifica e o Axioma da Escolha nao (Segundo Modelo de Fraenkel —
N2 em [28]). Para mais detalhes, ver [34] ou [31, p.135].

Ao longo deste trabalho vai ser de grande utilidade a caracterizagao do
Axioma da Escolha Multipla feita por A. Levy, principalmente pelas genera-
lizagoes que se podem estabelecer para outras formas de escolha miltipla. Esta

caracterizagao esta em paralelo com o Principio da Boa Ordenacao.

Proposicao 1.1.7 ([34]) O Azioma da Escolha Multipla verifica-se se e sé se

todo o conjunto pode ser escrito como unido bem-ordenada de conjuntos finitos.

Em vérias ocasioes é feito uso do Axioma da Escolha de uma forma parcial,
ou seja a demonstragao de determinado resultado utiliza, directa ou indirecta-
mente, um principio de escolha mais fraco do que o proprio Axioma. Vamos
comegar por definir principios cujo enunciado envolve a existéncia explicita de

uma funcao de escolha.

Definicdo 1.1.8 (Axioma da Escolha Numeravel — CC) Toda a familia

numeravel de conjuntos nao vazios admite uma funcao de escolha.
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Tal como no caso do Axioma da Escolha, este axioma é também frequente-
mente definido de maneira alternativa dizendo que: O produto numerdvel de

conjuntos nao vazios nao € vazio.

Devemos destacar neste ponto que estd em aberto saber se em ZF a escolha
numeravel é equivalente a escolha numeravel multipla — CMC (define-se de

maneira andloga ao Axioma da Escolha Multipla).
Definigoes 1.1.9

(a) CC(R) diz que o Axioma da Escolha Numeravel se verifica para familias

de conjuntos de ntmeros reais.

(b) AC(R) diz que o Axioma da Escolha se verifica para familias de conjuntos

de nimeros reais.

(¢) CC(a) diz que o Axioma da Escolha Numeravel se verifica para familias

de conjuntos com cardinal inferior ou igual a «.

(d) CC(fin) diz que o Axioma da Escolha Numeréavel se verifica para familias

de conjuntos finitos.

Note-se que CC(R) e CC(2%°) nio sdo equivalentes, uma vez que CC(R) ¢é
uma escolha numeréavel para familias cuja unido tem cardinal inferior ou igual
a 2% = |R|, e ndo apenas cada um dos elementos da familia.

Formas do tipo AC(a)) ou MC(«) serao utilizadas com um significado simi-
lar ao de CC(«). Elas néo serfio, no entanto, tao frequentes como esta.

O Axioma da Escolha Numeravel assume um papel central neste trabalho,
visto estar presente numa grande parte dos resultados. A préxima proposi¢ao
permite simplificar a demonstracao de muitos desses resultados. Devido a sua

importancia, ela vai ser demonstrada.
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Proposicao 1.1.10 ([13, p.76], [23]) As condigdes sequintes sao equivalentes a
CC (respectivamente CC(R)):

(i) toda a familia numerdvel de conjuntos (resp. subconjuntos de R) nao

vazios tem uma subfamilia infinita que admite uma funcdo de escolha;

(ii) para toda a familia numerdvel (X, )nen de conjuntos (resp. subconjuntos
de R) nao vazios, existe uma sucessio que toma valores em X, para um

numero infinito de valores de n.

Demonstra¢ao: CC=-(i)=(ii) Imediato. Mostremos entdo que (ii)=CC.

Seja (Xp,)n uma familia numeravel de conjuntos nao vazios. Para cada n
definimos Y, := []_, X;. Temos entdo que (Y,), ¢ uma familia numeravel
de conjuntos (disjuntos) ndo vazios. Por (ii), sabemos que existe uma
sucessdo (x)r que toma valores num ndmero infinito de Y,’s. Uma vez
que os conjuntos Y, sdo disjuntos, podemos definir s(k) := n se z € Y, e
#(n) := min{k € N : s(k) > n}. As n-projecgoes de todos 0s z4(,) induzem a
fungao escolha necessaria.

Para o caso dos subconjuntos de R a prova é idéntica. Para tal, basta notar
que [R| = [ JR"|. .
n

Em [25] foi introduzida uma forma de escolha que corresponde a uma ge-
neralizagdo do Axioma da Escolha Multipla. Por esse motivo, a notagdao que

iremos usar esté ligada & que foi usada para o Axioma da Escolha Multipla.

Definic¢ao 1.1.11 (MC,,) Para toda a familia ¥ de conjuntos nao vazios, existe
uma fungdo f tal que, para todo o X € F, § # f(X) C X e f(X) é numeréavel.

Definicoes 1.1.12

(a) MC,(R) diz que MC,, se verifica para familias de conjuntos de ntimeros

reais.

(b) CMC,(R) diz que MC,(R) se verifica para familias numeraveis.
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Vamos ainda considerar uma forma de escolha “multipla” que designamos
por CMCyo(R) e que ¢ CMC,,(R) substituindo a escolha de um conjunto

numeravel por um bem-ordenavel.

A caracterizacao de Levy do Axioma da Escolha Multipla pode ser adaptada
para os casos de MC,, e MC, (R).

Proposicao 1.1.13

(a) ([26]) Todo o conjunto pode ser escrito como uniago bem-ordenada de con-

juntos numerdveis se e sé se MC,, se verifica.

(b) ([16]) R pode ser escrito como unido bem-ordenada de conjuntos numerdveis
se e sd se MC,(R) se wverifica.

Demonstrag¢ao: A demonstracao de (b) d4 uma ideia clara de como funciona a
demonstracao de (a), pelo que s6 exibiremos uma prova para (b).

Seja R a unido bem-ordenada de conjuntos numeraveis, i.e. R = (J;c; 4i,
com cada A; numeravel e com (/,<) um conjunto bem-ordenado. Para cada
subconjunto X de R, X = J,;.;(A;NX), definamos s := min{i € I : A;NX # 0}.
O conjunto Ag N X é um subconjunto numeravel de X. Este processo fornece a
fungao procurada.

Para provar a outra implicacao, consideremos a funcao f no conjunto de
todos os subconjuntos nao vazios de R que a cada X faz corresponder um
subconjunto numerével e nao vazio de X. Através de um processo iterativo,

chega-se ao resultado pretendido. ]

Como ficou patente na demonstragao, no enunciado da caracterizagdo pode-

mos impdr que a uniao seja disjunta.
Lema 1.1.14
(a) AC < MC, + AC(Ry).

(b) CC <= CMC + CC(fin).
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Podem facilmente ser deduzidas outras equivaléncias do mesmo tipo das que
estdo neste lema. Convém no entanto realgar que em ZF se torna redundante
escrever a equivaléncia de (a) para o caso finito, devido a AC ser equivalente a
MC (Teorema 1.1.6).

Na auséncia do Axioma da Escolha existem varias defini¢bes (ndo equiva-
lentes) de conjunto finito. Neste texto iremos trabalhar apenas com duas delas,
mas um estudo mais geral sobre o assunto pode ser encontrado em [36, p.28] e
[28, Nota 94].

Definigoes 1.1.15

(a) Um conjunto ¢ finito se ¢ vazio ou equipolente a um niimero natural; senao

¢ infinito.

(b) Um conjunto X é Dedekind-finito se nenhum subconjunto proprio de X é

equipolente a X; sendo é Dedekind-infinito.

Existem modelos de ZF em que as nogoes de conjunto finito e Dedekind-
finito ndo coincidem. Por exemplo, no Modelo Bésico de Cohen existe um

subconjunto de R infinito e Dedekind-finito.

Proposigao 1.1.16 Um conjunto X € Dedekind-infinito se e so se tem um

subcongunto infinito numerdvel, ou seja existe uma funcao injectiva de N para
X.

Quando temos um resultado que depende de escolha (ndo demonstravel em
ZF), nem sempre é possivel explicitar o tipo de escolha necessaria. A proxima
proposi¢ao mostra que esse nao é o caso da equivaléncia entre finito e Dedekind-
finito, o que nos permite comparar mais facilmente esta equivaléncia com outros

principios de escolha.

Teorema 1.1.17 Todo o conjunto infinito é Dedekind-infinito se e sé se o
Axioma da Escolha Numerdvel se verifica para familias de conjuntos Dedekind-
finitos.



1.1 Teoria dos Conjuntos

Demonstragao: (=) Seja (X,,) uma familia de conjuntos Dedekind-finitos e ndo
vazios. A unido disjunta UX,, dos conjuntos X, é infinita e por hip6tese também
Dedekind-infinita, ou seja existe uma funcio injectiva f de N para UX,,.

Como cada um dos conjuntos X,, é Dedekind-finito, f(N) intersecta um
numero infinito de X,,’s. A partir deste ponto procede-se como na demonstragao
da Proposigao 1.1.10, uma vez que o produto finito de conjuntos Dedekind-finitos
é ainda Dedekind-finito.

(<) Seja X um conjunto Dedekind-finito. ~Vamos denotar por Z, o
conjunto {1,...,n} dos n primeiros nimeros naturais e definir os conjuntos
Sp :={(f:Z, — X) : f & injectiva}. Cada um dos conjuntos S,, ¢ Dedekind-
finito, porque caso contrario X seria Dedekind-infinito.

Suponhamos agora que X é infinito. Temos entao que (.5,) é uma familia
de conjuntos Dedekind-finitos nao vazios. Logo existe por hipotese (fy,)n, onde
cada f, é um elemento de S,,. Neste caso podemos definir uma fungao injectiva
¢ : N — X do seguinte modo: ¢(1) = f1(1) e, para n > 1, ¢(n) = f,(k), com
k=min{p € Zy, : fn(p) &€ ¢(Z,—1)}. A existéncia de ¢ contradiz a suposigdo de
que X é Dedekind-finito. [

A primeira implicagdo ¢ uma consequéncia imediata do facto de a equiva-
léncia entre as nogoes de conjunto finito e conjunto Dedekind-finito implicar o
Axioma da Escolha Numerével para conjuntos finitos (CC(fin)). Este facto ja
é bastante conhecido, sendo contudo apenas uma implicagdo propria (ver, e.g.,
[36, p.322]).

A demonstracao da segunda implicagao é uma adaptacao da demonstragao
apresentada por T. J. Jech em [31] de que CC implica a equivaléncia entre finito
e Dedekind-finito.

Proposigao 1.1.18 As condi¢des sequintes sio equivalentes:
(i) todo o subconjunto infinito de R € Dedekind-infinito;

(ii) o Awxioma da Escolha wverifica-se para familias de subconjuntos de R
Dedekind-finitos;



Cap.1 Definicdes e resultados auxiliares

(iii) o Azioma da Escolha Numerdvel verifica-se para famdlias de subconjuntos
de R Dedekind-finitos.

Demonstragao: (i)=-(ii) Esta implicagdo é 6bvia dado que AC(fin) é sempre
valido para familias de subconjuntos de R.

(ii)=-(iii) Imediato.

(iii)=-(i) Um subconjunto infinito de R ou ¢ ilimitado ou tem um ponto de
acumulacao. Sem perda de generalidade, suponha-se A um subconjunto de R
superiormente ilimitado e definam-se os conjuntos A,, := [n, +00) N X.

Se algum A,, for Dedekind-infinito, entdo A também é Dedekind-infinito.

Se todos os A,,’s forem Dedekind-finitos, entao por (iii) existe uma fungao de
escolha em (A4,,), ou seja existe (a,) com cada a,, € A,,. O conjunto {a, : n € N}
é um subconjunto infinito numeravel de A porque A é superiormente ilimitado.

]

Intimamente ligada com o Axioma da Escolha Numeravel esta a Condi¢ao
da Uniao Numerdvel. Na auséncia desta condigao varios resultados tidos por
obvios podem nao se verificar. Como exemplo deste facto, refira-se que R pode

ser a unido numeravel de conjuntos numeraveis ([11]).

Definigao 1.1.19 (Condicdo da Unido Numeravel — CUC) A unido nu-

meravel de conjuntos numeraveis é numerével.

A condigao “a uniao numeravel de conjuntos finitos é numeravel” é denotada
por CUC(fin).

Lema 1.1.20
(a) CC(2N0) — CUC = CC(Xy).
(b) CUC(fin) <= CC(fin).

Para provar a primeira implicagdo de (a) basta verificar que, se X é nume-

ravel, o conjunto de todas as bijeccoes entre N e X tem cardinal 2%, Se X for
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finito, entao o conjunto das bijecgoes é também finito, o que nos da uma das
direcgoes de (b). As implicagdes restantes sao Obvias.

As implicagoes de (a) ndo sdo reversiveis, pois nao se verificam no Modelo
Basico de Cohen (M1 em [28]) e no Primeiro Modelo de Felgner (M20 em [28]),

respectivamente.

A qltima parte da primeira seccao é dedicada a defini¢oes relacionadas com
o conceito de ultrafiltro, envolvendo nomeadamente a existéncia de ultrafiltros.
A convergéncia de ultrafiltros representa um papel central na caracterizacao
de espagos topologicos, e o teorema de ZFC que seguidamente enunciaremos é
usado repetidamente nesse contexto. Nao é por isso grande surpresa que a sua

auséncia nos crie novos problemas.

Defini¢ao 1.1.21 (Teorema do Ultrafiltro — UFT) Todo o filtro num dado

conjunto pode ser estendido a um ultrafiltro.

Este teorema ¢é equivalente ao Teorema do Ideal Booleano Primo, i.e. toda a
algebra de Boole nao trivial (0 # 1) tem um ideal primo. Para mais pormenores
sobre este assunto, veja [31, 2.3].

Tal como nos casos anteriores, vamos considerar algumas variagoes do Teo-
rema do Ultrafiltro.

Definigoes 1.1.22

(a) (]22]) CUF diz que o Teorema do Ultrafiltro se verifica para filtros com

uma base numeravel.

(b) CUF(R) diz que o Teorema do Ultrafiltro se verifica para filtros em R

com uma base numeravel.

Proposigao 1.1.23 Se o Azioma da Escolha Numerdvel € vdlido e N tem um

ultrafiltro livre, entao CUF verifica-se.
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Demonstragao: Seja (A,), uma base para um filtro num conjunto X. Pode-
se supor que A,+1 & A, para todo o n. Por CC escolhe-se um elemento
ap de A, \ A,y1. Como N tem um ultrafiltro livre por hipotese, o conjunto
{an : n € N} tem um ultrafiltro livre U.

O filtro gerado em X por U é um ultrafiltro e contém {A,, : n € N}. |

Corolario 1.1.24 O Teorema do Ultrafiltro nao é equivalente a CUF'.

No Modelo de Pincus IX (M47(n, M) em [28]) o Teorema do Ultrafiltro ndo
é valido, mas o Axioma da Escolha Numeravel verifica-se e existe um ultrafiltro

livre em N, e portanto CUF também se verifica.

Corolario 1.1.25 Se o Azioma da Escolha € vdlido para familias de subcon-
juntos de R, entao CUF(R) wverifica-se.

Tal como na Proposicao 1.1.23, em alguns resultados iremos usar condigoes
que apenas envolvem a existéncia de ultrafiltros livres, em geral ou no conjunto

dos numeros reais.
Teorema 1.1.26 R tem um ultrafiltro livre se e sé se N tem um ultrafiltro livre.

Demonstracao: Se existe um ultrafiltro livre em N, entao é imediato que ele se
pode estender a um ultrafiltro livre em R.

Seja agora U um ultrafiltro em R. Todo o ultrafiltro em R é convergente ou
ilimitado. Sem perder generalidade, pode-se supor que U é ilimitado superior-
mente, ou seja, para todo z € R, (z,+00) € U. Considere-se em R a partigdo
(Bp)n com By :=(—o00,1] e B, := (n—1,n] paran € N\ {1}.

Constroi-se de seguida o conjunto W := {A C N: |J ., Bn € U}. Nao é

dificil verificar que U’ ¢ um ultrafiltro livre em N ]

neA

Este resultado permite situar melhor a existéncia de ultrafiltros livres em
R, dado serem conhecidos bastantes modelos onde N nao tem ultrafiltros, como
por exemplo o Modelo de Feferman — M2 em [28]. Para mais detalhes consultar
a Forma 70 de [28].

11
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1.2 Topologia

Em paralelo com o que foi feito na secgao anterior, nesta seccao sao apre-
sentadas definigoes de nogoes topologicas usuais que precisamos neste trabalho.
Juntamente com essas defini¢ées sao introduzidos resultados sobre espagos to-
polégicos em que a habitual demonstracao é valida em ZF ou nao necessita de
alteracoes profundas.

A auséncia do Axioma da Escolha provoca também a existéncia de diferentes
defini¢oes em ZF para o mesmo conceito de ZFC. Esse sera um problema de que
nos ocuparemos mais tarde, e portanto nao temos neste capitulo mais do que

uma definicao do mesmo conceito.

Definigao 1.2.1 Um espago topologico X ¢é (numeravelmente) compacto se

toda a cobertura aberta (numeravel) de X tem uma subcobertura finita.

Algumas das caracterizagbes usuais dos espagos compactos, que por vezes
sao usadas como definigao, nao sao equivalentes a esta definicao em ZF. Neste
contexto, os espagos topologicos aqui definidos como compactos sao por vezes
designados por compactos de Heine-Borel. Esta designacao deve-se ao Teorema

de Heine-Borel, que caracteriza os subespacos compactos de R™.

A partir deste momento usamos frequentemente os trés primeiros axiomas de
separacao: Ty, 17 e Ty ou de Hausdorff. As suas defini¢oes, assim como as suas

habituais caracterizacoes, nao sofrem alteracao com a mudanca de axiomatica.
Proposigao 1.2.2
(a) Todo o subespago fechado de um espago topoldgico compacto é compacto.
(b) Todo o subespago compacto de um espago topoldgico de Hausdorff é fechado.

Demonstragao: (b) Sejam (X, T) um espago topologico de Hausdorff, K um seu
subespago compacto e consideremos um ponto x ¢ K. Como X é de Hausdorff,

o conjunto

(VAK#0:VeTeWeT(zeUeUNV =0)}
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é uma cobertura de K, logo tem uma subcobertura finita {V;N K : i =1,..,n}.

Podemos entao escolher (escolha finita) para cada i = 1,..,n um aberto U; tal
n

que z € U; e U;NV; = 0. O conjunto aberto U := ﬂUi nao intersecta K e

i=1
portanto K é fechado. [

A demonstracao que acabamos de fazer mostra como mesmo resultados
aparentemente 6bvios podem necessitar de cuidados redobrados quando o Axioma

da Escolha nao pode ser utilizado.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Heine-Borel) Um subespago de R é compacto

se e sd se € fechado e limitado.

Depois da Proposi¢ao 1.2.2, a iinica parte nao trivial que fica por demonstrar
é que ‘“‘todo o intervalo fechado de R é compacto”. Uma prova detalhada deste

facto, valida em ZF, pode ser vista em [44, Teorema 5.3.1].

Em paralelo com a defini¢ao de espaco compacto, vamos introduzir mais duas
defini¢oes directamente relacionadas com compacidade, espago sequencialmente
compacto e espago de Lindel6f. Esta tltima deve o seu nome a caracterizagao
feita por Lindelof do espago topologico dos nimeros reais que, como veremos

mais tarde, nao é valida em todos os modelos de ZF.

Definicao 1.2.4 Um espaco topolégico X é sequencialmente compacto se toda

a sucessao em X tem uma subsucessao convergente.

Definigao 1.2.5 Um espago topologico X é de Lindeldf se toda a cobertura

aberta de X tem uma subcobertura numeravel.

Definigao 1.2.6 Um espaco topoldgico é separdvel se tem um subespaco nu-

meréavel denso.

13
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Definigoes 1.2.7

(a) Um espago topolégico X verifica o Primeiro Azioma da Numerabilidade se
todo o ponto x € X tem um Sistema Fundamental de Vizinhancas (SFV)

numeravel.

(b) Um espago topologico verifica o Sequndo Axioma da Numerabilidade se

tem uma base numeréavel.

Ao longo do texto, os espagos que verificam o Segundo Axioma da Numera-
bilidade sao com frequéncia referidos simplesmente como espagos com uma base

numeravel.

Proposigao 1.2.8 Todo o espago topoldgico (numeravelmente) compacto que

verifica o Primeiro Azioma da Numerabilidade é sequencialmente compacto.

A demonstragdo usual desta proposicao (ver [46, Teorema 7.1.3]) & valida
em ZF. A tnica escolha que é necessario fazer ¢ uma escolha num conjunto

numeravel, o que é sempre possivel.
Lema 1.2.9 Seja (X,T) um espago topoldgico.

(a) Se (X,7) verifica o sequndo azioma da numerabilidade,
entio |T| < |R| = 2%,

(b) Se (X,T) € Ty e verifica o Sequndo Axioma da Numerabilidade,
entio | X| < |R| = 2%,

O resultado de (a) é uma consequéncia da definigdo de base.
Para (b), basta verificar que o cardinal de qualquer espago topologico Ty é
menor que o cardinal da sua topologia.

O Capitulo 4 vai ser principalmente dedicado & caracterizagdo de espagos

topoldgicos através de limites, nomeadamente de sucessoes e de ultrafiltros.

14
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Dentro desse estudo serd dada particular atencao aos espacos de Fréchet-
Urysohn e espagos sequenciais. Seguindo as defini¢des de, por exemplo, R.
Engelking [10], um espago topologico X & de Fréchet-Urysohn se para todo o
A C X e todo o x no fecho de A, existe uma sucessao de elementos de A
convergente para x; e um espago topologico X é sequencial se um conjunto
A C X é fechado se e s6 se juntamente com qualquer sucessao contém todos os
seus limites.

Para facilitar o manuseamento destas defini¢Ges, iremos utilizar o operador
de fecho sequencial, o que torna principalmente mais claro o conceito de espago

sequencial.

Definigoes 1.2.10 Seja A um subespago do espaco topologico X. O fecho se-

quencial de A em X é o seguinte conjunto:
ox(A) :={zr € X : (3(x,) € AV)[(x,,) converge para z]}.

A é sequencialmente fechado em X se ox(A) = A.

Usando o mesmo tipo de notagdo, o fecho (usual) de Kuratowski de A em X

¢é denotado por kx (A).

Definigoes 1.2.11 Um espago topologico X é:
(a) sequencial se, para todo 0 A C X, ox(A) = A se e s6 se kx(A) = 4;
(b) de Fréchet-Urysohn se, para todo 0 A C X, kx(A) = ox(A).

Note-se que um espago topoldgico X é sequencial se e s6 se, para todo o
ACX, kx(A) = 6x(A) com 6x(A) :=({B: AC BC Xeox(B) = B}.
Este é o menor operador de fecho idempotente que € maior ou igual a o e é
imediato que, para todo o A C X, ox(A) Cdx(4) C kx(A4).

Proposigao 1.2.12 Um espago topoldgico X € de Fréchet-Urysohn se e sd se

€ sequencial e o fecho sequencial ox € idempotente.
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Usando a notacao dos operadores de fecho, esta Proposicao diz simplesmente

que kx =ox seesdsekxy =0x edx =0x.

A partir deste ponto vamos usar as nogoes de espago métrico e pseudométrico.
A definicao de espago métrico que usamos € a usual. Um espago pseudométrico é
um espago métrico, onde é permitido que a distancia entre dois pontos distintos

seja nula.

Definigao 1.2.13 Um espago (pseudo)métrico é completo se toda a sua suce-

ssao de Cauchy é convergente.
Proposigao 1.2.14
(a) Todo o subespago completo de um espago métrico € sequencialmente fechado.

(b) Todo o subespago sequencialmente fechado de um espago (pseudo)métrico

completo € completo.

Deve aqui ser referido que (a) ndo se verifica para espagos pseudométricos,
uma vez que existem subespagos completos nao sequencialmente fechados. Basta

considerar a pseudomeétrica indiscreta e qualquer seu subespago nao trivial.

Corolario 1.2.15 Seja X um espaco métrico completo. Um subespaco A de X

é completo se e s6 se ox(A) = A.

Corolario 1.2.16 Todo o subespago fechado de wm espago (pseudo)métrico

completo € completo.

Corolario 1.2.17 Para um espago métrico completo X sao equivalentes:
(i) X € um espago sequencial;
(ii) todo o espago A C X é completo se e so se é fechado em X.

Proposigao 1.2.18 Todo o espago (pseudo)métrico sequencialmente compacto

é completo.

16
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A demonstragao desta Proposigao é imediata porque se uma subsucessao de

uma sucessdo de Cauchy converge, ela propria tem que convergir.

Corolario 1.2.19 Todo o subespaco sequencialmente compacto de um espago

métrico € sequencialmente fechado.

Este Corolario é imediato pois todo o subespago métrico completo é sequen-
cialmente fechado.

O resultado deste Corolério é ainda valido se considerarmos um espago de
Hausdorff no lugar de um espaco métrico, fazendo assim um paralelo com o caso
dos espagos compactos e conjuntos fechados que vimos na Proposicao 1.2.2.

Continuando esse paralelo tem-se também que todo o subespago sequencial-
mente fechado de um espaco topoldgico sequencialmente compacto € sequencial-

mente compacto.
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Capitulo 2

Os numeros reais

A intengdo de comecgar por apresentar problemas no conjunto dos ntimeros
reais é mostrar como mesmo os resultados aparentemente mais simples podem
nao ser validos num universo sem escolha. De entre estes resultados, é dado
énfase aos resultados que estudamos para outro tipo de espacos topologicos.
Apesar de existir um capitulo inteiramente dedicado aos nameros reais, resulta-
dos em R sao também frequentes nos outros capitulos, nomeadamente quando
relacionados com conceitos que serao introduzidos posteriormente.

O capitulo esta dividido em duas secgbes. Na primeira sao apresentados re-
sultados equivalentes a CC(R) e na segunda um conjunto de resultados, equi-
valentes entre si, mas algo surpreendentemente, propriamente mais fracos do
que CC(R).

2.1 R é um espaco de Fréchet-Urysohn

A Proposigao 1.2.12 da uma clara indicagao de que as propriedades de um es-
paco topologico ser de Fréchet-Urysohn, ser sequencial ou o seu fecho sequencial
ser idempotente estao intimamente relacionadas. Neste capitulo vamos estudar
em que condicoes é que R tem estas trés propriedades.

O espaco topologico real é de Fréchet-Urysohn se e s6 se o Axioma da Escolha
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Numeravel se verifica em R. Este resultado é ja bastante conhecido (ver [12,
p-124]), mas no entanto para as condigoes “R é sequencial” e “og é idempotente”
a situagdo nao é tao clara. A primeira destas duas condigdes vai ser objecto
de estudo na secgao seguinte; para a segunda apresentamos aqui a solugao do
problema ([18]).

Teorema 2.1.1 ([12, 24, 18]) As condigdes sequintes sio equivalentes a CC(R):
(i) R € de Fréchet-Urysohn;
(ii) o fecho sequencial é idempotente em R.

Demonstracao: A demonstracao usual de que R é de Fréchet-Urysohn continua
a ser valida se CC(R) se verifica (ver, e.g., [12, p.124]), e se R é de Fréchet-
Urysohn, entdo og é idempotente (Proposigao 1.2.12). Falta portanto apenas
provar que (ii)=CC(R).

Seja (X)), uma familia numerével de subconjuntos néo vazios de R, e defina-
se YV, :={z+p:z € X,, pe N} Para todo o n em N, pode ser definida uma
funcao bijectiva crescente f, : R — (nil, %L) por fn(z) = %
Consideremos os conjuntos Z,, := f,(Y},). Pela maneira como os conjuntos Y,, e

as funcdes f,, estdo definidos, a sucessdo (f,(z + p)),, para z € X,, fixo, é uma
sucessao em Z, que converge para % Ou seja, para Z = J,, Zn, {% :n € N}
esta contido em og(Z) e portanto 0 € 02(Z). Como or é idempotente por
hipotese, 0 € or(Z), i.e. existe uma sucessao (ag)i em Z que converge para 0.

Os conjuntos Z,, sao disjuntos, e por isso para cada k € N existe exactamente
um n(k) € N tal que ar € Z,(x). Podemos entdao agora definir by, := f;(}c) (ak)
e By :={r € Xy : (Ip € N)x + p = b.}. O conjunto By, ¢é discreto porque,
se x1 e Ty sao dois elementos distintos de By, entao existem p1,po € N tais que
1 + p1 = X2 + pa, logo |x1 — 25| € N. Além disso, By é ndo vazio e tem um
majorante b, logo tem igualmente um méaximo cg.

Podemos concluir que {¢; : k € N} intersecta um numero infinito dos con-
juntos X,,, o que é uma consequéncia da convergéncia de (ag)x para 0. A versao

da Proposicao 1.1.10 para o caso real permite-nos terminar a prova. [ |
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Corolario 2.1.2 ([12, p.128], [24]) As condig¢des seguintes sao equivalentes a
CC(R):

(i) todo o subespago de R € separdvel;

(i) todo o subconjunto ilimitado de R contém um conjunto numerdvel ilimi-
tado.

Demonstra¢ao: CC(R)=-(i) Uma vez que todo o subespago A de R verifica o
Segundo Axioma da Numerabilidade, apenas é necessario escolher um elemento
de cada aberto ndo vazio na base de A.

A implicacdo (i)=-(ii) ¢ imediata, e para (ii)==CC(R) vamos provar que R
é de Fréchet-Urysohn a partir de (ii).

Sejam A C R e z € kg(A) um ponto de acumulagio a direita de A.
Como vimos anteriormente, pode ser definida uma fungao bijectiva crescente
g:(z—1,2) — R. O subespago g(A) ¢ ilimitado superiormente, logo existe
por hipotese um conjunto numerével {z,, : n € N} C g(A) ilimitado. Se definir-
mos k(n) := min{j € N: 2; > n}, asucessao (g~ (zy(n)))n estd em A e converge

para x. [

Em [4] N. Brunner estudou a existéncia de subconjuntos infinitos Dedekind-
finitos de R. Introduzimos aqui um dos seus resultados, e respectiva demonstra-
¢ao, de maneira a utilizar o seu método para a construgao de conjuntos densos
em R e nao separaveis. Ao mesmo tempo o resultado de Brunner é usado para

ampliar os resultados da Proposicao 1.1.18.

Proposigao 2.1.3 As condi¢des sequintes sao equivalentes:
(i) todo o subconjunto infinito de R é Dedekind-infinito;
(ii) todo o conjunto denso em R € Dedekind-infinito;

21



2.1 R é um espa¢o de Fréchet-Urysohn

(iii) o Azioma da Escolha verifica-se para famdlias de conjuntos densos em R
Dedekind-finitos;

(iv) o Azioma da Escolha Numerdvel verifica-se para familias de conjuntos
densos em R Dedekind-finitos.

Demonstragao: As implicagoes (i)=>(ii) e (iii)=-(iv) sdo evidentes e através da
Proposigao 1.1.18 a implicacao (i)=-(iii) é também imediata.

(if)=-(i) ([4]) Seja A um subconjunto infinito de R e, sem perda de generali-
dade, suponhamos que 0 é ponto de acumulagao & esquerda de A.

Definimos entdo Ag := AN (0,1) e, para cada n em N, A,, := AN (n%_l, %)
O conjunto Ag é ainda infinito e tem 0 como ponto de acumulagdo. Alguns dos
conjuntos A, podem ser vazios, mas um niamero infinito desses conjuntos tem
que ser ndo vazio, ou seja M := {m € N : A,, # (} tem o mesmo cardinal
do que N. Consideremos entao a base de R que consiste nos intervalos abertos
((rm, $m))mem €m que 0s extremos sao nimeros racionais.

Para todo o m € M, existe uma funcdo injectiva f,, : Ay — (Fm, Sm)
definida por fp,(z) := rm+m(m+1)(sm—rm)(x—#ﬂ). A fungéo f: Ag — R,
definida por f(z) := fn(z) se x € A,,, estd bem definida porque os conjuntos
A, séo disjuntos.

O conjunto B := f(Ap) ¢ denso em R, uma vez que intersecta todos os
elementos da base. Temos entdo por hipoétese que B é Dedekind-infinito, ou
seja existe uma funcdo ¢ : N — B injectiva.

Falta agora provar que A (ou Ap) é também Dedekind-infinito. Para
cada elemento b € B consideremos m(b) := min{m € M : b € f,,(4An)},
0 que permite construir uma inversa de f : Ay — B. O conjunto
{f;l(l(b(k))(qb(k)) : k € N} é um subconjunto numeravel de Ay e portanto A é
Dedekind-infinito.

(iv)=(ii) Seja X um conjunto denso em R. Para todo o n € N,
X, =XnN(n,n+1)édenso em (n,n+ 1).

Se X for Dedekind-finito entao cada um dos conjuntos X,, também é Dedekind-

finito. Tendo em consideragao que podemos construir um homeomorfismo entre
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R e (n,n+ 1), cada X,, pode ser visto como denso em R e portanto existe por
hipotese (z,,), tal que, para todo o n € N, z,, € X,,.
Como os conjuntos X,, sdo disjuntos, {x, : n € N} define uma fungdo

injectiva de N para X. ]
Proposicao 2.1.4 As condigdes sequintes sao equivalentes a CC(R):

(1) o Azioma da Escolha Numerdvel verifica-se para familias de espagos den-

sos em R;
(ii) todo o subespaco de R € separdvel;
(iii) todo o espago denso em R é separdvel.

Demonstrag¢ao: A equivaléncia entre CC(R) e (ii) estda no Corolario 2.1.2. As
implicagoes CC(R)=-(i) e (ii)=-(iii) s@o evidentes.

Como na demonstracao da proposi¢ao antecedente, consideramos a base
((rn, $n))nen de R, que consiste nos intervalos abertos em que os extremos sao
numeros racionais. Para todo o n € N, pode ser definida uma fungao bijectiva
fn iR — (rn, s,).

(iii)=CC(R) Seja (A,,), uma familia numeravel de subconjuntos nao vazios
de R e definamos B,, := f,(A4,) e B :=J,, Bn. O espaco B é denso em R e por
(iv) existe C := {zy, : n € N} numeravel e denso em B, logo também denso em
R.

Um numero infinito dos conjuntos B, N C sao nao vazios, senao
C seria limitado e portanto nao seria denso em R. Para cada elemento de
M :={m e N: B, NC # 0}, define-se k(m) := min{i € N: x; € B,,}. O con-
junto {f,, ' (Zx(m)) : m € M} determina uma funcao de escolha em (Ay,)men, 0
que, tendo em conta a Proposigao 1.1.10, é suficiente para provar (i).

(i)=-(iii) Seja A um espago denso em R. Para cadan € N, A,, := AN(ry, sn)
¢ denso em (rp,s,). Como ji vimos anteriormente, o facto de os espagos
(rn, $n) serem homeomorfos a R faz com que possamos considerar (A,) como
uma familia de espagos densos em R. Temos entao que, por hipotese, existe

{Zn : 2, € A, en € N} C A, que é um espago numeravel denso em R. ]
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2.1 R é um espa¢o de Fréchet-Urysohn

Uma das conclusoes mais surpreendentes quando analisamos o espago topo-
logico R em ZF é talvez o facto de este nao ser de Lindelof. Esta propriedade
falha inclusive de modo mais drastico, pois o proprio espago discreto N pode nao
ser de Lindel6f. Diversos autores dedicaram-se a esta tltima questao, nomeada-
mente N. Brunner [4] mostrou que ndo é provavel em ZF que N seja um espago
de Lindel6f. Mais tarde foi provado que N € de Lindeldf se e s6 se o Axioma
da Escolha Numerével se verifica em R (CC(R)). Provas deste resultado po-
dem ser vistas em varios sitios, como por exemplo em [24, 1, 28]. Devido a sua
importancia e a sua singularidade, optamos por apresentar uma demonstragao

onde se vé directamente que CC(R) néo pode ser evitado.

Teorema 2.1.5 O espaco discreto N é de Lindeldf se e s6 se o Axioma da

Escolha Numerdvel se verifica para familias de conjuntos de nimeros reais.

Para provar que N ¢é de Lindel6f segue-se a demonstracao usual. E apenas
preciso verificar que nenhuma condi¢do mais forte do que CC(R) é usada. A
tnica escolha necessaria é uma escolha numerével na topologia de N, ou seja
em P(N), e esse conjunto é equipolente a R. Portanto CC(R) é suficiente para
provar que N é de Lindelof.

Vamos entao provar a outra implicagao.

Demonstra¢ao: Comegamos por considerar uma familia numeravel (X, ), de
subconjuntos de P(N), o que é equivalente a considerar uma familia numeravel
de subconjuntos de R.

Para cada n € N, definimos o conjunto Y;, := {z U{—n}:z € X,,}, que é
um subconjunto de P(Z). Pela maneira como os conjuntos Y, estao definimos,
uma fungao de escolha em (Y,,),, induz uma fungao de escolha em (X,,),.

Por hipotese N é de Lindeldf, pelo que também Z (com a topologia discreta)
é de Lindelof. O conjunto U := |J,, ¥, U {Np} é uma cobertura aberta de Z,
logo tem uma subcobertura numeravel {u, : n € N}. O facto de {u,, : n € N}
ser uma cobertura, nomeadamente por cobrir a parte negativa de Z, faz com

que para cada n exista s(n) := min{k € N : u; € Y,} e consequentemente
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{ts(n) : n € N} define uma fungao de escolha em (Y3,),. |

Corolario 2.1.6 ([24]) As condigdes sequintes sao equivalentes a CC(R):

(i) todo o espago topoldgico que verifica o Sequndo Azioma da Numerabilidade
€ de Lindelof;

(ii) todo o subespago de R € de Lindeldf;
(iii) R ¢ de Lindeldf.

Demonstragao: (iii))=CC(R) Como N é um subespago fechado de R, se R é de
Lindeldf, entdo N é de Lindelof e portanto CC(R) verifica-se. As implicagoes
(i)=(ii) e (ii)=-(iii) sdo evidentes.

CC(R)=(i) Sejam U uma cobertura aberta de um espago (X, T) que verifica
o Segundo Axioma da Numerabilidade, e B := {B,, : n € N} uma sua base.
Consideremos entéo os subconjuntos de U, U,, :== {U € U : B, C U} e o
conjunto de ndmeros naturais M := {n € N : U,, # (}}. Como B ¢é uma base,
{B;, : m € M} ¢ uma cobertura de X. Por outro lado, |J,, U, € U C T e,
pelo Lema 1.2.9, sabemos que |T] < |R|. Temos por isso que CC(R) implica a
existéncia de uma familia (Uy,)mem tal que cada U, é um elemento de U,,, ou

seja {U,, : m € M} é uma subcobertura de U. ]
A demonstragdo de CC(R)=-(i) fornece, automaticamente, uma prova para
a implicacao do Teorema 2.1.5 que nao foi demonstrada.

Corolario 2.1.7 Todo o subespaco separdvel de R ¢ de Lindeldf se e so se
CC(R) se verifica.

Demonstragao: Se CC(R) se verifica, entao todo o subespaco de R é de Lin-
deldf. Por outro lado, se todo o subespago separavel de R é de Lindeldf, entao
N é também de Lindelof. [

O Teorema que é enunciado de seguida é uma restri¢ao das condigoes (i) do

Teorema 2.1.1 e (ii) do Corolario 2.1.2 para subespacos de Lindelof de R. Ao
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2.1 R é um espa¢o de Fréchet-Urysohn

contrario do que acontece com aquelas condigoes, este Teorema é um teorema
de ZF.

Teorema 2.1.8 ([16])

(a) Todo o subespago de Lindelof ilimitado de R contém uma sucessao

ilimitada.
(b) Para todo o subespago de Lindeldof A de R, se x € kr(A) entdo x € or(A).

Demonstracao: As duas demonstragoes tém muitas semelhangas, pelo que va-
mos apenas demonstrar (b). Para (a) procede-se de modo analogo considerando
T = 00.

Sem perda de generalidade, consideremos x € kr(A) \ A um ponto de acu-
mulagéo a direita do espago de Lindel6f A C R. Claramente U := {(—00,a)NA :
a <z, a€ AU{(zr,+00)N A} é uma cobertura aberta de A. Como A é de Lin-
deldf, contém uma subcobertura numeréavel {(—oo,a,)NA : n € N}U{(z,+00)}
de U. Os elementos a, determinam completamente os conjuntos, uma vez que,
se a <b,entdo a € (—oo,b)NAea¢ (—o0,a)NA.

O ponto x é portanto um ponto de acumulagao da sucessdo (an, )n, € definindo
k(n) :=min{j € N:a; € (x — ,2)} temos entdo uma sucessao (a(n))n em A

que converge para . |
Teorema 2.1.9 ([21, 16]) As condigdes sequintes sao equivalentes a CC(R):
(i) existe um subespago de R de Lindeldf e nao compacto;
(ii) existe um subespago de R de Lindeldf e nao fechado;
(iii) existe um subespago de R de Lindeldf e ilimitado.

Demonstragao: Se CC(R) se verifica, entao todo o subespago de R é de Lindelof
e, por exemplo, o proprio R nao é compacto. As implicagoes (i)=-(ii) e (i)=-(iii)

sao imediatas. Mais uma vez existe um paralelo entre o caso dos espacos nao
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fechados e dos espacos ilimitados, pelo que fazemos apenas a demonstracao de
(iii)=CC(R), uma vez que a prova de (ii)=CC(R) segue um caminho idéntico.

(iii)=CC(R) Seja A C R um espago de Lindeldf superiormente ilimitado.
Pelo Teorema 2.1.8, A contém uma sucessao (a,) ilimitada superiormente. Sem
perda de generalidade, podemos considerar (a,) crescente, e portanto o espago
C :={a, : n € N} é discreto. Consequentemente C' é um subespago fechado de
A, o que implica que C seja de Lindeldf.

O espago C' é discreto e infinito numerével, logo homeomorfo a N. Vemos

portanto que N ¢é de Lindelof, e do Teorema 2.1.5 vem que CC(R) se verifica. m

Lema 2.1.10 ([35]) A famdlia de todos os subconjuntos nao vazios fechados de

R tem uma funcgao de escolha.

Demonstracio: Seja F' # () um subconjunto fechado de R. Se F for limitado
superiormente, entao escolhemos o seu méximo, que existe porque F' é fechado.

Caso contrario, escolhe-se o minimo de F'N [0, +00). |

Em ZFC todos os espacos métricos de Lindeldf sdo separaveis. Como iremos
ver no capitulo seguinte tal pode ndo acontecer na auséncia do Axioma da
Escolha. Esse resultado é demonstravel para subespagos de R, ainda que nao
se possa simplesmente dizer, como vimos anteriormente (2.1.2), que todos os

subespagos de R sao separaveis.

Teorema 2.1.11
(a) Todo o subespago fechado de R é separdvel.
(b) Todo o subespago compacto de R é separdvel.
(¢) Todo o subespago de Lindeldf de R € separdvel.

Demonstragao: (a) Seja A # () um subespago fechado do conjunto dos nimeros
reais e defina-se a familia F := {[r,s]NA:r,s € Qe [r,s] N A # ()} constituida

por subconjuntos de R fechados e nao vazios. Seja e a funcao de escolha do
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Lema 2.1.10. O conjunto {e(F) : F € F} é denso em A, e numeravel porque F
é numeravel.

Para A = (), o resultado é obviamente trivial.

(b) Vem automaticamente de (a) e do Teorema de Heine-Borel.

(c¢) O Teorema 2.1.9 afirma que temos duas hipéteses: ou CC(R) se verifica
e entao todos os subespacos de R sao separaveis, ou os subespagos de Lindel6f

de R sao precisamente os compactos, e portanto por (b) separaveis. |

O resultado (c) deste corolario é a implicagao inversa de uma das condigdes
(equivalentes) do Corolario 2.1.7.

E interessante notar que, apesar de ser um teorema de ZF, a sua demons-
tragdo depende de CC(R).

2.2 R é um espaco sequencial

Nesta seccao vamos averiguar quando é que R é um espaco sequencial. Tal
como o facto de R ser de Fréchet-Urysohn, também nao é provavel em ZF que
R é sequencial (Modelo Basico de Cohen).

Tendo em conta a Proposigao 1.2.12, poderiamos ser levados a pensar que
este problema seguiria um caminho paralelo ao da idempoténcia do fecho sequen-
cial em R, ou seja que seria equivalente a CC(R). Um dos principais objectivos

desta seccao é mostrar que tal nao se verifica.

Teorema 2.2.1 ([16]) Se R € sequencial, entio todo o subconjunto infinito de
R é Dedekind-infinito.

Demonstracao: Seja A C R um conjunto infinito Dedekind-finito. Claramente
A é sequencialmente fechado, mas nao separavel, logo pelo Teorema 2.1.11 A

nao é fechado. [}

Como R é um espago métrico completo, é imediato do Corolario 1.2.17 o

seguinte resultado.
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Proposicao 2.2.2 R ¢ sequencial se e so se todo o subespagco completo de R é
fechado.

Fazendo um paralelo com as Proposigoes 2.1.3 e 2.1.4, tentaremos no proximo
teorema dar uma melhor ideia de como podem ser os subespagos completos nao
fechados de R.

Teorema 2.2.3 ([16]) Todo o subespago completo de R € fechado se e sé se R

€ o0 unico subespaco denso em R completo.

Dito por outras palavras, se existir A C R completo e nao fechado, entao
existe B # R completo e denso em R.

A demonstragio desta implicago segue inicialmente um percurso paralelo a

de (ii)=-(i) na Proposigao 2.1.3.
Demonstra¢ao: Seja A um subespago de R completo mas néo fechado, e supo-
nhamos que 0 € kg(A4) \ A é um ponto de acumulagao a esquerda de A. Como
Q & numeravel, existe 7 € QT tal que [0,7] N ANQ = 0; caso contrario existiria
uma sucessao de niameros racionais em A a convergir para 0.

Define-se A, == (47, 7)NAe Ag:=[0,7]NA =,y
espaco completo mas nao fechado. Procede-se agora como na demonstracao de
2.1.3, definindo M := {m € N: A,, # 0}, a base de R ((*,, $m))mem, que con-
siste nos intervalos com extremos racionais, as fungoes injectivas
fm i A — (P, 8m) e f: Ag — R definida por f(z) := fn(z) se x € A,,.

O espagco B := f(Ag) é denso em R, uma vez que, para cada m € M,
(Piny Sm) N B 2 fi(Am) # 0 e B # R porque BNQ = @, dado que f transforma

nimeros irracionais em irracionais. Falta apenas provar que B é completo.

A,, que é ainda um

Seja (b, ) uma sucessao de Cauchy em B, e consideremos, para cada elemento
b de B, m(b) := min{m € M : b € f,,(An)}. Como todas as fungdes f,, sdo
injectivas, podemos definir, para cada n, a, := f;(lbn)(bn). O espago Ag é com-
pleto e limitado, logo é sequencialmente compacto (ver o Lema 2.2.4 a seguir),
e portanto a sucessao (a,) de Ag tem uma subsucessao (ay(,)) convergente para

um ponto a € Apy. Esta subsucessdo apenas intersecta um numero finito dos
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conjuntos A,,, sendo o unico limite possivel seria 0 € Ag, o que implica que a
subsucessao esta residualmente em A;, para um [ € M fixo, e portanto a € A;.
Finalmente, a continuidade de f; implica que f (ak(n)) converge para
f(a) € B. Mas, pela maneira como a sucessao (a,) foi definida, f(axn)) = br(n),
ou seja, (b,) é uma sucessao de Cauchy com uma subsucessao convergente, logo

também ela converge. ]

Lema 2.2.4 Um subespago limitado de R é sequencialmente compacto se e so

se € completo.

Demonstragao: Todo o espago sequencialmente compacto é completo (1.2.18).
Para provar a outra implicacao, consideremos um subespago A limitado e com-
pleto de R, i.e. og(A) = A. Como A é limitado, kg(A) é também limitado, ou
seja kg (A) é compacto e portanto sequencialmente compacto, pela Proposigao
1.2.8. Temos assim que cada sucessdo (a,) em A tem uma subsucessao (ax(n))

convergente em kg(A), logo convergente em A pois or(A4) = A. ]

Pode-se provar, sem necessidade de utilizar qualquer forma de escolha, que
todo o espago (pseudo)métrico completo e totalmente limitado é sequencial-
mente compacto ([2]). Acresce ainda que em R as nogdes de subespago limitado
e totalmente limitado coincidem, pelo que o Lema que acabamos de provar é
um caso particular deste resultado mais geral. Como nao vai ser utilizada neste
trabalho a versao mais geral, optou-se por apresentar apenas o caso dos nimeros

reais, por a sua demonstracao ser mais simples.

Neste ponto estamos em condigoes de responder parcialmente & seguinte per-
gunta “Existem subespagos de R sequencialmente compactos e nao compactos?”.
Ja ha algum tempo que autores como T. J. Jech [31, p.21] ou W. Felschner [12,
p.128| realgaram que ndo se pode provar a equivaléncia entre compacidade e
compacidade sequencial para subespagos de R sem recorrer a algum tipo de
escolha. Nao é no entanto conhecida qual a condigao de Teoria dos Conjuntos

necesséria e suficiente para provar essa equivaléncia.
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Como iremos ver, este problema esta relacionado com o que temos estado a

estudar até ao momento, i.e. saber quando é que R é um espago sequencial.

Teorema 2.2.5 ([16]) As condig¢des sequintes sdo equivalentes:

(i) ACR € completo se e sd se € fechado;

(ii) se A C R € sequencialmente compacto, entao é fechado;
(iii) se A C R € completo, entao é separdvel;
(iv) se A C R ¢ sequencialmente compacto, entio € separdvel.

Demonstragao:

(i)=(iii) e (ii)=(iv) Pelo Teorema 2.1.11.

(i)=(ii) e (ili)=(iv) Pela Proposigao 1.2.18.

(ii)=-(i) Que todo o subespago fechado de R é completo é uma consequéncia
imediata do Corolario 1.2.16.

Para a outra implicagao consideramos A C R completo. Logo, para cada n
em N, A, := AN[—n,n] é um espago completo, e portanto por 2.2.4 cada A, é
sequencialmente compacto. Utilizando agora a hipotese, vem que A,, é fechado
para todo o n € N. Finalmente, ¢ facil verificar que kr(A) = U, ey Fr(An), mas
como kr(An) = Ap, kr(A) = U,y An = A, ou seja A ¢é fechado.

(iv)=(ii) Seja A C R um espago sequencialmente compacto. Por (iv),

existe B = {x, : z, € Aen € N} numeravel e denso em A, e portanto
kr(A) = kr(B).
Seja  um elemento de kg(A) = kgr(B). Para cada n € N tem-se que

(z—21,24+1)NB # 0. Define-se entdo ¢(n) := min{k € N: 2y, € (z— 1,2+ 1)}
A sucessao (Ty(,)) converge para x, e como A é sequencialmente compacto, pela
Proposigao 1.2.18 A é completo. Logo or(A) = A (1.2.15), o que significa que

z & um elemento de A. ]
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Proposicao 2.2.6 ([16]) As condi¢ies sequintes sao equivalentes:

(i) um subespago de R € sequencialmente compacto se e s6 se € compacto;
(ii) todo o subespaco sequencialmente compacto de R € fechado;

(iii) todo o subespago sequencialmente compacto de R € limitado.

Todo o espago compacto é sequencialmente compacto (Proposigdo 1.2.8) e
o Teorema de Heine-Borel diz que um subespago de R é compacto se e s se
¢ fechado e limitado. E portanto claro que (i) é equivalente & conjungao das
condigoes (ii) e (iii). Temos entdo que é suficiente mostrar que (ii) e (iii) sao
equivalentes.

Para tal basta ver que existe um homeomorfismo entre R e todo o intervalo
aberto de R (ver demonstracao de 2.1.1), e que os homeomorfismos preservam

os subespacos sequencialmente compactos.

O Teorema 2.1.9 diz que, na auséncia de CC(R), os espagos compactos e
os de Lindel6f coincidem em R. Nao é portanto de estranhar que seja possivel

substituir compacto por de Lindel6f na condicao (i) da Proposicao 2.2.6.

Lema 2.2.7 Todo o subespaco de R sequencialmente compacto e de Lindeldf é

compacto.

Demonstragao: Se CC(R) se verifica, entdao compacto é equivalente a sequen-
cialmente compacto e, se CC(R) néao se verifica, pelo Teorema 2.1.9, ser com-

pacto é equivalente a ser de Lindelof. [

Proposicao 2.2.8 ([16]) Todo o subespago de R sequencialmente compacto é

compacto se e so se todo o subespaco de R sequencialmente compacto € de Lin-
delof.

A demonstragao desta proposicao é imediata a partir do Lema 2.2.7.
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Para concluir esta secgao, vamos mostrar que o Axioma da Escolha Numeréa-
vel para familias de conjuntos de nameros reais (CC(R)) nao é necessario para
provar que R € sequencial. Vamos fazer isso provando que R é sequencial a par-
tir de uma forma de escolha, CMCy o (R), independente de CC(R) (Modelo
de Feferman/Levy — M9 em [28]).

Antes do teorema que nos permite mostrar esta independéncia, enunciamos
um lema que, tal como a Proposigao 1.1.18, compara as condi¢oes que estivemos

a estudar com um principio de escolha.

Lema 2.2.9 ([16]) R ¢ um espago sequencial se e s¢ se o Azioma da Escolha
(numerdvel) se verifica para familias de subespagos de R sequencialmente fecha-

dos (=completos).

Demonstracao: Se R é sequencial, entao todo o espaco sequencialmente fechado
é fechado, e a familia de todos os subespacos fechados de R tem uma funcao de
escolha (Lema 2.1.10).

Consideremos agora A = ogr(A) um subespago sequencialmente fechado de
R e z € kg(A). Queremos provar que z pertence a A. Definem-se os conjuntos
A, =[xz — %, T+ %] N A, que sdo sequencialmente fechados por serem a inter-
secgao de dois conjuntos sequencialmente fechados. Por hipoétese, existe (z;,)
tal que, paran € N, z,, € A, C A. A sucessdo (z,) converge para x, logo
x € or(4) = A. L]

Teorema 2.2.10 ([16]) Se CMCyo(R) se wverifica, entdo R é um espago

sequencial.

Demonstragao: Seja (A,,) uma familia de subespagos sequencialmente fechados
nao vazios de R. Tendo em conta o lema precedente, é suficiente provar que esta
familia admite uma funcao de escolha.

Por CMCywyo(R), existe uma familia (B,,) de conjuntos ndo vazios bem-
ordenéveis tal que B,, C A, para cada n. Como em cada B,, existe uma boa-
ordem, or(B,) = kr(Bn) C or(A,) = A,. Por 2.1.10, toda a familia de
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2.2 R é um espaco sequencial

subconjuntos fechados em R admite uma escolha, logo existe (z,), tal que
Ty € kR(An) - An ]

Corolario 2.2.11 Se R € a unido numerdvel de conjuntos numerdveis, entao

R € um espago sequencial.

Demonstragao: Se R é a unido numeravel de conjuntos numeraveis, entao R é
a unido bem-ordenada de conjuntos numeraveis, que é equivalente a MC,, (R)
pela Proposicao 1.1.13. E entdo imediato que MC,,(R) implica CMCyy o (R).

]

Corolario 2.2.12 ([16]) A condigio “R é um espago sequencial” nao implica

CC(R).

Em [6] A. Church provou que CC(R) implica que o primeiro ordinal néo
numeravel nao é o limite de uma sucessao de ordinais numeréveis, o que implica
que R ndo é a unido numeravel de conjuntos numeraveis (ver 31, p.148]). No
Modelo de Feferman/Levy [11], R é a unido numerével de conjuntos numeréveis,

logo CC(R) néo se verifica, mas por 2.2.11 R é sequencial.

Seguindo a mesma linha de raciocinio, podemos deduzir também o seguinte

corolério, simplificando assim a prova que esta em [27].

Corolario 2.2.13 Se R € a unido numerdvel de conjuntos numerdveis, entao
o Azioma da Escolha Numerdvel nao se verifica para familias de subconjuntos

numerdveis de R.

Como vimos na demonstragao de 2.2.11, se R é a uniao numerével de con-
juntos numeréaveis, entdo CMC,,(R) verifica-se. Conclui-se que o Axioma da
Escolha Numerével nao se verifica para familias de subconjuntos numeraveis de
R porque CC(R) néao é valido (1.1.14).
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Capitulo 3

Propriedades numeraveis

No terceiro capitulo vao ser estudadas as relagoes entre o Axioma da Es-
colha Numerével e algumas nogoes topologicas que envolvem numerabilidade.
Nomeadamente, vamos centrar a nossa atengao nas classes de espagos de Lin-
deldf, com uma base numeravel (i.e., que verificam o Segundo Axioma da Nu-

merabilidade) e separaveis.

3.1 Espagos métricos

Como é bastante conhecido, um espago (pseudo)métrico é de Lindeldf se
e s6 se tem uma base numerével se e s6 se é separavel. Estas equivaléncias
nao permanecem vélidas na auséncia do Axioma da Escolha, o que alias ja foi
visto para subespagos de R no capitulo anterior. O caso real ja é objecto de
estudo ha algum tempo e mostra que algumas das implicagbes nao se verificam
em ZF. Mas foram C. Good e I. J. Tree [15] que realgaram de uma forma
global a impossibilidade de provar em ZF todas as implicagoes, & excepc¢ao de
uma, para espagos métricos. Na sequéncia desse trabalho H. L. Bentley e H.
Herrlich [2] estudaram qual seria a situagao dos mesmos resultados para espagos
pseudométricos.

Nesta secgdo vamos descrever o que acontece para os espacos (pseudo)mé-
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3.1 Espagos métricos

tricos, aproveitando para ver qual é a situagdo das implicagdes que em ZFC sao

verdadeiras para espagos topologicos.

Lema 3.1.1 Todo o espaco pseudométrico separdvel tem uma base numerdvel.

Demonstrag¢ao: Sejam (X, d) um espago pseudométrico e A C X numeravel e

denso em X. Entdo {B(z, 1) : 2 € A en € N} ¢ uma base numerdvel de X. =

Teorema 3.1.2 Se o Azioma da Escolha Numerdvel se verifica, entdo, para um

espago pseudométrico X, as segquintes condigoes sao equivalentes:
(i) X é de Lindeldf;

(ii) X tem uma base numerdvel;

(iii) X ¢ separdvel.

Demonstrag¢ao: A implicacao (iii)=-(i) € o lema precedente e (ii)=-(iii) é 6bvia.
Falta entao provar (i)=-(ii).

Seja X um espago pseudométrico de Lindeldf. Consideremos para cada n a
cobertura aberta U,, := {B(z,2) : 2 € X}. Como X ¢ de Lindelsf, cada U,
tem uma subcobertura numeravel. Por CC podemos escolher para cada n uma
dessas subcoberturas numeraveis V,,. E agora facil concluir que B := U, Vn &
uma base para a topologia de X e, pelo Lema 1.1.20, B é numeravel, pois é a

uniao numeravel de conjuntos numeraveis. [ |

Note-se que a demonstracao usual destas equivaléncias usa apenas o Axioma
da Escolha Numerével (e.g., [47, Teorema 16.11]), ainda que isso nem sempre

seja mencionado de forma explicita.
E valido para espacos topologicos em geral que todo o espaco com uma base
numeravel é separdvel, o que se prova facilmente usando CC, e é de Lindelof,

que ja vimos ser equivalente a CC(R) no Corolario 2.1.6.
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Cap.3 Propriedades numeraveis

A Proposicao que se segue é imediata a partir dos Corolarios 2.1.6, 2.1.7 e
do Lema 3.1.1.

Proposigao 3.1.3 As condigioes sequintes sao equivalentes a CC(R):

(i) todo o espago (pseudo)métrico com uma base numerdvel é de Lindeldf;
(ii) todo o espago (pseudo)métrico separdvel € de Lindeldf.

O Segundo Axioma da Numerabilidade é hereditario (em ZF) ou seja, se um
espago topologico tem uma base numeravel, entao todo o seu subespaco tem
uma base numeravel. E assim imediato que, se o Axioma da Escolha Numeravel
se verifica, a separabilidade é também uma propriedade hereditaria para espagos
(pseudo)métricos. No decurso do estudo que estamos a fazer, surgem natural-
mente as condigoes em que subespagos de espagos (pseudo)métricos separaveis

sS40 separaveis.
Proposicao 3.1.4 As condigdes sequintes sao equivalentes a CC(R):

(i) todo o espago topoldgico Ty com uma base numerdvel é separdvel;
(ii) wm espago métrico tem uma base numerdvel se e sé se € separdvel;

(iii) todo o subespago de um espago métrico separdvel é separdvel.

Demonstra¢io: E imediato que (i)=-(ii) porque todo o espago metrizavel é Tp.

(ii)=(iii) O Segundo Axioma da Numerabilidade é hereditéario, logo de (ii)
decorre que a separabilidade é também hereditaria.

(iii)=CC(R) Se (iii) & verificada, entdo todo o subespago de R & separavel,
o que pelo Corolario 2.1.2 é equivalente a CC(R).

CC(R)=-(i) Se (X,T) é um espago topologico T com uma base numeravel
(Bp), entao pelo Lema 1.2.9 |X| < |R|, e portanto CC(R) diz que existe um

conjunto {z, : x, € B, e n € N}. Esse conjunto é denso em X. [
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3.1 Espagos métricos

Proposicao 3.1.5 (|2]) As condigdes sequintes sio equivalentes a CC:

(i) todo o espago topoldgico (pseudométrico) com wma base numerdvel é

separdvel;
(ii) todo o espago pseudométrico de Lindeldf é separdvel;

(iii) todo o espago topoldgico (pseudométrico) de Lindeldf e com uma base nu-

merdvel € separdvel.

Demonstrag¢ao: As implicagoes CC=>(i)=-(iii) e CC=>(ii)=-(iii) ou sao 6bvias
ou estao no Teorema 3.1.2. Basta-nos entao provar que, se todo o espago pseu-
domeétrico de Lindeléf e com uma base numeréavel é separavel, entao CC é
véalido.

Seja (X,,) uma familia numeravel de conjuntos nao vazios. Suponhamos que
*,00 ¢ |J,, X, e consideremos X := 0.

Define-se o espago pseudométrico (X, d) com X :=J,, (X, x {n}) U{(*,00)}
e d definida por

0 sen=m
A ={ o )

O espago (X,d) tem uma base numeravel {X, x {n} : n € N} U
{(*,00) U g, (Xi x {k}) : n € N} e ¢ de Lindeldf (¢ inclusive compacto)
porque todo o aberto a que (x,00) pertence contém todos menos um nimero
finito dos conjuntos X,, x {n}, sendo portanto apenas necessaria uma escolha
finita para provar que X é de Lindel6f (compacto).

Temos entao que X é separavel por hipotese, logo existe um conjunto nu-
meravel que toma valores em todos os conjuntos X,, x {n}, o que induz uma

fungao de escolha na familia (X,,). ]

Proposicao 3.1.6 ([2]) O Azioma da Escolha Numerdvel verifica-se se e so se

todo o subespaco de um espago pseudométrico separdvel € separdvel.

Demonstracao: Uma implicagao é consequéncia do facto de ter base numeravel

ser uma propriedade hereditaria e do Teorema 3.1.2.
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Cap.3 Propriedades numeraveis

Seja agora (X,,) uma familia numeravel de conjuntos nao vazios e definamos
em X :=J,((X, U{0}) x {n}) uma pseudométrica d por

0 sen=m

d((xz,n), (y,m)) := { 1 sen#m.

O espago (X, d) tem um subespago numerével denso A := {(0,n) : n € N},
logo Y := X\ A tem também um subespago numeravel denso, o que implica a

existéncia de uma escolha em (X,,). ]

Juntamente com as questoes que temos estado a tratar seria interessante
saber quais as condigoes de Teoria dos Conjuntos que sdo equivalentes a: (a)
todo o espago métrico de Lindeldf é separéavel; (b) todo o espago métrico de
Lindelof tem uma base numeravel; (¢) todo o subespago de um espago métrico
de Lindelof é de Lindelof. As questoes (b) e (c¢) estdo também em aberto para
espacgos pseudométricos, mas sao equivalentes as respectivas questoes para es-
pagos métricos, pois um espago pseudométrico é de Lindelof (resp. tem uma
base numeravel) se e s se a sua reflexdo nos espagos métricos é de Lindelof
(resp. tem uma base numerével).

Nao é conhecido se a condi¢ao (iii) da Proposigdo 3.1.5 é valida em ZF para
espagos métricos, embora possa ser provada usando CC(R) e seja sempre vélida
para subespagos de R (2.1.11).

Os resultados finais desta secgdo mostram que as condigoes (a), (b) e (¢) nao

sao provaveis em ZF.

Proposicao 3.1.7 ([15]) Se todo o espago métrico de Lindeldf tem uma base
numerdvel, entao o Azioma da FEscolha Numerdvel verifica-se para familias de
conjuntos finitos (CC(fin)).

Demonstrag¢ao:  Seja (X,,) uma familia numeravel de conjuntos finitos nédo

vazios. Pelo Lema 1.1.20 ¢é suficiente provar que | J,, X, é numeravel.
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3.2 Base numeravel

Consideremos entao o espago métrico (X,d), com X := J, (X, x {n}) U
{(*,00)} e d definida por

d((z,n), (y,m)) :={ lfi w (x ;;Ey g

Analogamente ao que foi feito na demonstracao da Proposicao 3.1.5, o
espago (X,d) é de Lindelof (também é compacto). Temos entdo que X
tem uma base numerdvel. Como qualquer base de X contém o conjunto
{{(z,n)} : x € X;, e n € N}, a unido |J,, X;, € numeravel. ]

Corolario 3.1.8 Se todo o espago métrico de Lindelof é separdvel, entao CC(fin)

verifica-se.

Corolario 3.1.9 Se todo o subespago de um espaco métrico de Lindeldf é de
Lindeldf, entao CC(fin) verifica-se.

Demonstracao: Consideremos o espago de Lindelof X definido na demonstragao
da Proposigdo 3.1.7. O subespago Y := X\{(¥,00)} é também de Lindelof.
Mas Y ¢é discreto, logo tem que ser numerével e consequentemente CC(fin)

verifica-se. [ ]

Fica patente nesta demonstragao que, se todo o subespago de um espago
métrico de Lindeldf é de Lindelof, entdo N é de Lindelof, ou seja CC(R) verifica-
se. Esta conclusao nao é alids uma surpresa, pois se todo o subespago de, por
exemplo, um intervalo fechado de R for de Lindel6f, CC(R) verifica-se (ver 2.1.6
ou 2.1.9).

3.2 Base numeravel

A presente seccao é dedicada ao estudo de uma caracterizagdo dos espagos
que verificam o Segundo Axioma da Numerabilidade, que ndo é demonstravel
em ZF. Comegamos por enunciar o teorema que nos da a referida caracterizagao

em ZFC, para de seguida estudarmos o grau de escolha envolvido nesse teorema.

40



Cap.3 Propriedades numeraveis

Teorema 3.2.1 (ZFC) Toda a base de um espago que verifica o Seqgundo Azioma

da Numerabilidade contém uma base numerdvel.

Como iremos analisar de seguida este resultado ndo é sequer valido para o
espago topologico real, o que, como acontece noutras situacoes, tem um papel

central na prova de que o Teorema 3.2.1 é equivalente a CC(R).

Teorema 3.2.2 ([17]) As condigdes sequintes sao equivalentes a CC(R):

(i) toda a base de um espago que verifica o Sequndo Azioma da Numerabili-

dade contém uma base numerdvel;

(ii) toda a base para os abertos do espago topoldgico real contém uma base

numerdvel.

Demonstra¢ao: Como R verifica o Segundo Axioma da Numerabilidade, é claro
que (i) implica (ii).

CC(R)=-(i) Para esta implicagdo vamos seguir a demonstragdo habitual
(e.g., [9, 2.4.17], [19, 1.1.20]), tendo no entanto o cuidado de néo usar nenhum
principio de escolha mais forte do que CC(R).

Sejam (X,7) wum espago topologico com uma base numeravel
B := {B, : n € N} e € uma qualquer base de (X,T). Definem-se, para
cada par (n,m) € N x N, o conjunto C(n,m) := {C € ¢: B, C C C B,,}
el := {(n,m) € NxN : Cn,m) # 0}. E evidente que L # @ e que
(C(n,m))(n,m)eL € uma familia numerével de subconjuntos nao vazios de € C 7,
pois |L| < |IN x N| = Xg. Mas como (X,T) tem uma base numeravel, entdo
|T] < |R[, pelo Lema 1.2.9, e portanto por CC(R) existe uma funcao de escolha
em (C(n,m))(n,m)eL- Isto & equivalente a dizer que existe um conjunto da forma
{C(n,m) : (n,m) € L eC(n,m) € C(n,m)}, que facilmente se prova ser uma
base numeravel de (X, 7T).

(i))=CC(R) A proposigao 2.1.4 diz-nos que é suficiente mostrar que todo o
espaco denso em R é separavel.

Seja A um espago denso em R. O conjunto A := {(a,b) : a,b € A, a < b}

é uma base para os abertos de R porque A é denso em R. Por hipotese existe

41



3.2 Base numeravel

uma base numeravel {(a,,b,) : n € N} contida em A. O conjunto {a, : n € N}

é numeravel e denso em A, logo A é separavel. [

O Teorema 3.2.1 fornece uma defini¢ao alternativa para o Segundo Axioma
da Numerabilidade que, na auséncia do Axioma da Escolha, ndo se mantém
equivalente a definicao habitual. Esse facto serviu de motivagao a introdugao

de uma “nova” definicao em ZF.

Defini¢ao 3.2.3 Um espacgo topologico tem sempre base numerdvel (SBN) se

toda a base contém uma base numeravel.

Os resultados seguintes fazem um paralelo com alguns dos resultados da
primeira secgao deste capitulo. Nomeadamente, sao comparadas as classes de

espacos separaveis e de espacos de Lindelof com a classe que acabamos de definir.

Corolario 3.2.4 As condigoes sequintes sao equivalentes a CC(R):
(i) R tem SBN;

(ii) todo o espago (pseudo)métrico separdvel tem SBN.

Este resultado é consequéncia imediata do Teorema 3.2.2 e de que todo o

espago pseudométrico separavel tem uma base numeravel (Lema 3.1.1).

A condigado todo o espago topoldgico (ou pseudométrico) que tem SBN é
separdvel é equivalente a CC. A demonstracio é idéntica a que foi feita para
espagos com uma base numeravel (3.1.5). Atendendo & maneira como o Teorema
3.2.2 foi demonstrado, talvez nao seja surpreendente que, para subespacos de

R, este resultado seja demonstrivel em ZF.
Teorema 3.2.5 Todo o subespaco de R que tem SBN € separdvel.
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Cap.3 Propriedades numeraveis

Demonstracao: Seja A C R um espago que tem SBN. Sem perda de genera-
lidade, suponhamos que todos os elementos de A sdo pontos de acumulagao a
esquerda e & direita de A.

O conjunto A := {(a,b)NA:a,b€ A, a < b} é uma base para os abertos de
A. Como A tem SBN, existe uma base numerével {(a,,b,) : n € N} contida em

A. O conjunto {a, : n € N} é numeravel e denso em A, logo A é separavel. m

Na demonstragao que acabamos de fazer, se A tiver elementos que nao sejam
pontos de acumulagdo a esquerda e a direita de A, a construcao da base A tem

que ser alterada, mas a demonstragao permanece essencialmente a mesma.

A demonstragao de que todo o espago métrico com uma base numerdvel
é separdvel implica CC(R) (ver 3.1.4) usa o facto de esse resultado ndo ser
valido para subespagos de R. Temos assim que essa demonstracao nao pode ser
adaptada para espagos que tém SBN. Fica portanto por saber se existe algum

espago métrico que tem SBN mas nao é separavel.

Teorema 3.2.6 Todo o subespaco real de Lindeldf tem SBN se e sé se CC(R)

se verifica.

Demonstragao: Se CC(R) se verifica, entao, pelo Teorema 3.2.2, todo o sub-
espago de R tem SBN.
Pode-se provar, de maneira semelhante & demonstracao do Teorema 3.2.2,
que CC(R) é equivalente & afirmagao: o intervalo fechado [0, 1] tem SBN.
Como [0,1] é de Lindeldf, por hipotese tem SBN o que implica CC(R). =

Corolario 3.2.7 Se todo o espago métrico de Lindeldf tem SBN, entao CC(R)

verifica-se.

Para terminar vé-se facilmente que a condigao Todo o espaco que tem SBN
é de Lindeldf é equivalente a CC(R), uma vez que N tem SBN.
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Uma questao ainda em aberto é a de saber quando é que a propriedade de ter
SBN ¢ hereditaria. De momento nao é inclusive conhecido se a hereditariedade

de ter SBN ¢é provavel em ZF.

3.3 Produtos de espacos separaveis e com uma
base numeravel

Em ZFC o produto numeravel de espagos com uma base numeravel tem
ainda uma base numeravel, e o produto de uma familia de espagos separaveis
cujo indice tem cardinal inferior ou igual a 280 é separavel. A primeira destas
propriedades e a restrigao da segunda ao produto numeravel de espacos de Haus-
dorff separaveis foram consideradas por K. Keremedis [33], que provou que cada
uma delas implica o Axioma da Escolha Numeréavel para familias de conjun-
tos numeraveis (CC(Xg)). Nesta sec¢ao vamos mostrar que esses resultados
podem ser melhorados, sem no entanto serem dadas respostas definitivas, pois
nao é conhecida uma condigao de Teoria dos Conjuntos equivalente a qualquer
das propriedades estudadas por Keremedis. No caso mais geral para espagos

separaveis, atras referido, temos uma resposta mais satisfatoria.

Lema 3.3.1 Seja (X,,), uma familia numerdvel de conjuntos numerdveis.
A uniao |J,, X, € numerdvel se e so se existe uma familia numerdvel de

fungoes injectivas (f, : X, — N)j,.

Demonstra¢do: (=) Por hipotese, X := |J,, X,, é numeravel, logo existe
f + X — N injectiva. Obviamente as restri¢oes f,, : X,, — N da funcao
f fornecem a familia (f,,), pretendida.

(<) Se existir uma familia (f,, : X, — N),, entdo pode-se construir uma
funcao injectiva f : {J,, (X5 x {n}) — N x N definida por f(z,n) := (fn(z),n).
Conclui-se primeiramente que a uniao disjunta dos X,,’s é numeravel. Defi-
nem-se agora k(x) := min{n € N: z € X}, para cada z € X = |J, Xn, e
g: X — UX, x{n}) com g(x) := (x,k(x)). A fungdo g ¢ injectiva e portanto

X é numerével. [ ]
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Proposicao 3.3.2 ([17]) Se o produto numerdvel de espagos com uma base nu-

merdvel tem uma base numerdvel, entao CUC wverifica-se.

Demonstragao: Seja (X,,), uma familia numerével de conjuntos numeraveis nao
vazios. Pelo Lema 3.3.1 é suficiente provar que existe uma familia de fungoes in-
jectivas (f, : X;, — N),,. Consideremos ainda os espagos topologicos discretos
Y, =X, U{n}.

Cada espago Y, tem uma base numeravel, logo Y := [], Y,, # 0 tem uma
base numerdvel. Se {Bj; : k € N} for base de Y, como as projecgbes sao
sobrejecgbes abertas, entdo {p,(By) : k € N} é uma base para Y,,. Para cada
z € X,, {z} & um elemento de qualquer base de Y,,. Existem entdo fungoes
fn + X,y — N definidas por f,,(z) := min{k € N : p,,(Bx) = {x}}, o que conclui

a demonstragao. m

Proposigao 3.3.3 Se o produto numerdvel de espagos separdveis de Hausdor[f

€ separdvel, entao CUC wverifica-se.

Demonstra¢ao: Considera-se o espago produto Y definido como na demonstra-
¢ao da Proposicao 3.3.2. Por hipdtese Y é separavel, logo existe D numeréavel
e denso em Y, e consequentemente p,, (D) é denso em Y, ou seja p,(D) =Y.
Uma bijecgao entre D e N induz, para cada n, uma fungdo injectiva de X,, para
N. ]

Corolario 3.3.4 Se o produto H X, de uma familia (X;);cr de espagos sepa-
i€R
rdveis de Hausdorff € separdvel, entio para toda a famdlia (Y;)ier de conjuntos

numerdveis existe uma familia de fungoes injectivas (f; : Vi — N)jer.

A demonstragdo segue os mesmos passos que a da proposigdo precedente,

apenas com uma alteragao de cardinal.

Proposigao 3.3.5 Se CC(2%°) se verifica, entdo o produto numerdvel de es-

pacos com uma base numerdvel tem uma base numerdvel.
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Demonstrag¢ao:  Seja (X,,,T,) uma familia de espagos topologicos com base
numerével. Precisamos de mostrar que [[, (X,,7,) tem uma base numeravel.
Pelo Lema 1.2.9, sabemos que |T,| < 2% para cada n. Consideremos os
conjuntos C,, := {(f : N — T,) : f(N) é uma base de (X,,T,)}. Para cada
n, |Cnl < [(T)N] < (2%0)R0 = 280 e por CC(2%°) existe (f,), tal que f, é um
elemento de C,,.
E agora claro que € := {p!(f.(k)) : n,k € N} é uma sub-base numeravel

do espago produto, e a base gerada por € é também numerével. [

Corolario 3.3.6 O produto numerdvel de espagos com topologias finitas tem
uma base numerdvel se e sé se o Axioma da Escolha numerdvel € vdlido para
familias de conjuntos finitos (CC(fin)).

A demonstragdo deste corolario é imediata a partir das Proposi¢oes 3.3.2 e
3.3.5, tendo em conta que CC(fin) é equivalente a CUC(fin) (Lema 1.1.20).

Teorema 3.3.7 O produto H X, de uma familia (X;);cr de espagos separdveis
i€R
€ separdvel se e s6 se o Axioma da Escolha € vdlido para familias cujo indice

tem cardinal iqual a 2%°.

Demonstragao: (<) Para provar esta implicacdo vamos seguir a demonstracao
de [10, 2.3.15], tendo apenas o cuidado de adaptar essa demonstragao a hipotese
do nosso Teorema.

Seja (X;)ier uma familia de espagos topologicos separaveis. Consideremos
para cada ¢ € R, o conjunto A; := {(f : N — X;) : f(N) é denso em X;}. Por
hipotese existe (f;)ier tal que f; € A; e o espaco ], fi(N) é denso em [], X;.
E portanto suficiente provar que L fi(N) é separavel. A partir deste momento,
segue-se a demonstragio que esté feita em [10].

(=) Seja (X;)iecr uma familia de conjuntos nao vazios e definam-se os espagos
topolégicos (Y5, T;), com Y; := X;U{i} e T; := {0, X;,Y;}. Cada um dos espagos
Y; é separavel e portanto Y := [[,Y; é também separavel. Ou seja existe

D := {x : k € N} numeravel e denso em Y. Para cada i € R, tomemos
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k(i) :== min{k € N: p;(zx) # i}, que existe porque p;(D) tem que ser denso em
Y;. A funcdo de escolha pretendida ¢ induzida por (p;(zx(;)))icr. ]

Se em vez de considerarmos familias de cardinal 28° considerarmos familias

numeraveis, a demonstragao permanece essencialmente igual.

Corolario 3.3.8 O produto numerdvel de espagos separdveis € separdvel se e

s6 se o Axioma da Escolha Numerdvel é vdlido.

Na demonstracao do Teorema 3.3.7 é evidente que podemos considerar ape-
nas o produto de topologias finitas. Para termos um paralelo com o Corolario

3.3.6, devemos considerar espacos finitos.
Corolario 3.3.9

(a) O produto H X; de uma familia (X;);cr de espagos com topologias finitas
ieR
€ separdvel se e s6 se o Axioma da Escolha é vdlido para familias cujo

indice tem cardinal igual a 2%°.

(b) O produto numerdvel de espagos com topologias finitas é separdvel se e 6

se CC se verifica.

(¢) O produto HX,» de uma familia (X;);cr de espagos finitos € separdvel se
ieR
e 56 se AC(fin) € vdlido para familias cujo indice tem cardinal igual a 2™°

(d) O produto numerdvel de espagos finitos é separdvel se e sé se CC(fin) se

verifica.
Para demonstrar (c¢) e (d) basta recordar, uma vez mais, que CC(fin) é

equivalente a CUC(fin) e proceder de maneira idéntica as demonstragoes da

Proposicao 3.3.3 e da primeira parte do Teorema 3.3.7.
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3.4 Produtos de espacos de Lindelof

Depois de na secgao precedente termos analisado em que condigoes se veri-
ficam certos resultados sobre o produto de espagos separaveis e com uma base
numerével, vamos agora olhar para os produtos de espacos de Lindeléf. E no
entanto do conhecimento geral que o produto de apenas dois espacos de Lindel6f
pode nao ser de Lindel6f. H. Herrlich [21] provou contudo que neste caso sdo os
contra-exemplos que nao podem prescindir de “alguma” forma de escolha.

Os principais resultados desta secgdo estao em [21].

Vamos comecar pelo resultado que serviu de base aos resultados aqui apre-

sentados e que é uma generalizacao do Teorema 2.1.9.

Teorema 3.4.1 ([21]) Existe um espago Ty de Lindeldf e nao compacto se e sé
se CC(R) se verifica.

Demonstracao: Depois do Teorema 2.1.9, apenas precisamos de mostrar que a
existéncia de um espago T; de Lindeldf e ndo compacto implica CC(R). Seja
entdo X um espaco nessas condigbes. Como X é de Lindel6f, mas ndo compacto,
tem uma cobertura aberta U := {U, : n € N} numeréavel sem subcobertura
finita. Sem perda de generalidade, podemos considerar U,, C U,,, para n < m.
Definem-se Ay := Uy e A, := U, \ Up—1 # 0 paran € N\ {1}. Consideramos
ainda os conjuntos B(n,z) := U, \ {z} paran € N e z € A,, e a cobertura
aberta de X
V:={B(n,x):neNez e A,}.

Como X ¢ de Lindeldf, V tem uma subcobertura numeravel W := {W}, : k € N}.
Claramente M := {n € N : (3k € N)IWW;, = B(n,z) para algum = € A,} é in-
finito porque caso contrario W nao seria cobertura de X. Podemos assim definir,
para cada m € M, k(m) := min{k € N: W = B(m,z) para algum z € A,,}
e T, como sendo o tnico elemento de A,, tal que Wy, = B(m,z,). O
subespago Y := {z,, : m € M} de X ¢ infinito numeravel e discreto, uma
vez que Y é ainda T e cada x,, pertence a um conjunto finito aberto em Y,
{tn:n<m}=U,NY.
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Para finalizar conclui-se que Y é de Lindel6f porque é fechado em X, e é
homeomorfo a N. Portanto N é de Lindel6f, o que é suficiente para concluir a

demonstragao, tendo em conta o Teorema 2.1.5. ]

Os dois resultados seguintes sao muito conhecidos pelo que sao deixados sem

demonstracao. Note-se que a demonstracao habitual do Lema 3.4.3 é vélida em
ZF.

Teorema 3.4.2 ([38, 37, 20]) As condi¢des sequintes sao equivalentes:
(i) o produto de espagos compactos de Hausdorff é compacto;
(i) 27 ¢ compacto para qualquer I, sendo 2 o espago discreto com 2 pontos;

(iii) o Teorema do Ultrafiltro.

Como ja foi referido no final da Secgao 1.1, o Teorema do Ultrafiltro é equi-

valente ao Teorema do Ideal Booleano Primo.
Lema 3.4.3 (e.g., [43, 103.6], [21]) NF ndo ¢é de Lindeldf.

Teorema 3.4.4 ([21]) O produto de espagos que sao de Lindeldsf e de Hausdorff
¢ de Lindeldf se e s se o Teorema do Ultrafiltro € vdlido e CC(R) ndo.

Demonstrag¢io: (=) Como NF ndo ¢ de Lindeldf, por hipétese N também
nao pode ser, logo pelo Teorema 2.1.5 CC(R) néo se verifica. Temos entdo
que o Teorema 3.4.1 diz que os espagos de Lindeldf que sao de Hausdorff sao
exactamente os compactos. E agora imediato, a partir do Teorema 3.4.2, que o
Teorema do Ultrafiltro é valido.

(<) Se CC(R) néo ¢é valido, entdo o Teorema 3.4.1 diz que os espacos de
Lindeldf e de Hausdorff sao exactamente os compactos. Como por hipdtese o
Teorema do Ultrafiltro é valido, uma vez mais o Teorema 3.4.2 permite concluir

a demonstracgao. ™
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Existem de facto modelos onde UFT é valido e CC(R) nao (Modelo Basico
de Cohen — M1 em [28]).

Ao contrario do que acontece para produtos arbitrarios, o produto de espagos
finitos ¢ de Lindel6f, em ZFC, uma vez que é compacto. E evidente a partir do
Teorema 3.4.2 que este resultado pode ser provado a partir do Teorema do
Ultrafiltro. Nao é conhecida a situagao da implicagao inversa, mas apenas um

resultado mais fraco.

Proposicao 3.4.5 Se 2! ¢ de Lindeldf para qualquer I, entio ou se verifica
UFT ou se verifica CC(R).

Demonstracdo: Se, para qualquer I, 2! & compacto, entdo pelo Teorema 3.4.2
UFT verifica-se. Se, pelo contrario, existe I tal que 2! néo é compacto, entdo
por hipétese 2/ ¢ um espaco de Lindeldf e ndo compacto. Como 2! é um espaco
T}, pelo Teorema 3.4.1 CC(R) ¢é valido. ]

No Modelo de Truss I (M12(R) em [28]), existe um conjunto I tal que 27
nao é de Lindeldf, dado que nem UFT nem CC(R) se verificam.

Para mais informagoes sobre o produto de espagos de Lindel6f em ZF, devera

consultar [21].
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Capitulo 4

Espacos definidos por limites

Um assunto que é normalmente incluido num livro introdutério de Topologia
é o estudo de limites e dos espacos que podem ser caracterizados através deles.
Neste capitulo vamos ver que alguns dos resultados habitualmente estudados
nesse contexto dependem do uso de “alguma” escolha. Vamos nomeadamente
considerar limites de sucessoes —como anteriormente para R— e de ultrafiltros e
as classes de espagos que podem ser definidas através dos seus limites, como por

exemplo os espagos de Fréchet-Urysohn e os sequenciais.

4.1 Espacos definidos por sucessoes

Como ja vimos o espaco topolégico R pode nao ser um espago sequencial
(2.2.1), o que implica, naturalmente, que o teorema de ZFC todo o espago que
verifica o Primeiro Azioma da Numerabilidade € de Fréchet-Urysohn nao seja
um Teorema de ZF. Claro que, entre R e a classe dos espagos que verificam o
Primeiro Axioma da Numerabilidade, existem muitas outras classes que é inte-
ressante comparar com a classe dos espagos de Fréchet-Urysohn ou dos espagos

sequenciais, nomeadamente as seguintes classes:

(a) espagos que verificam o Primeiro Axioma da Numerabilidade,
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4.1 Espacos definidos por sucessdes

(b) espagos (pseudo)métricos,

(c) espagos com base numerével,

(d) espagos Ty com base numerével,

(e) espagos métricos com base numeravel,
(f) subespagos de R.

Enquanto que para os espacos de Fréchet-Urysohn algumas destas questoes
ja foram estudadas (e.g., [12, 23]), muito pouco se sabe sobre as relagdes entre
o Axioma da Escolha (Numeravel) e os resultados correspondentes para espagos
sequenciais. Tal como no caso dos niimeros reais, vamos também estudar simul-
taneamente a classe dos espagos que tém o fecho sequencial idempotente, por

estar naturalmente relacionada com as outras duas classes.

Teorema 4.1.1 Todo o espaco métrico € sequencial se e sé se o Azxioma da

Escolha Numerdvel se verifica.

Demonstrag¢ao: (<) Na demonstragao habitual de que todo o espago que veri-
fica o Primeiro Axioma da Numerabilidade é de Fréchet-Urysohn ([10, 1.6.14]),
a unica escolha utilizada é CC.

(=) Seja (X, )nen uma familia numerével de conjuntos nao vazios. A Propo-
si¢ao 1.1.10 diz que é suficiente provar que existe uma sucessao que toma valores
em X,, para um ndmero infinito de valores de n.

Considera-se Y := |J,,(X, x {n}) U{(x,00)}. A fungdod:Y xY — R

definida, como em 3.1.7, por

R St

é¢ uma métrica em Y. Por hipotese ¥ é um espago sequencial e como
X =Y\ {(*,00)} nao ¢ fechado em Y, também néo ¢ sequencialmente fechado.

Ou seja, existe uma sucessdo em X que converge para (x,00), intersectando

52



Cap.4 Espacos definidos por limites

portanto um ntmero infinito dos conjuntos X,, x {n}, o que completa a de-

monstracao. [ |

O espago Y que consideramos nesta demonstragao é completo, e por isso
o resultado seguinte é imediato. Como iremos também ver noutros casos, este

resultado é uma generalizacao do que acontece no espago métrico real.

Corolario 4.1.2 As condigdes sequintes sao equivalentes a CC:
(i) todo o espago métrico completo € sequencial;

(ii) todo o subespago completo de um espago métrico é fechado.

Demonstra¢ao:  CC=-(ii) Esta implicagdo é imediata a partir do Teorema
4.1.1, tendo em conta que a Proposi¢ao 1.2.14 diz que todo o subespago métrico
completo é sequencialmente fechado.

(ii)=(i) A condicao (ii), juntamente com o Corolario 1.2.16, implica que um
subespago de um espago métrico completo é completo se e s6 se é fechado. Do
Corolario 1.2.17 vem que X é sequencial.

(i)=CC O espago métrico Y construido na demonstragao do Teorema 4.1.1 é
completo, e portanto essa demonstragao permanece valida para espagos métricos

completos. [

Corolario 4.1.3 As condicées sequintes sao equivalentes a CC:
(i) todo o espago (pseudo)métrico é de Fréchet-Urysohn;

(ii) todo o espago que verifica o Primeiro Azioma da Numerabilidade é de

Fréchet-Urysohn;

(iii) todo o espago que verifica o Primeiro Azioma da Numerabilidade

€ sequencial.

A equivaléncia entre (i) e (ii) é parte da Proposigdo 5 em [23]. A demons-

tracao do Teorema 4.1.1 é uma adaptacao da demonstragao dessa proposigao.
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Teorema 4.1.4 Todo o espago que tem uma base numerdvel é sequencial se e

80 se o Azioma da Escolha Numerdvel se verifica.

Demonstracao: Uma das implicagoes ja esta clara. Para a outra implicacao,
consideram-se (X,,), e Y como na demonstragdo do Teorema 4.1.1, e uma to-

pologia em Y definida através da base numeravel

B = {X, x {n} :n e N}U{|J (Xi x {k}) U{(+,00)} : n € N}.
k=n
Tal como em 4.1.1, o conjunto Y \ {(x,00)} ndo é fechado. A partir deste

ponto a demonstragao prossegue como a demonstragao do Teorema 4.1.1. ]

Corolario 4.1.5 Todo o espagco que tem uma base numerdvel é de Fréchet-

Urysohn se e sé se o Azioma da Escolha Numerdvel se verifica.

Teorema 4.1.6 O fecho sequencial € idempotente para todos os espag¢os métri-

cos se e s6 se € vdlido o Axioma da Escolha Numerdvel.

Demonstracao: Como em todos os espagos de Fréchet-Urysohn o fecho sequen-
cial é idempotente, uma das direccoes é imediata.
Seja (X)), uma familia numerével de conjuntos ndo vazios, tomemos é =0
e defina-se
Y= X x N x {n} U{(*,00,n)}] U{(*,00,00)}.
n

No conjunto Y definimos uma métrica da seguinte maneira:

Como, para cada x € X,,, a sucessao ((x, k,n))ren converge para (*,00,n), 0
ponto (x,00,m) estd em oy(X, x N x {n}). Temos entdo que, para
X = U,Xn x N x {n}, {(x,o0,n) : n € N} C oy(X). A sucessdo

((*,00,m)), converge para (*,00,00) e portanto (*,00,00) € oy (oy (X)).
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Finalmente, tem-se que por hipétese 02 = oy, o que significa que existe uma
9 Y 9

sucessdo em X que converge para (*,00,00). E agora facil concluir que existe
uma sucessao que toma valores em X, para um ntumero infinito de valores de

n, o que tendo em vista a Proposigao 1.1.10 conclui a demonstracao. [

Corolario 4.1.7 O fecho sequencial € idempotente para todos os espag¢os que
verificam o Primeiro Azioma da Numerabilidade se e s se € vdlido o Axioma

da Escolha Numerdvel.

Teorema 4.1.8 O fecho sequencial é idempotente para todos os espagos que

tém uma base numerdvel se e sé se € vdlido o Axioma da Escolha Numerdvel.

Demonstragao: (=) Sejam (X,), uma familia numeravel de conjuntos nao
vazios, Yy, := X, U{x} e Y := [, (Yn x {n}) U {(*,00)} com * & |J,, Xpn. O

conjunto

B ={Y, x {n} :n e N}U{[J (Vi x {k}) U{(*,00)} : n € N}

k=n

é uma base numeravel para uma topologia em Y.

Para cada x € X,,, (*,n) é o limite da sucessao constante ((z,n))g, e ((*,7n))n
converge para (x,00). Pode-se entdo concluir que para X := (J, X, x {n},
(x,00) € 0%(X). A demonstragao ¢é finalizada como a demonstragao do Teorema
4.1.6. |

Proposicao 4.1.9 As condigoes segquintes siao equivalentes a CC(R):
(i) todo o espago Ty que tem uma base numerdvel é de Fréchet-Urysohn;

(ii) o fecho sequencial € idempotente para todos os espagos Ty com uma base

numerdvel;

(iii) todo o espago métrico que tem uma base numerdvel € de Fréchet-Urysohn;
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(iv) o fecho sequencial € idempotente para todos os espagos métricos com uma

base numerdvel;
(v) todo o subespaco de R é de Fréchet-Urysohn;

(vi) o fecho sequencial é idempotente para todos os subespagos de R.

Demonstragio: E 6bvio que (i)=>(ii)=(iv)=(vi) e que (i)=(iii)=(v)=>(vi).

CC(R)=(i) Na demonstragdo de que se um espaco X wverifica o Primeiro
Axioma da Numerabilidade, entdo € de Fréchet-Urysohn apenas é feita uma
escolha numerével numa familia de subconjuntos de X ([10, 1.6.14]). Se X &
um espago Ty com uma base numeravel, entdo pelo Lema 1.2.9 |[X| < |R|, e
portanto CC(R) é suficiente para demonstrar (i).

(vi)=CC(R) Se (vi) se verifica, entdo or ¢ idempotente, o que pelo Teorema
2.1.1 é equivalente a CC(R). ]

Como R ¢ sequencial ndo é equivalente a CC(R) (Corolario 2.2.12), para
obter para espagos sequenciais os resultados correspondentes aos resultados da

Proposigao 4.1.9 temos que provar primeiro o seguinte teorema.

Teorema 4.1.10 Todo o subespago de R ¢é sequencial se e sé se CC(R) é

vdlido.

Demonstragao: (=) Seja (X,) uma familia numeravel de subconjuntos nao
vazios de R. Pode-se considerar X,, C (n+-17 1) e define-se X :=J,, X,, U {0}.
O conjunto X \ {0} néo é fechado em X, logo também néo é sequencialmente
fechado em X, pois X C R é um espaco sequencial por hipotese. Temos entao
que 0 tem que ser o limite de uma sucessao (zy)r em X \ {0}, o que implica
que (zx)r tome valores num ntmero infinito de conjuntos X,,, o que por 1.1.10

é suficiente para provar CC(R). |
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Corolario 4.1.11 As condigdes sequintes sao equivalentes a CC(R):
(i) todo o espago Ty que tem uma base numerdvel € sequencial;

(ii) todo o espago métrico que tem uma base numerdvel é sequencial.

E algo surpreendente que, para todas as classes que consideramos, exista
um paralelo entre as condigoes que sao necessarias para que cada uma delas
esteja contida na classe dos espagos de Fréchet-Urysohn e na classe dos espagos
sequenciais, respectivamente, ao contrario do que acontece com R. Ou talvez
o que surpreende é que R possa ser um espaco sequencial sem ser de Fréchet-
Urysohn (Modelo de Feferman/Levy — Corolario 2.2.12).

4.2 Espagos compactos

Na auséncia do Axioma da Escolha varias caracterizagoes e resultados usuais
sobre espacos compactos nao se mantém validos. Esse assunto é alids um dos
mais estudados em topologia sem escolha (e.g. [20, 8]).

Por estarem ligadas com as questoes de que temos estado a falar, vamos
centrar a nossa atencao em resultados que envolvam espacos sequencialmente
compactos.

Tanto para espagos (pseudo)métricos como para espagos topologicos com
uma base numeréavel as nogoes de espago compacto e de espago sequencialmente
compacto coincidem em ZFC. Como iremos ver de seguida, o Axioma da Escolha
Numerével é suficiente para provar essa equivaléncia. Por outro lado, ja sabe-
mos que podem existir subespagos de R sequencialmente compactos mas nao
compactos, e que portanto a equivaléncia nao é valida em ZF. Ambas as nogoes
coincidem para subespagos de R se e s6 se R é um espacgo sequencial (2.2.5 e
2.2.6). Nesta Seccao vamos investigar em que condigoes é que estas duas nogoes
de compacidade coincidem nas referidas classes. Para espagos pseudométricos,
H. L. Bentley e H. Herrlich [2] provaram que o Axioma da Escolha Numeravel

nao so é suficiente como também necessario para demonstrar essa equivaléncia.
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No entanto a demonstracao que fizeram nao pode generalizada para espagos
métricos.

Seguindo o que fizemos para os ntimeros reais, vamos ainda analisar o efeito
de substituir compacto por sequencialmente compacto em alguns resultados

familiares.

Lema 4.2.1 Se o Azioma da Escolha Numerdvel se verifica, entdo todo o espaco

topoldgico sequencialmente compacto é numeravelmente compacto.
Uma demonstracao deste resultado pode ser vista em [46, Teorema 7.1.2].

Teorema 4.2.2 Se o Azioma da Escolha Numerdvel se verifica, entdo um es-

pago com uma base numerdvel € compacto se e so se € sequencialmente compacto.

Demonstragao: Pelo Lema 4.2.1, se CC é valido, entao todo o espago sequen-
cialmente compacto é numeravelmente compacto e todo o espago numeravel-
mente compacto com uma base numeravel é compacto.

Para a outra implicagao basta usar a Proposigao 1.2.8, que diz que todo o
espago compacto que verifica o Primeiro Axioma da Numerabilidade é sequen-

cialmente compacto. |

A demonstragao de que todo o espago (pseudo)meétrico sequencialmente com-
pacto é compacto nem sempre é escrita de forma explicita. Por esse motivo, na
maioria dos livros de Topologia é dificil perceber que o Axioma da Escolha
Numerével é suficiente para provar esse facto. Por isso é aqui incluida uma

demonstracao desse facto.

Teorema 4.2.3 Se o Azioma da FEscolha Numerdvel se verifica, entGdo um es-

paco pseudométrico € compacto se e s6 se € sequencialmente compacto.

Demonstracao: Uma das implicagdes é consequéncia imediata da Proposicao
1.2.8. Resta-nos portanto provar que todo o espago pseudométrico sequencial-

mente compacto é compacto.
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Seja (X, d) um espago pseudométrico nao compacto.
Suponhamos primeiro que existe § > 0 tal que a cobertura aberta das bolas
abertas de raio § (B(x,0))zecx nao tem nenhuma subcobertura finita. Temos

entao que cada um dos conjuntos
Ap ={(z1,..,2,) € X" 1 i # j = d(x;,x;) > 6}

nao é vazio. Usando o Axioma da Escolha Numeravel, escolhe-se de cada A,
um elemento a,, = (27, ..,2"). Define-se agora uma sucessao (v, ), com y; = z}
e Yy = ai™ para i(n) := min{j : d(z7, yx) > g para k < n}. Esta sucesséo nao
tem subsucessao convergente e portanto X nao é sequencialmente compacto.
Suponhamos depois que, para todo o §, a cobertura aberta (B(z,9))zex
tem uma subcobertura finita. Como X nao é compacto, existe uma cobertura

aberta U sem subcobertura finita, o que implica que os conjuntos
Y, :={y: (YU € U) B(y,1/n) € U}

sejam diferentes do vazio devido a nossa suposi¢do. Por CC existe (y,)n tal
que cada y, ¢é elemento de Y,. A sucessdo (y,) ndo tem nenhum ponto de
acumulacao e consequentemente nenhuma subsucessao convergente, logo X nao

é sequencialmente compacto. ]

Proposicao 4.2.4 Todo o espaco topologico sequencialmente compacto € nu-

meravelmente compacto se e sé se o Axioma da Escolha Numerdvel se verifica.

Demonstracao: Uma das implicagoes é o Lema 4.2.1.

Para provar a outra implicagdo, consideramos uma familia numeravel (X,,)
de conjuntos nao vazios e X = (J X,, x {n}. Em X considera-se a topologia que
tem por base

B :={X, x{n}:neN}

Com esta topologia X ndo é numeravelmente compacto, e portanto nao é se-
quencialmente compacto. Isto significa que existe em X uma sucessao sem sub-
sucessao convergente. Tal sucessao tem que tomar valores num nimero infinito

dos conjuntos X,,, logo CC verifica-se pela Proposigao 1.1.10. ]
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O espago topologico X construido nesta demonstragdo tem uma base nume-
ravel e é pseudometrizavel por d((x,n), (y,m)) = |n — m|. Estes factos junta-
mente com os Teoremas 4.2.2 e 4.2.3 e a Proposicao 1.2.8 tornam imediato o

préximo corolario.

Corolario 4.2.5 ([2]) As condigoes sequintes sao equivalentes a CC:

(i) um espago que verifica o Primeiro Azioma da Numerabilidade € sequen-

ctalmente compacto se e so se € numeravelmente compacto;

(ii) um espago com uma base numerdvel é sequencialmente compacto se e s6

se é (numeravelmente) compacto;

(iii) wm espago pseudométrico € sequencialmente compacto se e s6 se € (nu-

meravelmente) compacto;

(iv) todo o espago pseudométrico sequencialmente compacto € limitado.

Para a classe dos espagos métricos nao existem equivaléncias correspondentes
as que acabamos de ver para espacos pseudométricos. E alias normal que certos
resultados para espagos métricos sejam menos evidentes do que para espagos
pseudométricos, como ficou claro na Secgao 3.1. No entanto podem-se provar

alguns resultados parciais.

Teorema 4.2.6 Se todo o espago métrico sequencialmente compacto é limitado,

entdo todo o conjunto infinito é Dedekind-infinito.

Demonstracao: Suponhamos que existe um conjunto infinito Dedekind-finito.
Pelo teorema 1.1.17, sabemos que existe uma familia (X,,), de conjuntos nao
vazios Dedekind-finitos que nao admite funcao de escolha. Logo, o conjunto
X :=JX, x {n} também é Dedekind-finito, e portanto X é sequencialmente

compacto para qualquer topologia definida em X.
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Falta agora munir X de uma métrica ilimitada para completar a demons-
tragao. Tal métrica pode ser a métrica d definida por
0 se(z,n)=(y,m)
d((z,n), (y,m)) := 1 sexfyen=m

[n—m| sen#m.

Corolario 4.2.7 Cada uma das seguintes condi¢des implica que todo o conjunto
infinito € Dedekind-infinito:

(i) todo o espago métrico sequencialmente compacto é (numeravelmente) com-

pacto;
(ii) todo o espago métrico sequencialmente compacto é de Lindeldf;

(iii) todo o subespago sequencialmente compacto de um espago métrico € fechado.

Demonstrag¢ao: A implicagao (i) ¢ imediata porque todo o espago numeravel-
mente compacto é limitado.

Para (ii), basta verificar que qualquer conjunto infinito Dedekind-finito mu-
nido da métrica discreta é sequencialmente compacto, mas nao é de Lindelof.
Em particular, (X, d) da demonstracao do Teorema precedente esta nessas condi-
goes.

Para provar a tltima implicagao, consideramos o conjunto X da demonstra-
¢ao do Teorema 4.2.6 como subespago de um espacgo topologico Y definido como
na demonstragao do Teorema 4.1.1. Como j4 foi referido, X é sequencialmente

compacto mas nao é fechado em Y. [

Proposicao 4.2.8 Todo o espago sequencialmente compacto que tem uma base
numerdvel € de Lindelof se e sé se o Axioma da FEscolha Numerdvel é vdlido

para familias de subconjuntos de R.

Demonstragao: Se CC(R) se verifica , entao pelo Corolério 2.1.6 todo o espago

com uma base numeravel é de Lindelof.
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Suponhamos que CC(R) nao se verifica. Ou seja existe uma familia nume-
ravel (X,,), de subconjuntos nao vazios de R que nao admite funcao de escolha.
Tendo em conta a Proposi¢ao 1.1.10, podemos considerar (X,,), tal que ne-
nhuma sucessdo toma valores em X,, para um numero infinito de valores de
n.

Constroi-se um espago topologico X como na demonstracdo da Proposigao
4.2.4. Este espago tem uma base numeravel. Como nenhuma sucessao em X
toma valores em mais do que um namero finito dos conjuntos X,, x {n}, X é
sequencialmente compacto. Por outro lado, é facil verificar que X é de Lindel6f
se e s6 se N é de Lindel6f. O Teorema 2.1.5 afirma que, se CC(R) nao ¢
verificado, entao N nao é de Lindelo6f, e portanto X também nao é de Lindelof.

]

O espago X que é utilizado nesta demonstragdo é pseudometrizavel. Esse

facto e o Corolario 4.2.7 permitem-nos chegar ao préoximo Corolario.

Corolario 4.2.9 Se todo o espago pseudométrico sequencialmente compacto é
de Lindeldf, entao CC(R) verifica-se e todo o conjunto infinito é Dedekind-

infinito.

Como ja foi mencionado, para espagos topolégicos que tém uma base nume-
ravel as nogoes de compacto e de numeravelmente compacto sao coincidentes
em ZF.

Para provar esta equivaléncia para espacos métricos, é suficiente o Axioma
da Escolha Numerével (1.2.8 e 4.2.3). Vamos agora ver que ela nao é um teorema
de ZF.

Proposigao 4.2.10 ([33]) Se todo o espago métrico numeravelmente compacto
€ compacto, entdo todo o conjunto infinito € a unido infinita numerdvel de

conjuntos disjuntos nao vazios.

Demonstracao: Se X é um conjunto infinito, entao X com a topologia discreta

nao é compacto. Por hipotese X tem uma cobertura numeravel sem subcober-
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Cap.4 Espacos definidos por limites

tura finita. A partir desta cobertura facilmente se constroi uma particao infinita

numeravel de X. [ ]

No Modelo de Truss ITT (M37 em [28]) existe um conjunto infinito que nao é
a unido disjunta de dois conjuntos infinitos (e.g. [31, p.95|, [28, Forma 64]), logo
nao é a uniao infinita numerével de conjuntos disjuntos nao vazios. Ou seja,
neste modelo nao é vélida a equivaléncia entre compacidade e compacidade

numeravel para espacos métricos.

Refira-se ainda que todo o conjunto Dedekind-infinito é a uniao infinita nu-
meravel de conjuntos disjuntos nao vazios. Este facto é trivial, pois o conjunto

dos nimeros naturais tem a referida propriedade.

4.3 Espacos definidos por ultrafiltros

Na Secg@o 4.1 estudamos espagos que podem ser definidos através de su-
cessoes. Os resultados correspondentes para espagos topoldgicos em geral sao
enunciados utilizando filtros (ou redes). Nomeadamente o fecho de um con-
junto pode ser caracterizado através dos limites de filtros (e.g., [10, 1.6.9]). Esse
resultado é valido em ZF sem haver necessidade de alterar a prova habitual,
no entanto s6 é possivel utilizar ultrafiltros em vez de filtros na presenca do
Teorema do Ultrafiltro (UFT), o que como iremos ver nao pode ser evitado.

Sendo assim, o nosso primeiro objectivo vai ser mostrar que o seguinte Teo-
rema de ZFC é equivalente a UFT.

Teorema 4.3.1 (ZFC) O ponto = € X pertence ao fecho de A em X se e so se

existe um ultrafiltro W em X tal que U converge para x e A € U.

De forma a facilitar a escrita e tal como fizemos no caso das sucessoes, vamos
considerar o operador de fecho u definido através de limites de ultrafiltros e o

que é o menor operador de fecho idempotente maior ou igual a u.
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Definigoes 4.3.2 Seja A um subespago do espago topolégico X.
(a) ux(A):={z € X : (3U ultrafiltro em X)[U converge para z e A € U]}.

(b) x(A) := {B:AC B eux(B) =B}

Podemos agora reescrever o Teorema 4.3.1 dizendo simplesmente que a igual-
dade ux = kx é valida para qualquer espago topologico X. Verifica-se facil-
mente que uma das desigualdades é sempre valida, ou melhor, que, para todo o
AC X, ux(A) Cax(A) Ckx(A).

Fazendo um paralelo com o estudo da Secgao 4.1, e usando desta vez o
operador de fecho u, pode-se analisar quando é que se verificam as igualdades

u==Fk' e & = k? em cada uma das seguinte classes:
(a) espagos topologicos,
(b) espagos de Hausdorff,
(c) espagos que verificam o Primeiro Axioma da Numerabilidade,
(d) espagos (pseudo)métricos,
(e) espagos com uma base numeravel,
(f) espagos Ty com uma base numeravel,
(g) espagos métricos com uma base numeréavel,
(h) subespagos de R,
(i) {R}.

Ao contrario do que foi feito com o fecho sequencial, a idempoténcia de u
(u = 1) ndo pode — e nao deve — ser estudada em conjunto com as outras duas

propriedades. O seu estudo vai ser feito no final da secgao.

1X & de Fréchet-Urysohn se e s6 se kx = ox.
2X é sequencial se e s6 se kx = &x.
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Cap.4 Espacos definidos por limites

Teorema 4.3.3 Os operadores de fecho u e k coincidem na classe dos espagos

topoldgicos de Hausdorff se e sé se o Teorema do Ultrafiltro (UFT) se verifica.

Demonstracao: Se UFT é valido, entao a demonstragao usual pode ser uti-
lizada.

Provemos agora a implicagao contraria. Sejam F um filtro livre num conjunto
X e a um ponto fixo nesse conjunto. Considere-se em X a topologia definida
pela base B :={{z} :z € X\ {a}} U{F U {a} : F € F}. Facilmente se verifica
que a topologia definida desta maneira é de Hausdorff.

Como TF ¢é livre, existe um elemento B em F que nao contém a. E imediato
que kx(B) = BU{a} e portanto por hipotese ix(B) = B U {a}, ou seja existe
um ultrafiltro U que converge para a e contém B. Falta agora apenas mostrar
que F esta contido em U.

Para todo o conjunto F em F, F U {a} € U porque U converge para a, logo,
como B e U, BN(FU{a}) =BNF €U, o que implica que F seja também um
elemento de U. ™

Corolario 4.3.4 As condicies sequintes sao equivalentes a UFT:
(i) w=k na classe dos espagos topoldgicos;
(ii) @ =k na classe dos espagos topoldgicos;
(iii) w =k na classe dos espagos de Hausdorff.
A condigéo (i) deste corolario é a Proposigao 4.3.1.
Proposigao 4.3.5 As condicdes sequintes sao equivalentes a CUF':

(i) u =k na classe dos espagos que verificam o Primeiro Azioma da

Numerabilidade;

(ii) @ =k na classe dos espacos que verificam o Primeiro Azioma da

Numerabilidade;
(iii) w =k na classe dos espagos métricos;

(iv) @ =k na classe dos espagos métricos.

65



4.3 Espagos definidos por ultrafiltros

Demonstragao:  As implicagoes (1)=(ii)=-(iv) e (i)=-(iii)=(iv) sfo evidentes.
E portanto suficiente demonstrar que CUF=>(i) e que (iv)=CUF.

CUF=(i) Sejam X um espago topologico que verifica o Primeiro Axioma
da Numerabilidade, A um seu subconjunto e x € kx(A). Se (V},), é um sistema
fundamental de vizinhangas numeravel de z, entdo {V,, N A : n € N} é uma
base de um filtro em X. Esse filtro converge para x porque xz é um ponto de

acumulacdo de A.

Finalmente, por hipotese, todo o filtro que tem uma base numeravel pode
ser estendido a um ultrafiltro, e por isso existe um ultrafiltro em A que converge

para .

(iv)=CUF Seja (A4, ), uma base para um filtro livre num conjunto X. Sem
perda de generalidade, consideremos que A, C A, para todo o n e que
Ay # X. Seja agora a € X \ Ay e redefina-se 4; := X \ {a}. A familia
(A,), é ainda uma base para o mesmo filtro.

Definem-se ainda os conjuntos B,, := 4, \ A,+1, para cada n € N. Como o

filtro é livre, todos os elementos de X \ {a} pertencem a algum dos conjuntos

B,,. Sendo assim podemos definir uma métrica em X da seguinte maneira:

0 sex =1y
% serxr=aeyE< B,
A= % sex€B,ey=a
%Jr% sex € B, ey € By,.

O ponto a é ponto de acumulagdo de A; e portanto A; néo é fechado.
Temos entdao que por hipotese existe um ultrafiltro U em X tal que A; € U
e U converge para um elemento que ndo estd em A, ou seja converge para a.
Todos os conjuntos A,, U {a} sdo vizinhangas de a e portanto elementos de U.
Consequentemente, para todo o n, A, = (4, U {a}) N 41 estd em U, o que

significa que U é uma extenséo do filtro gerado por (A,). ]
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Proposigao 4.3.6 As condicdes sequintes sao equivalentes a CUF':
(i) u =k na classe dos espagos que tém uma base numerdvel;

(ii) @ =k na classe dos espagos que tém uma base numerdvel.

Demonstracao: Tendo em conta a Proposicao 4.3.5, é suficiente mostrar que
(i)=CUF .
Consideram-se (A, )n, (Br)n, 6 € X como na demonstracdo da Proposi¢ao

4.3.5, e é dada uma base numeréavel para uma topologia em X,
B:={A,U{a}:neN}U{B,:neN}
A partir daqui a demonstragao prossegue como a demonstracao de 4.3.5. m

Teorema 4.3.7 Os operadores de fecho u e k coincidem em R se e sé se
CUF(R) € vdlido.

Demonstracao: Como vimos na Proposicao 4.3.5, se CUF se verifica, entao
para todo o espago X que verifica o Primeiro Axioma da Numerabilidade tem-se
que ux = kx. Na demonstracao dessa Proposicao vé-se que apenas é necessario
aplicar CUF em X, ou seja CUF(R) é suficiente para demonstrar que ug = kg.

Seja agora F um filtro livre em R com uma base numeravel. Sem perda
de generalidade consideremos a base (4,), de F tal que A,y; C A, para
todo o n e defina-se B, := A, \ A,+1. Podem-se construir fungdes bijectivas
fn:R— (%H, 1) para todo o n € N. Definam-se C,, := f,(B,) C (n%rl, 1)
eD:=J,C,. Como JF élivre, 0 € kr(D), e consequentemente 0 € ug(D) por
hipétese, o que significa que existe um ultrafiltro U convergente para 0 tal que
D el

Consideramos agora a restrigio U de U a D, que ¢ um ultrafiltro em D e a
fungao t : D — A; definida por t(z) = f,1(y) se x € C,,. Pela maneira como
as fungoes f,, e os conjuntos C,, e D foram definidos, ¢ é uma funcgao bijectiva

e portanto t(U') é um ultrafiltro em A;.
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Como U converge para 0, (—%,%) € U para todo o n € N e portanto
Ure,, Ck =D N (—%,1) € W. Temos assim que
An=JBe=J £, (Cr) = |J tCh) =t(| Cr) € t(W)
k=n k=n k=n k=n
e portanto o ultrafiltro em R gerado por ¢(U’) contém F. ]

Corolario 4.3.8 As condigoes sequintes sao equivalentes a CUF(R):

(1) u =k na classe dos espagos Ty que tém uma base numerdvel;
(ii) @ =k na classe dos espagos Ty que tém uma base numerdvel;

(iii) w =k na classe dos espagos métricos que tém uma base numerdvel;

)
)
(iv) @ =k na classe dos espagos métricos que tém uma base numerdvel;
(v) u=k na classe dos subespagos de R;

)

(vi) 4 =k na classe dos subespagos de R.

Demonstragio: E 6bvio que (i)=(ii)=(iv)=(vi) e que (i)=(iii)=(v)=>(vi).

CUF(R)=-(i) Pelo Lema 1.2.9, se X é um espago Tp com uma base nume-
ravel, entao | X| < |R|. Sendo assim, CUF(R) ¢é suficiente para mostrar que
ux = kx.

(vi)=CUF(R) A demonstragao ¢é feita de modo analogo a do teorema prece-
dente. Para tal consideramos o subespago real X := DU{0} e o seu subconjunto
D. Como 0 € kx(D), logo 0 € ux(D) por (vi). Mas pelo facto de 0 ser o
anico elemento de X que nao estd em D, 0 estd em ux (D) e consequentemente
0 € ug(D). A partir deste ponto a demonstragdo prossegue como a demonstra-

¢ao da Proposicao 4.3.7. ]

Lema 4.3.9 Para todo o espago topoldgico (X, T) tal que X nao tem ultrafiltros

livres e para todo A C X tem-se que:

ux(A) = |J kx({a}).

acA
Se (X,T) é um espago Ty, entdo ux(A) = A.
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Demonstracao: Vamos denotar por a o ultrafiltro fixo em a. O ultrafiltro a
converge para ¢ € X se e s6 se V € a para toda a vizinhanca V de z, isto é
a € V. Dito de outra maneira, & converge para  se e s6 se x € kx({a}).

Como em X s6 existem ultrafiltros fixos, se € ux(A), entdo existe a € A
tal que a converge para x, o que implica que z € kx({a}).

Por outro lado, se x € kx({a}), entdo a converge para z, e portanto
x € ux(A).

Para a segunda parte do lema, basta ver que, se (X, T) for T}, entdo, para

todo o z em X, kx({z}) = {x} e consequentemente u é discreto em X. |

Devemos referir neste ponto que ha de facto modelos de ZF onde existem
conjuntos sem ultrafiltros livres ou, mais ainda, nao existem ultrafiltros livres.
A. Blass [3] construiu um modelo (M15 em [28]) onde todos os ultrafiltros sao

fixos. Para mais detalhes consultar também as Formas 63 e 206 de [28].

Proposigao 4.3.10 Se R nao tem wltrafiltros livres, entio Ur # kg.

Esta Proposicao é imediata a partir do Lema 4.3.9, uma vez que R é um
espaco 17, e portanto ug é discreto quando R nao tem ultrafiltros livres.

Podemos concluir que a igualdade tig = kg nao é demonstravel em ZF.

Existem modelos de ZF onde R n&o tem ultrafiltros livres, mas existem ul-
trafiltros livres noutros conjuntos. O Modelo de Feferman é um exemplo disso,

como ja foi referido atras (1.1.26).

E curioso reparar que, tal como para as sucessoes, o caso da classe que tem
como unico elemento R representa uma excepcao a um certo paralelismo que foi

possivel encontrar para as outras classes estudadas.

Analisemos agora o caso da idempoténcia do operador de fecho u, ou seja a
igualdade u = 4. Ao contrario do que acontece para as igualdades u = ke . = k,
nao temos uma resposta definitiva, nao sendo até conhecido se a idempoténcia

de u pode ser demonstrada em ZF.
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Chegados a este ponto, podemos ser levados a pensar que u e 4 coincidem
na classe dos espagos topologicos se e s6 se o Teorema do Ultrafiltro é valido.
O que vamos ver de seguida é que tal nao se verifica, usando para tal o Lema
4.3.9.

Proposigao 4.3.11 Se em X todos os ultrafiltros sio fixos, entao ux € idem-

potente.

Demonstracao: Imediato do Lema 4.3.9 e das propriedades do fecho de Kura-

towski. ]

Corolario 4.3.12 As seguintes afirmacoes sao consistentes com ZF.
(a) 4 =wu na classe dos espagos topoldgicos e UFT ndo € vdlido.

(b) @ = u na classe dos espagos que verificam o Primeiro Azxioma da Nume-
rabilidade e CUF ndao € vdlido.

(c) ug = ugr e CUF(R) ndao € vdlido.

Estas trés condicoes verificam-se no Modelo de Feferman/Blass (M15 em
[28]) onde todos os ultrafiltros sao fixos, e portanto UFT, CUF e CUF(R)
nao sao validos.

Conclusoes semelhantes podem ser tiradas para as outras classes que estudé-

mos.

4.4 Espacos de Hausdorff

Os espagos de Hausdorff formam uma classe de espagos topoldgicos que pode
ser caracterizada através de limites. Mais uma vez a pergunta é se isso sera
verdade na auséncia do Axioma da Escolha.

A motivagao inicial para o estudo presente nesta secgao foi descobrir se — e
quando — existem espacos que verificam o Primeiro Axioma da Numerabilidade e
onde todas as sucessoes tém no méaximo um limite mas que nao sao de Hausdorff.

Também aqui iremos analisar o que se passa com os limites de ultrafiltros.
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Teorema 4.4.1 O Axzioma da Escolha Numerdvel € equivalente a:

(1) wm espago que verifica o Primeiro Azioma da Numerabilidade é de Haus-

dorff se e sé se todas as suas sucessoes tém no mdximo um limite.

Demonstra¢ao:  CC=(i) A condigao (i) é a Proposigdo 1.6.17 de [10] e a
demonstracao que 14 é apresentada nao utiliza nenhuma condigao mais forte do
que o Axioma da Escolha Numeravel.

(i)=CC Seja (X,,)n uma familia numeravel de conjuntos disjuntos nao va-
zios. Analogamente ao que fizemos anteriormente, definem-se os conjuntos
Y, = Upe, Xk e ainda Y := |J, X, U {a,b}, com a # b dois pontos que

nao pertencem a | J,, X,,. O seguinte sistema fundamental de vizinhancas

o {{=)) se x & {a,b}
B(z) = { {YV,U{z}:neN} sexe{a,b}

define uma topologia em Y que verifica o Primeiro Axioma da Numerabilidade.

Como a topologia nao é de Hausdorff existe, por hipétese, pelo menos uma
sucessao em Y que converge para dois pontos distintos. Pela maneira como
a topologia foi definida, a tunica hipdtese é existir uma sucessdo a convergir
simultaneamente para a e para b. A sucessdo que convergir para estes dois
pontos tem que intersectar um ndmero infinito dos conjuntos disjuntos X,,, o

que tendo em atengao a Proposi¢ao 1.1.10 completa a demonstragao. [ |

Teorema 4.4.2 O Azioma da Escolha Numerdvel para familias de subconjuntos
de R (CC(R)) ¢ equivalente a:

(i) um espago com base numerdvel é de Hausdorff se e sé se todas as suas

sucessoes tém no mdrimo um limite.

Demonstra¢ido: CC(R)=(i) E um teorema de ZF que num espaco de Hausdorff
todas as sucessdes tém no maximo um limite (cf. [10, 1.6.7]). (Também é valido
para redes e filtros.)

Seja agora X um espaco topologico que tem uma base numerével e onde

nenhuma sucessao tem dois limites distintos. Como em X nenhuma sucessao
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tem mais do que um limite, X é um espago 77 (ver [10, 1.6.16]). Ou seja, X
é um espago T7 com uma base numerével, e portanto o Lema 1.2.9 afirma que
|X| < |R|. A demonstragao usual de (i) ([10, 1.6.17]) apenas usa uma escolha
numeravel numa familia de subconjuntos de X, ou seja CC(R) é suficiente para
provar (i).

(i)=CC(R) Seja (X)), uma familia de subconjuntos nao vazios de R. Con-
sideremos que cada X, é um subconjunto de (%H, %) Definem-se os conjuntos
Y e (Y,,), como na demonstracao do Teorema 4.4.1.

Tomemos em Y a topologia em que Y \ {a,b} é aberto e tem a topologia
de subespago de R, e os elementos a e b tém as mesmas vizinhangas que an-
teriormente. Com esta topologia Y tem uma base numerivel mas nao é de
Hausdorff.

A partir deste ponto, a demonstragao segue os mesmos passos da demons-

tracao do Teorema 4.4.1. [

Como é do conhecimento geral a condigdo (i) do Teorema 4.4.1 pode ser
generalizada para a classe dos espacos topolégicos, substituindo sucessoes por
filtros, resultado esse que é valido em ZF.

Tal como na seccao anterior, vamos ver qual é a situagao quando em vez de

filtros trabalhamos com ultrafiltros.

Teorema 4.4.3 O Teorema do Ultrafiltro (UFT) é equivalente a:

(i) um espago topoldgico é de Hausdorff se e sd se todos os seus ultrafiltros

tém no mdzximo um limite.

Demonstra¢ao: UFT=-(i) Em [10, 1.6.7], (i) é demonstrado para filtros e, se
UFT é valido, entdo a mesma demonstracao funciona no caso dos ultrafiltros.

(i)=UFT Sejam F um filtro livre em X e a # b dois elementos de X. Vamos
definir uma topologia em X através de um sistema fundamental de vizinhangas:

(=) s ¢ {a.b)
B(z) := { {FU{z}:FeTF} seuxc{ab}
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Cap.4 Espacos definidos por limites

Com esta topologia, X ndo é de Hausdorff, logo (i) diz que existe um ultra-
filtro U em X que converge para dois pontos diferentes. Esses pontos s6 podem
ser a e b, logo, para cada F € F, F U {a} e F'U {b} sado elementos de U, donde

facilmente se conclui que ¥ C U. [

Corolario 4.4.4 A condi¢ao sequinte € equivalente a CUF':

(1) wm espago que verifica o Primeiro Azioma da Numerabilidade é de Haus-

dorff se e sé se todos os seus ultrafiltros tém no mdzimo um limite.

Demonstragao: CUF=-(i) Se z e y sao dois pontos que nao se podem separar
num espago que nao é de Hausdorff e que verifica o Primeiro Axioma da Nu-
merabilidade, entao facilmente se constréi uma base numeréavel de um filtro que
converge para x e y. Na presenca de CUF esse filtro pode ser estendido a um
ultrafiltro que também converge para os mesmos dois pontos.

(i)=CUF Sejam (Y},), uma base para um filtro livre em YV e a # b dois
elementos de Y. Consideremos Y, 11 C Y, para todo o n, e o conjunto ¥ munido
de uma topologia como a definida na demonstragao do Teorema 4.4.1.

De maneira idéntica ao que foi feito na demonstragao do teorema precedente

conclui-se que o filtro gerado por (Y},) esta contido num ultrafiltro. [

Corolario 4.4.5 A condi¢ao sequinte é equivalente a CUF(R):

(i) um espago com base numerdvel é de Hausdorff se e sé se todos o0s seus

ultrafiltros tém no mdximo um limite.

Demonstragao: CUF(R)=(i) De modo analogo ao que foi feito na primeira
parte da demonstragao do Teorema 4.4.2, mostra-se que, se X é um espaco to-
pologico com base numeréavel onde nenhum ultrafiltro tem dois limites distintos,
entao | X| < |R].

Nao é dificil verificar que na demonstagéo usual de (i) apenas é utilizado o
Teorema do Ultrafiltro para filtros em X e, tendo em conta o corolario anterior,
CUF(R) é suficiente para demonstrar (i).
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(i)=CUF(R) Tal como vimos na demonstracio do Teorema 4.3.7,
basta-nos considerar um filtro livre ¥ com uma base numeravel (A,), tal que
Ani1 €A, C(0, %) para todo n € N, o que implica que F converge para 0.

Definem-se o conjunto X := A; U {a,b}, com a # b dois elementos que néo
estdao em Ap, e uma topologia em X tal que A; é aberto e tem a topologia de
subespago de R, e os pontos a e b tém um sistema fundamental de vizinhangas
definido da mesma maneira que na demonstracao do Teorema 4.4.3.

Com esta topologia, X nao é de Hausdorff mas tem uma base numeravel
induzida pela base numeravel de R, logo por hipotese existe um ultrafiltro que
converge para mais do que um ponto em X. Procedendo como anteriormente,

conclui-se que esse ultrafiltro contém JF. [
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Capitulo 5

Espacos métricos completos

Os resultados apresentados neste capitulo, nomeadamente nas duas primeiras
secgoes, sao motivados pelo Corolario 4.1.2. Esse corolario afirma que todo o
espaco métrico completo € sequencial se e sé se o Axioma da Escolha Nume-
ravel € vdlido. Ou seja, na auséncia do Axioma da Escolha Numeravel existe
um subespaco sequencialmente fechado e nao fechado de um espago métrico
completo. Esse espago, por exemplo X na demonstragao do Teorema 4.1.1, tem
dois completamentos nao isométricos, pois a definicao usual de completamento
diz que Y é um completamento de X se for completo e X for isométrico a um

subespago denso de Y.

O que nos propomos fazer é estudar a existéncia e unicidade de completa-
mentos de espacos métricos em ZF. Iremos estudar em que condigoes é que o
completamento usual é tnico, e criar uma defini¢ao alternativa que recupere a
nogao intuitiva de que o completamento deve ser minimal. Esse completamento,
além de minimal, devera ser uma reflexdo dos espagos métricos nos espagos mé-

tricos completos, o que se verifica em ZFC.

Na terceira seccao voltamos a nossa atengao para os produtos de espagos

métricos e de espacos métricos completos.
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5.1 Completamentos

5.1 Completamentos

Além do problema da unicidade do completamento, propomo-nos também
debater o problema da sua existéncia.

Uma das mais habituais provas da existéncia de completamento de um espago
métrico (X, d) consiste em considerar o conjunto H de todas as suas sucessoes de
Cauchy. Considera-se depois em H a relacao de equivaléncia definida do seguinte
modo: (Zn)n ~ (Yn)n se limd(z,, y,) = 0. Define-se igualmente uma métrica d
em H/.. tal que d([(z)], [(yn)]) := limd(zn,ys). E claro que X é isométrico a
um subespago denso em H/... Para mostrar que o espago métrico assim formado
é completo necessitamos do Axioma da Escolha Numeravel. Um exemplo disso
é 0 espago métrico X definido na demonstracao do Teorema 4.1.6, onde se prova
que o Axioma da Escolha Numeravel é equivalente & idempoténcia de o para
espagos métricos (completos). Esta maneira de construir o completamento torna

também imediata a sua unicidade.

Um caso particular da construgao que acabamos de descrever é a construgao
dos ntmeros reais através das sucessoes de Cauchy no conjunto dos nimeros
racionais. Nesse caso nao existe nenhum problema de escolha porque Q é um

conjunto numeravel (e.g. [39]).

Deve-se chamar a atengao que uma iteragao deste processo nao produz au-
tomaticamente um espago completo. Com efeito, M. Gitik [14] construiu um
modelo onde todos os ordinais limite sao o limite de uma sucessao de ordinais
inferiores. Portanto, em teoria, construgoes deste tipo podem ser prolongadas

indefinidamente (ver também [28, Forma 182]).

Pelo que vimos até aqui, a unicidade do completamento resulta da igualdade
6 = k, enquanto que pelo menos uma das construcoes conhecidas de completa-
mento resulta da igualdade o = 6. E exactamente por isso que em ZFC o com-

pletamento existe e é tinico, pois 0s espagos métricos sao de Fréchet-Urysohn,

76



Cap.5 Espagos métricos completos

isto é 0 = k.
Vamos agora introduzir trés definicoes de completamento, para de seguida
estudarmos as condigoes de existéncia e unicidade para cada uma delas. Os

completamentos deverao ser considerados a menos de uma isometria.

Definigoes 5.1.1 Sejam X um espago métrico completo e A um seu subespaco.

Diz-se que X é um:
(a) o-completamento de A se ox(A) = X;
(b) &-completamento de A se 6x(4) = X
(¢) k-completamento de A se kx(A) = X.

A definicao de k-completamento é precisamente a definicdo usual.

Um o-completamento s6 existe quando a construgao que referimos anterior-
mente produz um espago completo.

Uma vez que os subespagos sequencialmente fechados de um espago métrico
completo X sdo precisamente os seus subespagos completos (Proposigao 1.2.15),
se 6x(A) = X, nao existe nenhum espago completo entre A e X. Temos assim

que um J-completamento é um completamento minimal.
Proposigao 5.1.2 Todo o espaco métrico tem um &-completamento.

Esta demonstracao é uma adaptacao da demonstragao do Teorema 4.3.14 de
[10].
Demonstragao:  Sejam (X, d) um espago métrico e B(X,R) o conjunto das
fungoes limitadas de X para R. Se munirmos B(X,R) com a métrica do
supremo, ele é um espago métrico completo.

Defina-se depois uma funcao i de X para B(X,R) que a cada x € X associa
a funcao

iz : X — B(X,R)
y +— dy,z)—d(y,a),

com a um elemento fixo de X. As funcoes i, sdo limitadas e ¢ ¢ uma isometria.
Identificando X com 4(X), podemos afirmar que &gxr)(X) ¢ um

6-completamento de X. [
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5.1 Completamentos

Corolario 5.1.3 Todo o espago métrico tem um k-completamento.

Como 6 < k, todo o 6-completamento é também um k-completamento,
ou seja &g(X,R)(X) é um k-completamento de X. Mais geralmente, se Y é um
conjunto tal que Gg(xr)(X) C Y C kg(xr)(X), entdo Y &€ um k-completamento
de X.

Para provar a unicidade do &-completamento, vamos necessitar de um resul-

tado auxiliar que vai permitir generalizar a construgao que foi feita em ZFC.

Definigao 5.1.4 Sejam X um espago topoldgico e A um seu subespago. Para

um qualquer ordinal «, define-se:

ox(4) se =1
0% (A) = Ux(O'g(A)) sea=0+1

U{O‘?((A) : 3 <a} seaéum ordinal limite.

Proposigao 5.1.5 Sejam X um espacgo topoldgico e A um seu subespaco.
6x(A) = 0% (A), para o := min{B : o5 (A) = o5 (A)}.

Demonstrag¢ao: Primeiro vamos demonstrar que existe um « tal que 0% (A) é
sequencialmente fechado. Suponhamos que nao existia nenhum « nessas condi-
¢oes. Entao para dois ordinais § # 7, af((A) # 0% (A), ou seja os conjuntos
0% (A) seriam todos diferentes. Nesse caso seria possivel associar a cada or-
dinal o o subconjunto 0% (A) de X, definindo uma funcdo injectiva da classe
dos nimeros ordinais em P(X). Mas, como a classe dos ordinais é uma classe
propria, essa injec¢ao nao pode existir. Concluimos assim que existe um ordinal
a tal que 0% (A) é sequencialmente fechado, e portanto 6x(A) C 0% (A).

Por outro lado, como 6x(A) é sequencialmente fechado em X, 0% (6x(A))

= 6x(A) e consequentemente o (A) C ox(A). ]

O essencial nesta demonstragao é que a iteracao é feita dentro de um con-

junto, e por isso nao pode ser prolongada indefinidamente.
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Cap.5 Espagos métricos completos

Teorema 5.1.6 O 6-completamento de um espag¢o métrico é unico.

Demonstra¢ao: Sejam A um espago métrico e (X, d), (Y,d’) dois 6-completa-
mentos de A. Pretende-se mostrar que X e Y s@o isométricos.

Comega-se por definir uma funcio f! : ox(A) — oy (A) com fl(z) =z
sex € Ae, se x = lima,, entdo f!(z) = lima,, considerando os limites da
sucessdo (a,) € AN em X e em Y, respectivamente.

Como Y é completo, a imagem de todos os pontos esta definida, e dualmente
a completude de X implica a sobrejectividade da funcdo. Tem-se ainda que, se
(an) e (bn) sdo duas sucessoes em A convergindo para dois pontos em X, x; e

T, respectivamente, entao

d(z1,29)= d(limay,,limb,) = limd(a,,b,) =
limd (ay,b,) = d'(lima,,limb,) = d'(f(x1), 1 (z2)).

Esta igualdade mostra nao s6 que f!' é univoca, mas também que é uma isome-
tria.

Para um ordinal & = § 4 1 define-se uma isometria f : 0% (A) — o3 (A4)
a partir de f? de modo idéntico ao que foi feito para f1.

Seja agora o um ordinal limite. Se z € 0% (A), entdo existe v < « tal que
xz € 0% (A). Define-se entdo f* : 0% (A) — o5 (A) com f*(z) := f7(x) se
z € 0% (A). A fun¢ao f* assim definida é uma isometria, pois todas as fungoes
f7 para v < a também o sao.

Da Proposi¢ao 5.1.5 vem que X = 0% (A) para algum «. Se Y néo fosse
igual a 0§ (A), entdo f* seria uma isometria de X para o$(A) # Y. Mas X
é completo e portanto 0§ (A) seria completo, o que implicaria que Y # &y (A).
Temos assim ¥ = 0§ (A) e por conseguinte f* ¢ uma isometria entre (X, d) e
(v, d). .

Corolario 5.1.7 Sejam A um espaco métrico e X o seu G-completamento.

Se f é uma funcio ndo expansiva’ de A para um espago métrico completo

1f:(A,d) — (B,d") & nio expansiva se d' (f(x), f(y)) < d(z,y).
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5.1 Completamentos

B, entao existe uma unica funcio nao expansiva f de X para B tal que a sua

restricao a A € f.

A demonstragdo ¢é feita seguindo o mesmo raciocinio que foi aplicado na

demonstragao do Teorema 5.1.6.

O que este corolario diz é que os espagos métricos completos formam uma
subcategoria reflexiva da categoria dos espagos métricos e das funcoes nao ex-
pansivas.

Este resultado é também valido quando os morfismos sdo as fungées uni-
formemente continuas. Ou mais geralmente, quando séo as fungdes sequencial-

mente continuas que preservam as sucessoes de Cauchy.

Proposicao 5.1.8 Todo o espagco métrico tem um k-completamento inico se e

80 se o Azioma da Escolha Numerdvel se verifica.

Demonstragao: Se CC se verifica, entdo pelo Corolario 4.1.2 todo o espago
métrico completo é sequencial. Sendo assim o k-completamento coincide com o
o-completamento.

Se CC nao se verificar, o espaco X na demonstragao do Teorema 4.1.1 tem

dois completamentos nao isométricos. [

Proposicao 5.1.9 Todo o espago métrico tem um o-completamento se e sJ se
o Azioma da Escolha Numerdvel € vdlido. Se o o-completamento existir, ele é

unico.

Demonstragao: Como o < &, se o o-completamento existir, coincide com o
o-completamento, e portanto é tnico.

Se CC se verifica, entdo o = ¢ e portanto o o-completamento existe.

Se CC falhar, para os espagos métricos X e Y definidos na demonstragao
do Teorema 4.1.6, oy (X) # 02(X) = Y. Ou seja, como Y é completo, ele é
o o-completamento de X, mas nao é o seu o-completamento. Isto mostra que
X nao tem o-completamento, pois se este existisse teria que ser igual ao seu

&-completamento. [
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5.2 Espacos f-completos

Como ja foi referido anteriormente, os limites de filtros caracterizam total-
mente os espagos topoldgicos. Também no caso dos espagos métricos completos
e dos completamentos de espagos métricos, as dificuldades criadas pela auséncia
do Axioma da Escolha podem ser torneadas substituindo sucessées por filtros.

Essa é, alids, a abordagem escolhida para a definicao de espago uniforme
completo. Os espagos uniformes nao sao, em geral, sequenciais, mesmo em
ZFC, e por isso a utilizagao de sucessoes nao é aconselhével. Como em ZF os
espagos métricos podem nao ser sequenciais, é natural considerar os espagos
métricos completos para filtros ou f-completos. Este paralelismo permite-nos
tirar algumas conclustes para espagos uniformes completos, assunto esse que

nao vai ser aprofundado.

Definicio 5.2.1 Um espaco métrico é f-completo se todo o seu filtro de Cauchy?

€ convergente.

Proposigao 5.2.2 Um subespaco de um espaco métrico f-completo € f-completo

se e sd se € fechado.

Comparando esta Proposicao com o Corolario 1.2.15, é claro qual deve ser

a definicdo de completamento para filtros ou f-completamento.

Definigao 5.2.3 Sejam X um espago métrico f-completo e A C X. Diz-se que
X é um f-completamento de A se kx(A) = X.

Teorema 5.2.4 Todo o espago métrico tem um f-completamento unico.

Demonstragao:  Seja X um espago métrico. O espago B(X,R) é um espago
métrico f-completo. Na demonstragdo do Teorema 5.1.2 vimos que X pode ser
considerado como subespaco de B(X,R). E entdo imediato que kpxr)(X) €

um f-completamento de X.

20 filtro JF é de Cauchy se, para todo o n, existe F' € J tal que diam(F) < %
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5.2 Espacos f-completos

A unicidade, a menos de isometria, resulta da Proposi¢cao 5.2.2 e de que, se
F e G sao dois filtros de Cauchy em X, entdo d(lim F,lim §) = lim d(F, §), onde
d(F,9) é o filtro em R constituido pelos elementos {d(z,y) : © € F, y € G} para
todo o F € Fe G € 9. Ou seja, d(limF,1im §) é independente do espago onde

X esta incluido e portanto o f-completamento é tunico. [

E facil verificar que, a partir do filtro d(F, G) definido em R para dois filtros de
Cauchy F e G num espago métrico, é possivel definir uma relagao de equivaléncia
nos filtros de Cauchy desse espago métrico, e uma distancia entre as suas classes
de equivaléncia. O f-completamento pode ser construido dessa maneira.

Este tipo de construgao é utilizado para demonstrar que todo o espago uni-
forme tem um completamento, que é tnico na classe dos espacos uniformes
separados (ver [30, p.155]).

Uma outra demonstragao da existéncia de completamento de espagos uni-
formes é feita a partir do facto de que todo o espaco uniforme € uniformemente
equivalente a um subespaco de um produto de espacos uniformes metrizdveis
(e.g. [10, 8.2.3]). No entanto o Axioma da Escolha Multipla Dependente é
utilizado na demonstracao deste facto. Se considerarmos a definigao de espago
uniforme que é feita utilizando familias de pseudométricas num dado conjunto,
esta abordagem é a mais correcta. Isto é uma consequéncia de nao ser conhecido

se ambas as defini¢oes sao equivalentes em ZF.

Corolario 5.2.5 O Azioma da Escolha Numerdvel é equivalente a:

(i) um espago métrico é completo se e sd se € f-completo.

Demonstragao: CC=-(i) Um espago f-completo é sempre completo.

Seja X um espag¢o métrico completo e Y o seu f-completamento. Como Y é
completo e o Axioma da Escolha Numeravel é valido, o Corolério 4.1.2 afirma
que X é fechado em Y. Pela Proposigao 5.2.2, X é f-completo.

(i)=CC Se os espagos métricos completos e f-completos coincidem,

entao o f-completamento é igual ao k-completamento. Isto significa que o
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Cap.5 Espagos métricos completos

k-completamento é tnico, e portanto o Axioma da Escolha Numeravel é valido
(5.1.8). ]

O resultado que acabamos de ver da-nos a ideia de que os filtros que tém uma,
base numeravel podem ser suficientes para caracterizar os espagos f-completos.
Além de provar esse facto, vamos também ver que a propriedade de completude

que Cantor provou existir em R é equivalente a nogao de espaco f-completo.

Definigao 5.2.6 Um espago métrico X é Cantor-completo se, para toda a
familia (F),)nen de conjuntos nao vazios e fechados em X tal que Fi,41 C F), e
lim diam(F,) =0, (") Fy # 0.
n
n

Teorema 5.2.7 Para um espagco métrico X as condigcoes sequintes sao

equivalentes:

(i) X € f-completo;

(ii) todo o filtro de Cauchy em X com uma base numerdvel é convergente;
(iii) X ¢ Cantor-completo.

Demonstragio: E imediato que (i) implica (ii).

(ii)=(iii) Uma familia (F},), nas condi¢oes da defini¢do de espago Cantor-
completo é uma base de um filtro de Cauchy. Portanto é convergente por
hipotese. Esse limite é um elemento de (), F,.

(iii)=-(i) Seja F um filtro de Cauchy num espa¢o X Cantor-completo. Para
cada n € N, define-se A(n) := J{F € F : diam(F) < 1}. Os conjuntos A(n)
nao sao vazios porque J é de Cauchy.

Para cadan, F,, := kx(A(n)) tem didmetro menor ou igual a 2 e F,, 11 C F,.
Por hipotese (] F,, # 0, ou seja existe x € [ F,. O filtro F converge para = e

portanto X é f-completo. [

Tome-se em atengao que, em geral, (A(n)),en nao é uma base para o filtro

F.
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5.3 Produtos

Os produtos de espagos (pseudo)métricos podem ser formados tendo em
conta a sua estrutura topologica, uniforme ou métrica. Nos dois primeiros casos
esses produtos podem nao ser metrizaveis, enquanto no terceiro eles nem sempre
existem.

Vamos investigar questoes relacionadas com a existéncia da métrica pro-
duto, assim como a estabilidade dos espagos (pseudo)métricos completos para

a formacao desse produto.

Dada um familia numeravel de espagos métricos ((X,,d,))n, 0 seu produto
topologico é um espago metrizédvel. Este resultado é valido em ZF, no entanto
o mesmo nao é verdade para espacos metrizaveis, onde a demonstragao usual

precisa de uma escolha numerével (multipla).

Proposicao 5.3.1 ([33]) Se o Azioma da Escolha Numerdvel Muiltipla (CMC)

se verifica, entao o produto numerdvel de espacos metrizaveis € metrizdvel.

Demonstragao: Seja (X, Ty ))n uma familia de espagos topologicos metrizaveis.
Para cada n € N, consideremos o conjunto A,, de todas as métricas em X, que
induzem T,,. Por CMC, existe uma escolha multipla (F},), em (A,),. Ou seja,
para todoon € N, ) # F, C A, e F,, é finito. Define-se entdao em cada X,

uma meétrica d, com

dn(z,y) == min{ ¥ d(z,y).1}
deF,

A métrica d,, origina a topologia T,,, e d definida por

s L,

o0

é uma métrica no produto H X, que induz a topologia produto. [

n=1
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Cap.5 Espagos métricos completos

Proposicao 5.3.2 ([33]) Se o produto numerdvel de espagos metrizdveis é me-
trizdvel, entao CMC(Rg) verifica-se.

Demonstragao: Seja (X,), uma familia numeravel de conjuntos numeraveis néo
vazios. Consideremos cada X, munido da topologia discreta e Y, := X,,U{n}
a sua compactificacdo de Alexandroff. Os espacos Y;, s@o metrizaveis pois sao
homeomorfos ao subespago de R, {+ : n € N} U {0}.

Por hipotese Y := [[, Y, é metrizavel. Seja d uma métrica em Y que
induz a topologia produto. Para cada n € N, e com y = (n),, define-se
k(n) := min{k € N : p,(B(y, 1)) # Yn}. Os ntimeros k(n) existem porque
(pn(B(y, £)))k € um sistema fundamental de vizinhangas de n € Y,,. A familia

(Xn \ pn(B(y, ﬁ)))neN ¢ uma escolha multipla em (X,,),. ]

Existem resultados similares aos das duas proposi¢oes anteriores para es-

pagos que verificam o Primeiro Axioma da Numerabilidade ([33]).

Em geral, podemos considerar a numerabilidade de uma familia de espagos
meétricos ndo vazios nao s6 uma condicdo suficiente mas também necessaria
para que o seu produto topolégico seja metrizavel. Ou seja, se o produto de
uma familia de espagos metrizaveis nao vazios é metrizavel, entao todos excepto
uma quantidade numeravel dos factores sao espacos triviais. No entanto, em ZF
esta condi¢ao pode nao ser verdadeira pois é equivalente ao Axioma da Escolha,
como facilmente se verifica. O caso é diferente quando analisamos apenas os

produtos nao vazios.

Proposigao 5.3.3 Sejam (X;)icr uma familia de conjuntos ndo vazios e nao
singulares e, para cada i € I, T; uma topologia metrizdvel em X;. Se CC(fin)
se verifica, [[ X; # 0 e [[(X;,T:) € metrizdvel, entio |I| < Ng.

Demonstragao: Seja (X;);c; uma familia nas condig¢oes do enunciado da pro-
posicao. Por hipotese existem z = (z;); € X := [[, X; e uma métrica d em

X que induz a topologia produto. Para cada n € N, define-se o conjunto
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I(n) := {i € I : pi(B(z,1)) # X;}. Como B(z, 1) ¢ aberto na topologia
produto, I(n) é finito. Se CC(fin) se verifica, pelo Lema 1.1.20 (J, I(n) ¢

numeravel.

Mas, se I nao é numeravel, existe j € I'\|J,, I(n). Por outro lado, como X é
metrizavel, existe U aberto em X; tal que z; € U # X;. Claramente p}l(U) nao
contém nenhuma das bolas abertas B(z, %), 0 que nao pode acontecer porque

pj_l(U) ¢ uma vizinhanca de x. Sendo assim I = J,, I(n) e portanto |I| < N,.

Dada uma familia numerével de espagos métricos completos ((X,,,dn))n, 0
seu produto topologico é metrizdvel por uma métrica que torna o espago com-
pleto. Dito de outra maneira, o seu produto uniforme é um espago uniforme
completo. Este resultado é mais geral pois o produto uniforme de espagos uni-

formes separados completos é um espaco uniforme completo.?

Na categoria dos espacos métricos e das fungoes nao expansivas, os produtos
(métrica do supremo) nem sempre estdo definidos. Apesar disso, quando estao

definidos também preservam a completude.

Como iremos ver de seguida, na auséncia do Axioma da Escolha, estes re-
sultados nao podem ser extendidos para os espacos pseudométricos e para os

espacgos uniformes nao separados.

Teorema 5.3.4 Os produtos existentes de espacos pseudométricos completos

s@o completos se e sé se o Axioma da FEscolha € vdlido.

Demonstrag¢ao: Seja (X;)ie; uma familia de conjuntos nao vazios. Para cada

i € I, considere-se o espago pseudométrico (Y;,d;) definido por Y; := X;UN e

3Este resultado também é valido para espacos uniformes sequencialmente completos.
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Cap.5 Espagos métricos completos

0 se x,y € X;
\%—%\ sex,y €N
di(x’y>:
% sexeNeyelX;
% sexe X;eyeN.

Cada um dos espagos pseudométricos Y; é completo. Como todas as métricas d;
s@o limitadas por 1, para todo o a = (a;); € [[Y; e para todo o b = (b;); € [[ Y2,
sup{d;(a;,b;) : i € I} € R. Ou seja, o produto pseudométrico existe e, por
hipétese, é completo.

A sucessdo (yn)n definida no espago produto por y, (i) := n, para todo o
n € Neie€ I, éuma sucessao de Cauchy. Como o espago produto é completo,
esta sucessao tem um limite, que é um elemento de [], X;. Temos assim que o

Axioma da Escolha é valido. [}

Corolario 5.3.5 ([40]) O produto uniforme de espagos uniformes completos é

completo se e sé se o Axioma da Escolha € vdlido.

A demonstragao desenrola-se de modo semelhante & do Teorema 5.3.4, apesar
de a uniformidade produto nao coincidir com a uniformidade originada pela

métrica produto.
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Capitulo 6

O Primeiro Axioma da
Numerabilidade

Um espago topologico verifica o Primeiro Axioma da Numerabilidade se
existe um Sistema Fundamental de Vizinhangas (SFV) numerével para cada um
dos seus pontos (Defini¢cdo 1.2.7). Em geral, ou seja, na presenca do Axioma
da Escolha, esta definicao é clara e nao suscita duas interpretacoes diferentes.
Mas o que acontece quando o Axioma da Escolha ndo é valido? A primeira
consequéncia é que nao temos garantia da existéncia, em simultaneo, de um SFV
para cada um dos pontos de um dado espaco que verifique o Primeiro Axioma
da Numerabilidade. Alias, a existéncia de solucdo para problemas deste tipo é
uma das justificacoes para a utilizagdo do Axioma da Escolha.

Uma breve analise a livros de introdugao & Topologia permite-nos chegar
a conclusao que, em todos os exemplos apresentados de espagos que verificam
o Primeiro Axioma da Numerabilidade, é possivel construir um SFV em cada
ponto do espago. Como exemplo, podemos reparar que as bolas abertas de raio
1/n formam um SFV em cada ponto de um dado espago métrico. Neste caso,
como na maioria dos exemplos conhecidos, é ainda possivel construir, ao mesmo
tempo, uma fungao sobrejectiva do conjunto dos niimeros naturais para um SEFV

em cada ponto. Do que acabamos de dizer fica patente a possibilidade de definir

89



6.1 Definicdes

o Primeiro Axioma da Numerabilidade de trés maneiras diferentes.

Neste capitulo propomo-nos analisar as diferencas entre estas definigoes alter-
nativas do Primeiro Axioma da Numerabilidade, e outras que irao ser introduzi-
das, assim como estudar a existéncia de condigbes necessarias e/ou suficientes

para a sua equivaléncia.

6.1 Definicoes

Vamos comecar por trabalhar com trés condigoes, todas equivalentes ao
Primeiro Axioma da Numerabilidade em ZFC. Elas vao ser denominadas por
A, B e C, denominando A a definigdo usual. A denominacdo das condigoes
que serao introduzidas mais tarde seguira igualmente a ordem alfabética. Para
facilitar a compreensao das novas defini¢oes, e a sua comparacao, elas sao apre-

sentadas em linguagem simbdlica.

Definigoes 6.1.1 Seja X um espago topologico. Dizemos que X satisfaz:
A se (Vo € X)(3B(x)) |B(z)| < Vg e B(x) é um SFV de z;
B se (3(B(2))zex) (Vr € X) |B(x)] < Rg e B(z) é um SFV de z;
C se (3{B(n,z):neN,z € X})(Vz) {B(n,z) : n € N} é um SFV de z.

Nas definigoes de A, B e C pode-se exigir que as vizinhancas sejam abertas,
sem com isso alterar o valor légico das defini¢goes. Esta ressalva é feita pois

iremos ver situacoes em que tal nao é o caso.

Lema 6.1.2
(a) Se um espago topoldgico satisfaz B, entao satisfaz A.
(b) Se um espago topoldgico satisfaz C, entio satisfaz B.

Proposigao 6.1.3 Todo o espago métrico ou com uwma base numerdvel satisfaz

C, e consequentemente B e A.
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Cap.6 O Primeiro Axioma da Numerabilidade

A primeira ideia intuitiva que certamente teremos é que a equivaléncia entre
A e B necessita do Axioma da Escolha, tal é a semelhanca formal de A=B com
o Axioma da Escolha. E no entanto possivel provar que A é equivalente a B a

partir de um principio de escolha mais fraco do que AC.

Teorema 6.1.4 ([17]) Se MC,, se verifica, entdo um espago topoldgico satisfaz

A se e s0 se satisfaz B.

Demonstracao: Basta mostrar que A implica B, uma vez que a outra implicagao
é sempre verdadeira. Seja X um espago que verifica o Primeiro Axioma da
Numerabilidade, ou seja satisfaz A. Consideremos o conjunto L(x) de todas as
fungdes f : N — P(X) tais que f(N) ¢ um SFV de z € X. Como X satisfaz
A, (L(z))zex € uma familia de conjuntos nao vazios. Logo, por MC,, existe
(M(2))zex com M(x) numeravel e § # M(z) C L(x) para cada = em X.
Usando o argumento da diagonal de Cantor, mostramos que cada um dos
conjuntos B(z) := {f(n) : f € M(x), n € N} é numeravel, uma vez que M(z)
também é numeravel. Tem-se assim que B(x) é um SFV numerével de x, para

cada elemento x de X. ]

Existem vérios modelos de ZF onde AC néao se verifica, mas MC,, é valido,
como por exemplo no Modelo de Cohen/Pincus (M1(<w;>) em [28]).
Infelizmente nao é conhecido se a equivaléncia entre A e B é ou nao demon-

stravel em ZF.

Proposigao 6.1.5 Se MIC(2%0) se verifica, entio um espaco topoldgico satisfaz

B se e sd se satisfaz C.

Demonstragao:  Seja X um espago topolégico que satisfaz B. Da definigao
de B vem que que existe (B(z))zex tal que B(z) ¢ um SFV numeravel de x.

Definem-se os conjuntos
L(z) :={(f : N — B(z)) : f é uma sobrejec¢ao}.
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6.1 Definicdes

Cada um dos conjuntos L(z) é diferente do vazio e tem cardinal inferior a
2% uma vez que |L(z)] < |B(z)N] < RN = 280, Por MC(2%) existe uma
familia (M(x))zex tal que, para todo o x, M(x) é finito, diferente do vazio e
esta contido em L(z).

Finalmente, {B(n,z) : n € N} ¢ um SFV de z, com B(n,z) :=(\em(,) f(1)-

|

Lema 6.1.6 As condigdes sequintes sao equivalentes:
(i) AC(Ro);

(ii) para toda a famdlia de conjuntos numerdveis (X;);cr existe uma familia

de fungoes (fi)icr tal que f; € uma bijec¢io entre um ordinal o; e X;.

Demonstragao:  (il)=(i) Dada uma familia (X;);c; de conjuntos numeraveis
nao vazios, por hipdtese existe (f; : a; — X;);er com f; bijectiva e o; um
ordinal. A escolha pretendida é (f;(0))ier

(il)=(i) Seja (X;)ier uma familia de conjuntos numeraveis. Podemos supor
que X; # () porque para o conjunto vazio s6 existe uma bijecgao possivel.

A familia F := (J,c; P(X;) \ {0} é uma familia de conjuntos numeraveis nao
vazios, logo existe (e(F))pes onde e(F') é um elemento de F.

Define-se entao para cada i €

i) = { e(X;) sea=0
L eX\{f(60) B <a}) sea#0e{f(i,f): f<a}F# X

Como todos os conjuntos X; sao numeraveis, a funcao g : I — w; com
g(i) = min{e : X; = {f(i,8) : B < a}} estd bem definida, e portanto as

fungoes f; : g(i) — X; com f;(«) = f(i, ) sdo as fungdes desejadas. ]

Corolario 6.1.7 Se AC(Xg) e AC(R) se verificam, entio para toda a familia
de conguntos numerdveis (X;);ecr existe uma familia de fungées (fi)icr tal que

fi € uma injeccao de X; para N.
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Cap.6 O Primeiro Axioma da Numerabilidade

Demonstracao: Para os conjuntos finitos X;, sabemos do lema precedente que
existe uma bijeccdo entre um ordinal n e X;, o que induz uma funcéo injectiva
de X; para N.

Consideremos agora os conjuntos X; infinito numeraveis. O conjunto de
todas as re-ordenagdes de N bem-ordenadas tem o mesmo cardinal que R ([6]).
Usando AC(R) podemos escolher uma bijecgao entre N e cada ordinal numeravel
infinito. O Lema 6.1.6 diz que, se AC(Xg) se verifica, entdo podemos construir
uma bijecgao entre cada X; e um ordinal, necessariamente numeréavel, o que

conclui a demonstragao. [

Tendo em atencgao este corolario e o Lema 3.3.1, pode-se concluir o seguinte

resultado.

Corolario 6.1.8 Se AC(X) e AC(R) se verificam, entdo a unido numerdvel

de conjuntos numerdveis é numerdvel (CUC).

Corolario 6.1.9 Se AC(Xg) e AC(R) se verificam, entdo um espago topoldgico

satisfaz B se e so se satisfaz C.

Para que B implique C é suficiente que dada uma familia de conjuntos nu-
meraveis nao vazios se possa estabelecer uma injecgao entre cada um deles e N.

Sendo assim, este Corolério é consequéncia imediata de 6.1.7.

Note-se que escolher uma fungio injectiva de B(z) para N, para toda a
familia (B(z))zex de SFV numeraveis de um espago topoldgico, é equivalente
a tese do Corolario 6.1.7.

Realce-se ainda que esta afirmagao nao diz o mesmo que “B implica C”, visto

que os SFV considerados nas definicoes de B e C podem ser diferentes.

Proposigao 6.1.10 Se um espago topoldgico satisfaz B se e sé se satisfaz C,
entao MC(Rg) verifica-se.

Demonstrag¢ao:  Seja (X;)i;er uma familia de conjuntos numeréveis infinitos e

nao vazios.
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Consideremos cada X; munido da topologia discreta, X;U{i} a sua compacti-
ficagao de Alexandroff e a uniao disjunta X := [J(X; U {i}) com a topologia da
unido. Como |X;| = Ng, |Pan(X;)| = N e portanto cada i € I tem um SFV
numeravel. Temos assim que X satisfaz B e por hipotese também C. Existe por-
tanto um SFV (B(n,?))nen para cada i. Sem perda de generalidade, podemos
supor B(1,i) # X;, e consequentemente (X;\ B(1,%));cs é uma escolha multipla
em (X;)ier- ]

E de salientar que uma iteragao deste processo permite escrever cada X;
como uniao numeravel de conjuntos finitos. Este facto tem 6bvias relagoes com

o Corolario 6.1.7 e com a caracterizagdo de Lévy (Proposi¢ao 1.1.7).

6.2 Caracterizacoes

A motivacao para o estudo presente nesta secgao foi a tentativa de generalizar
o resultado do Teorema 3.2.2 para espagos que verificam o Primeiro Axioma da
Numerabilidade. Ou seja, saber quais as condigoes em que se pode extrair
um SFV numeravel de um qualquer SFV num espaco que verifique o Primeiro
Axioma da Numerabilidade.

Seguindo o que feito na secgao anterior, existem de imediato trés hipoteses
de o fazer: uma local e duas globais, de acordo com cada uma das defini¢oes A,
BeC.

Tal como foi feito na Secgao 3.2, comegamos por enunciar o resultado que

dé a caracterizagdo em ZFC.

Teorema 6.2.1 (ZFC) Todo o Sistema Fundamental de Vizinhangas de um
ponto num espaco que verifica o Primeiro Azioma da Numerabilidade contém

um Sistema Fundamental de Vizinhangas numerdvel.

Esta é a versao habitual do Teorema. No entanto o Primeiro Axioma da

Numerabilidade é desnecessario na hipotese, uma vez que é suficiente que o
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Cap.6 O Primeiro Axioma da Numerabilidade

ponto considerado tenha um SFV numeravel. Por isso talvez faga mais sentido

considerar uma versao global do Teorema.

De modo a fazermos um estudo geral de varios casos, vamos introduzir varias
caracterizagoes do Primeiro Axioma da Numerabilidade em ZFC, mas que iremos

ver serem bastante diferentes em ZF.

Definigoes 6.2.2 Seja X um espaco topologico. Dizemos que X satisfaz:

D se (Vz)(VV(x) SFV abertas de ) (3B(z) C V(z)) |B(x)| < Vg
e B(xz) é um SFV de z;

E se (V(V(2))zex com V(x) SFV abertas de z) (3(B(2))rex)
(Vz)B(z) € V(z), |B(x)| < Vg e B(x) é um SFV de x;

F se (V(V(z))gex com V(z) SFV abertas de z) (I{B(n,z) :n €N, z € X})
(Vz)[(Vn)B(n,z) € V(x) e {B(n,z) : n € N} é um SFV de z];

G se (Vz)(VV(x) SFV de x) (3B(x) C V(z)) |B(z)| <Ny
e B(z) é um SFV de z;

H se (V(V(z))zex com V(x) SFV de z) (3(B(z))zex)
(Va)B(x) € V(z), |B(z)| < Rg e B(x) é um SFV de x;

I se (V(V(2))zex com V(z) SFV de z) (3{B(n,z) :n €N, z € X})
(Vz)[(Vn)B(n,z) € V(x) e {B(n,z) : n € N} é um SFV de z].

Juntamente com as trés definigoes G-I que pretendem traduzir em ZF a
caracterizagao que estd em 6.2.1, sdo também incluidas trés definigbes em que

os elementos do SFV dado tém que ser abertos.
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Proposigao 6.2.3 Para as classes A-1, sao verdadeiras as inclusoes:

(a) CCBCA;

(b) FCECD; a I I

@ 1cHCC ]
D<<——FEF<—F

(d) GCDCA; ﬂ ﬂ ﬂ

(e) HCE C B; As==Bb<—=C

(f) ICFCC

Lema 6.2.4 Todo o espago topolégico com uma topologia numerdvel satisfaz F,

e consequentemente E e D.

Teorema 6.2.5 ([17]) As condigdes sequintes sao equivalentes a CC:

(i) se, num espago topoldgico, x tem um SFV numerdvel, entao todo o SFV

de x contém um SFV numerdvel;
(ii) wm espago topoldgico satisfaz A se e so se satisfaz G;
(iii) wm espago topoldgico satisfaz A se e so se satisfaz D;

(iv) um espago topoldgico satisfaz D se e sd se satisfaz G.

Repare-se que a condigao (ii) é o Teorema 6.2.1.
Demonstragao: A demonstragdo de que CC implica (i) é a usual e pode ser
vista em [9, 2.4.12]. As implicacoes (i)=(ii)=-(iii) e (ii)=(iv) s@o evidentes.
Falta portanto mostrar que (iii)=-CC e que (iv)=CC.
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Suponhamos que CC nao é valido. Pela Proposi¢do 1.1.10, existe uma
familia (X,,)nen de conjuntos disjuntos ndo vazios tal que nenhuma sucessio
toma valores num ndmero infinito dos conjuntos X,,.

Definem-se os conjuntos X := (|JX,)U{oo} e Y, := (Upspy1 Xr)U{c0}.

Consideremos duas topologias T1 e T5 em X, sendo T definida pela base B:
By :={{z}:2e€ X\ {oo}}U{Y, :neN}

Ty :={Y, :n €N}

O espago (X, T1) satisfaz A e (X, T5) satisfaz D porque tem uma topologia
numeravel. Por outro lado V := {¥,, U {2} : 2 € X,,, n € N} é um SFV de s
que nao contém nenhum SFV numeravel porque, caso contrério, existiria uma
sucessao a convergir para oo, o que nao acontece por hipétese. Temos por isso

que (X, T2) ndo satisfaz G; e que (X, T1) ndo satisfaz D, uma vez que V C T;. m
Como a topologia T é metrizavel pela métrica definida na demonstracao da
Proposicao 3.1.7 e |T3| = Vg, chegamos ao proximo corolario.
Corolario 6.2.6 As condicdes sequintes sao equivalentes a CC:
(i) todo o espago métrico satisfaz G (respectivamente D );
(ii) todo o espago topoldgico com uma base numerdvel satisfaz G;

(iii) todo o espago topoldgico com uma topologia numerdvel satisfaz G.

Passamos de seguida a considerar as duas hipoteses, de que falamos ante-
riormente, de enunciar de um modo global (em ZF) o resultado do Teorema
6.2.1.

Proposicao 6.2.7 ([17]) As condi¢ies segquintes sao equivalentes:
(i) MC., ¢ CC;

(ii) MC,, e CUC;
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(iii) MC, e CC(Xg);

(iv) um espago topoldgico satisfaz B se e so se satisfaz H;
(v) um espago topoldgico satisfaz B se e sé se satisfaz E;
(vi) um espago topoldgico satisfaz E se e sd se satisfaz H.

Demonstragao: Pelo Lema 1.1.20 sabemos que CC=CUC=CC(Y;). Se MC,,
é valido, entdo CC é equivalente a CC(Ry), logo (1)< (i)« (iii).

As implicagdes (iv)=(v) e (iv)=(vi) sdo 6bvias, pelo que é suficiente mostrar
que (ii)=(iv), que (v)=-(i) e que (vi)=(i).

(il)=(iv) Sejam (V(z))zex uma familia de SFV e (B(z)),ex uma familia de
SFV numeraveis num espago topologico X .

Definem-se o conjunto I := |J,cx(B(z) x {x}), e, para cada (B,z) € I, os
conjuntos L(B,z) := {V € V(z) : V C B}. Como V(z) é um SFV e B uma
vizinhanga de x, os elementos da familia (L(B,x))(B,z)er 580 nao vazios. Por
MC,, existe (M(B,z))(B,a)er tal que cada M(B,r) é numeravel ndo vazio e
esta contido em L(B,z). Por hipotese CUC é vilida e portanto os conjuntos
D(z) == Upes(x) M(B,z) sdo numeraveis.

Finalmente, (D(x))zex ¢ uma familia de conjuntos numeraveis com
D(x) C V(z), uma vez que M(B,z) C L(B,z) C V(z) para cada (B,z) € I.
Pela maneira como foram construidos, os conjuntos D(z) sdo um SFV de z.

(v)=(i) e (vi)=(i) Do Teorema 6.2.5 é (quase) imediato que cada uma das
condigoes (v) e (vi) implica CC.

Seja (X;)icr uma familia de conjuntos ndo vazios. Sem perda de gene-
ralidade, podemos considerar a familia disjunta e a sua uniao disjunta de I.
Definem-se os conjuntos X := | J,((X; x N) U {(i,00)}) e
Y, ={(x,k):z € X, paraalgum i € I, k >n} U (I x {oc0}).

Consideremos duas topologias T1 e T5 em X, sendo T definida através da
base Bi:

B ={{(z,n)}:x¢ I, neN}U{Y, :neN}

Ty = {YnneN}

98



Cap.6 O Primeiro Axioma da Numerabilidade

Das defini¢ées das duas topologias é imediato que 77 satisfaz B e que Ty
satisfaz E. Como em ambos os casos cada elemento (x,n) ¢ I x {oo} tem
um SFV s6 com um elemento, podemos ignorar esses pontos. Temos que
V(i) = {Y, U{(z,n)} : = € X;, n € N} é um SFV de (i,00) para as duas
topologias, e que V(i) C T7. Por hipotese verifica-se (v) ou (vi), conforme o
caso, e portanto existe (B(i));esr tal que cada B(i) ¢ um SFV numeravel de
(i,00) e esta contido em V(z).

Os conjuntos A; := {x € X; : (3B € B(4)) B\ Y, = {(z,n)} para algum n}

sao numeraveis, o que completa a demonstracao. [ |

Corolario 6.2.8 Todo o espaco que verifica o Primeiro Azioma da Numerabi-
lidade (i.e satisfaz A) satisfaz H se e s6 se MC,, ¢ CC sao simultaneamente

vdlidos.
Esta é uma possivel alternativa, em ZF, para o Teorema 6.2.1.
Corolario 6.2.9 As condicdes sequintes sao equivalentes a MC,, e CC:
(i) todo o espago métrico satisfaz H (respectivamente E);
(ii) todo o espago topoldgico com uma base numerdvel satisfaz H;

(iii) todo o espago topoldgico com uma topologia numerdvel satisfaz H.

Demonstra¢io: E imediato que MC,,+CC<« (i)« (iii), por a topologia T
definida na demonstragao de 6.2.7 ser numerével, e que (i)=CC pelo Corolario
6.2.6.

Para mostrar que (i)==MC,,, considera-se a familia (X;);c; como na de-
monstracdo de (v)=-(i) da Proposicao 6.2.7. Definem-se o espago métrico (X, d)
com X :=J;(X; x Nx {i} U{(i,00,9)}) e

0 se (z,n,i) = (y,m, J)
d((z, n, 1), (y,m, j)) = 2 seiF#j
+ % sei=je (x,n)#(y,m),

e os conjuntos Y (i,n) 1= {(i,00,1)} UlUys, 1 (Xi x {k} x {i}).
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Para cada i € I, V(i) := {Y(i,n) U{(x,n)} : z € X;, n € N} é um SFV de
(i,00,1). A partir deste ponto, a demonstracdo segue como a demonstracao de
6.2.7. -

Proposigao 6.2.10 As condi¢cdes sequintes sao equivalentes ao Axioma da Es-

colha:

(i) todo o espago que verifica o Primeiro Azioma da Numerabilidade (=A)

satisfaz I;
(ii) wm espago topoldgico satisfaz C se e so se satisfaz I;
(iii) uwm espago topoldgico satisfaz C se e sd se satisfaz F;
(iv) um espago topoldgico satisfaz F se e sé se satisfaz 1.

Demonstracao: Uma vez que A, C, F e I sao equivalentes em ZFC, AC implica
cada uma das condigoes (i)—(iv).

E simples verificar que (i)=(ii)=(iii) e que (ii)=(iv).

Para provar que (iii)=AC e que (iv)=AC, usamos os espacos topologicos
(X,71) e (X, T2) definidos na demonstragao da Proposigao 6.2.7. Esta demons-
tragdo é semelhante a essa, mas a sobrejeccdo existente de N para cada B(i)

permite escolher um elemento de cada um dos conjuntos A;. [

A condigao (i) deste Teorema é outra alternativa ao enunciado do Teorema
6.2.1.

Corolario 6.2.11 As condi¢oes sequintes sao equivalentes a AC:
(i) todo o espago métrico satisfaz 1 (respectivamente F);
(ii) todo o espago topoldgico com uma base numerdvel satisfaz 1;

(iii) todo o espago topoldgico com uma topologia numerdvel satisfaz 1.
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A demonstragao pode ser feita a partir da demonstragao do Corolario 6.2.9,

tendo em atencao o que foi dito na demonstracao anterior.

E de certo modo surpreendente que a condicio (iii), que é aparentemente

tao fraca, possa ser equivalente ao Axioma da Escolha.
Proposigao 6.2.12 Se MC,, se verifica, entao:
(a) um espago topolégico satisfaz D se e sd se satisfaz E;
(b) um espago topoldgico satisfaz G se e s se satisfaz H.

A demonstracao é em tudo idéntica & demonstracao do Teorema 6.1.4.

Corolario 6.2.13 Se o Azioma da Escolha Numerdvel é vilido, entiao as condi-

coes sequintes sao equivalentes:

(i) MC,,;

(ii) wm espago topoldgico satisfaz D se e so se satisfaz E;
(iii) um espago topoldgico satisfaz G se e sd se satisfaz H.

Demonstrag¢ao: A Proposicdo anterior diz que (i) implica (ii) e (iii). As impli-
cagoes contrarias demonstram-se de modo similar, pelo que vamos demonstrar
apenas uma delas.

(ii)=(i) Se D ¢é equivalente a E e CC ¢ valido, entdo A é equivalente a E
pelo Teorema 6.2.5. Como B implica A, B implica E e portanto MC,, verifica-se
pelo Teorema 6.2.7. ]

Proposigao 6.2.14 Se E € equivalente a F ou H € equivalente a 1, entdo
MC(NO) € vdlido.

Se MC(Xg) néo é valido, entao o espago topologico construido na demons-

tragao da Proposicao 6.1.10 satisfaz E e H, mas nao satisfaz F e 1.
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6.3 Os numeros reais

Ao longo das secgbes anteriores, juntamente com o estudo de algumas das
implicacoes entre as diferentes caracterizagoes do Primeiro Axioma da Nume-
rabilidade, vimos em que condicGes é que certas classes satisfazem cada uma
dessas caracterizacoes. Agora vamos estudar em que condigoes é que elas sao
satisfeitas pelo espago topologico real. Recordemos que R satisfaz cada uma das
trés primeiras defini¢oes.

A medida que este estudo for feito, resultados sobre outras classes surgirao

de forma natural.

Teorema 6.3.1 As condigdes sequintes sao equivalentes a CC(R):
(i) todo o espago topoldgico que tem uma base numerdvel satisfaz D;
(ii) R satisfaz D.

Demonstra¢ao: CC(R)=-(i) Basta seguir a demonstracdo usual, tomando em
consideragao que a topologia de um espago que tem uma base numeréavel tem
cardinal inferior a R (Lema 1.2.9).

(ii)=CC(R) Seja (X,,),, uma familia numeréavel de subconjuntos néo vazios
de R tal que X,, C (%H, %) para todo o n € N. Consideremos ainda o
SFV V := {(-1,2) : n € N, € X,,} de 0. Por hipétese, existe um SFV
B :={By : k € N} de 0 que esta contido em V. Define-se s(k) := sup By. Pela
maneira como V foi definido, s(k) € X,, para algum n. Por outro lado, B é
um SFV e por isso {s(k) : £ € N} tem que intersectar um ntmero infinito dos
conjuntos X,,. A Proposigdo 1.1.10 diz que isso é suficiente para provar CC(R).

Lema 6.3.2 Se X € um espago topoldgico Ty que tem SBN (toda a base contém

uma base numerdvel), entao X satisfaz D.

Demonstrag¢ao: Sejam (X, T) um espago topoléogico Ty, = € X e V(x) um SFV
abertas de z. Como X éT1, B:={U €T :2 ¢ UoulU € V(x)} é uma base
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para os abertos de X. Por hipotese existe C C B tal que |€] < Xy e € é uma
base. Por fim €N V(z) é um SFV numeravel de z. |

Neste ponto podemos verificar que o Teorema 3.2.2 poderia ser facilmente

demonstrado a partir do Teorema 6.3.1 e do Lema 6.3.2.

Proposigao 6.3.3 As condigdes sequintes sao equivalentes ao Axioma da Es-
colha Numerdvel para familias de subconjuntos de P(R) (CC(PR)):

(i) todo o espago Ty que tem uma base numerdvel satisfaz G;
(ii) R satisfaz G.

Demonstragao: CC(PR)=-(i) Se X é um espago topologico Ty com uma base
numeravel, entdo |X| < |R|, e para provar (i) é suficiente fazer uma escolha
numeravel numa familia de subconjuntos de P(X).

(il)=CC(PR) Seja (X,,), uma familia de subconjuntos ndo vazios de P(R)
e consideremos X,, C i]’((n%_17 1)). Define-se um SFV V := {(—%_H, ﬁ) UA:
neN, Ac X,} de0. Se R satisfaz G, entao existe B := {By : k € N} tal
que B CVeBéum SFV de 0. A existéncia de B implica a existéncia de uma
sucessao que toma valores em X,, para um numero infinito de conjuntos X,,, o

que completa a demonstragao. [

Proposigao 6.3.4 Todo o espaco que tem uma base numerdvel satisfaz F se e
s6 se o Azioma da Escolha € vdlido em R (AC(R)).

Demonstrag¢ao: (<) Sejam (X, T) um espago topologico e {B,, : n € N} uma
sua base. Pelo Lema 1.2.9, |T| < |R| e, de AC(R) vem que R é bem ordenado
e portanto T é também bem ordenado.

Consideremos a familia (V(z)),cx em que cada V(z) é um SFV abertas
de z. Para (z,n) € X x N, define-se C(n,z) := {V € V(z) : V C B,}. Se
z € B,, entdo C(n,z) # 0, e porque T tem uma boa ordem pode-se definir
B(n,z) := minC(n,z). O conjunto B(z) = {B(n,z) :n € N, z € B,} é um
SEV de z.
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(=) Seja (X;)ier uma familia de subconjuntos néo vazios de R. Conside-
remos INR=0eY :=R\ {0} UI munido da topologia inicial em relagéo a

funcao
f:Yy — R

0 seyel
vy — { y seyé¢l.
Como R tem uma base numerével, Y tem uma base numeravel.

Consideremos as bijecgoes f,, : R — (n%rl, %) e definamos X, := f,(X;).
Para cada i € I, V(i) := {IU(—%,O)U(O,.’L‘) :x € Xin, n € N} C Ty é um SFV
de i. Por hipotese existe {B(k,i) : k € N} C V(i) que é um SFV de i.

Por fim, para cada i € I, sup B(1,4) é um elemento de X;,, para algum n e

X;n esta em bijeccao com X;, o que fornece a a escolha pretendida. [

Corolario 6.3.5 O espaco topoldgico R satisfaz F se e sé se o Azioma da Es-

colha é vdlido para famdlias (X;);cr de subconjuntos nao vazios de R.

Demonstrag¢ao: (<) Basta retomar a demonstracdo anterior, verificando que,
para X =R, |[X x N| = 2%,

(=) Seja (X;)icr uma familia de subconjuntos nio vazios de R. A de-
monstragao é idéntica & demonstragao da Proposicao 6.3.4, com Y = R,
Xin C(i+ 72,04 +) e V(@) :={(i — +,2) : © € Xi, n € N}. [

Tendo em conta as demonstragoes das Proposigoes 6.2.7, 6.3.3 e 6.3.4 e do
Corolario 6.3.5, e que CC(R) (respectivamente CC(PR)) implica que a unido
numerdvel de subconjuntos numerdveis de R (respectivamente P(R)) é numerd-

vel, podemos deduzir os préximos resultados.

Corolario 6.3.6 As condicdes sequintes sao equivalentes:
(i) MCL(R) e CC(R);

(ii) todo o espago com uma base numerdvel satisfaz E.
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Corolario 6.3.7 As condi¢des sequintes sao equivalentes:

(i) MC,, € vdlido para familias (X;);cr de subconjuntos nao vazios de R e
CC(R) também € vdlido;

(ii)) R satisfaz E.

Corolario 6.3.8 O espaco topoldgico R satisfaz 1 se e sé se o Axioma da Es-

colha é vdlido para familias (X;)icr de subconjuntos nao vazios de P(R).

Para provar que R satisfaz I procede-se da maneira usual, tendo em atengao
que |P(R)N| = |P(R)|. Portanto, dado um SFV V(z) de = € R,
H{(f:N—"V(z)): f(N) é um SFV de z}| = |P(R)|.

Para a outra implicacao usa-se uma conjuncao de argumentos do tipo dos

usados nas demonstragoes de 6.3.3 e 6.3.5.

Corolario 6.3.9 As condi¢des sequintes sao equivalentes:

(i) MC,, é vdlido para familias (X;);cr de subconjuntos nao vazios de P(R)
e CC(PR) também ¢é vdlido;

(ii) R satisfaz H.

Na segunda secc@o deste capitulo provamos que o Axioma da FEscolha é
uma condi¢ao necessaria para que todo o espago com uma topologia numerdvel
satisfaca I. Tal como foi feito noutras situagoes, vamos agora estudar o caso em
que os espagos, além de terem uma topologia numeravel, sao Ty. Os resultados
apresentados sao algo surpreendentes, principalmente por serem idénticos para

as classes G, H e L.

Proposicao 6.3.10 As condigioes sequintes sao equivalentes a CC(R):
(i) todo o espago topoldgico Ty com uma topologia numerdvel satisfaz 1;
(ii) todo o espago topoldgico Ty com uma topologia numerdvel satisfaz H;

(iii) todo o espago topoldgico Ty com uma topologia numerdvel satisfaz G.
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Demonstragao: As implicagoes (i)=-(ii)=-(iii) sdo evidentes (6.2.3).

CC(R)=-(i) Seja (X,T) um espago topologico Ty tal que |T| < Ny. Como
(X,7) é Ty, | X| < |T| <N e consequentemente |P(X)| < 2% = |R|. Conside-
remos ainda a familia (V(z)).cx tal que V(x) é um SFV de z.

Define-se M := {(z,A) : € A € T} e, para cada par (z,A4) em M,
Lz, A) :={V €V(z):V C A}. Como M| < |X x T| <V e V(z)éum SFV
de z, (L(x, A))(z,4)em ¢ uma familia numeravel de subconjuntos nao vazios de
P(X).

Por hipotese CC(R) verifica-se e por isso podemos escolher um elemento
V(z,A) de cada L(z, A). O conjunto B(z) := {V(z,A) : x € A} é um SFV
de z. O facto de M ser numeravel permite-nos construir simultaneamente uma
fungao injectiva de cada B(zx) para N.

(iii)=CC(R) Consideremos o conjunto X := [0,w?], onde w é o primeiro
ordinal infinito, munido da topologia T := {(a,w?] : @ € w?} U {#, X}. Como
w? é numeravel, T é numeravel. A topologia T é também Tp.

Seja (X, )nen uma familia de subconjuntos nao vazios de R. Uma vez que R
esta em bijecgdo com P(N), e facilmente se constroi uma funcdo bijectiva entre
Ne ((n — 1)w,nw), consideremos X,, C P(((n — 1)w, nw)).

O conjunto V := {(nw,w?]UA: A € X,,, n € N} é um SFV de w?. Por
hipotese existe um SFV {By : k € N} de w? que esta contido em V. Define-se
entdo (k) := min{n € N: (nw,w?] C By} e Ay := By \ (¢(k)w,w?] € Xy

Como {By, : k € N} ¢ um SFV, (p(k))ren converge para w, e temos assim que
(Ag)ken € uma sucessdao que toma valores num numero infinito dos conjuntos

X, 0 que completa a demonstracao pela Proposigao 1.1.10. ]
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