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Introducao

Nesta dissertacao pretende-se fazer uma sintese de duas maneiras dife-
rentes de estender a uma categoria os conceitos de espago conexo e espaco
totalmente desconexo, estudados em Topologia.

A primeira dessas abordagens é baseada no estudo das conexoes e das de-
sconexoes em espagos topologicos, que foi iniciado por Preuf [19] e
Herrlich [16] em finais da década de 60, sendo mais tarde aprofundado por
Arhangel’skii e Wiegandt [2] em 1975. Esta abordagem tem ainda como
caso particular as subcategorias de torsao e as subcategorias sem torsao es-
tudadas em Algebra, que foram introduzidas por Dickson em 1966 ([10]). Os
conceitos de conexao e desconexao foram posteriormente generalizados para
uma qualquer categoria por Petz [18] e por Clementino [4].

A introdugao, no artigo Closure operators I [11] de Dikranjan e Giuli, da
definicao de operador de fecho numa categoria permitiu fazer outro tipo de
estudo sobre a conexidade e a separacao em geral e que engloba as nocoes
usuais para espagos topologicos.

A caracterizacao dos espacos de Hausdorff como os espacos com a diagonal
fechada, que pode ser formulada em categorias munidas de um operador de
fecho, motivou o estudo dos objectos separados numa categoria em relacao
a um operador de fecho. Os objectos separados e as subcategorias plenas
dos objectos separados foram estudados intensamente nos anos 80. Embora
Dikranjan e Giuli tenham referido em [11], conjuntamente com a defini¢ao
de objecto separado, a possiblidade de estudar os objectos com a diagonal
densa, este estudo sé se iniciou recentemente, com a publicacao de [23] e [13].
Ele tem como motivacao o facto de estes objectos na categoria dos espacos

topoldgicos, relativamente a determinados operadores de fecho (diferentes
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Introducao

do de Kuratowski), serem exactamente os espagos conexos, e por isso se
designam por objectos conexos. Em [7] pode ser encontrada uma andlise do
comportamento dos objectos conexos e das subcategorias por eles definidas
em paralelo com o comportamento dos objectos separados e dos objectos
separados.

Sobre certas condigoes estas duas abordagens de conexidade sao paralelas,
como foi provado por Clementino e Tholen em [7].

O problema da caracterizacao das subcategorias de objectos separados
(subcategorias delta) e das subcategorias de objectos conexos (subcatego-
rias nabla) estd directamente relacionado com o estudo de operadores de
fecho especiais: os operadores de fecho regulares e corregulares, respectiva-
mente. Os operadores de fecho regulares foram pela primeira vez estudados
por Salbany [21] na categoria dos espagos topoldgicos, tendo sido desde entao
estudados e usados na resolucao de diversos problemas, nomeadamente no
estudo de epimorfismos e boa copotenciacao. Por outro lado, os operadores
de fecho corregulares foram introduzidos apenas recentemente (ver [7]), com
o objectivo de caracterizar subcategorias nabla. Em [7] Clementino e Tholen
apresentam alguns exemplos de operadores de fecho corregulares. Neste tra-
balho investigamos alguns outros exemplos, nomeadamente na categoria dos
espacos topologicos, que nos permitem obter novos resultados sobre subca-

tegorias nabla de 7op.

Este trabalho inicia-se com algumas defini¢oes bésicas e resultados ele-
mentares, ue serao usadas ao longo dos restantes capitulos, e que constituem
o Capitulo 0. Sao abordados, nomeadamente, sistemas de factorizagao, ob-
jectos terminais e pré-terminais, e operadores de fecho em categorias.

O Capitulo 1 comeca com a definicao de morfismo constante. Contra-
riamente ao que sucede com muitas outras nogoes matematicas cuja a for-
mulacao categérica é clara, nao ha uma nocao unica de morfismo constante.
Ha de facto varias formulacoes de constante em categorias, sendo talvez a
mais conhecida a de Herrlich [16], que apresentamos na defini¢ao 1.6. Na
seccao 1.1 indicamos diversos conceitos de morfismo constante e estabele-

cemos relacao entre eles. A definicao aqui usada é um caso particular da
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Introducao

definigao de Petz [18]. Os resultados do Capitulo 3 justificam claramente a
nossa escolha.

Dispondo de um conceito de morfismo constante, diversos autores estu-
dam as subcategorias constantes a esquerda e a direita de uma categoria,
que sao ao mesmo tempo uma generalizacao das conexoes e desconexoes
em Topologia e das subcategorias de torsao e subcategorias sem torsao em
Algebra. Arhangel’skii e Wiegandt caracterizam em [2] as subcategorias na
categoria dos espacos topoldgicos e Dickson [10] caracteriza as teorias de
torsao em categorias abelianas. Generalizacoes destes resultados podem ser
encontrados na literatura, sendo de salientar [20], [24], [22], [4] e [7]. No final
do Capitulo 1 apresentamos condigoes necessarias para que uma subcategoria
seja constante a esquerda ou a direita.

No Capitulo 2 sao introduzidas as nogoes de objecto separado e objecto
conexo em relacao a um operador de fecho. Estes objectos sao definidos como
sendo os objectos com a diagonal fechada e a diagonal densa, por esta ordem.
As subcategorias delta, dos objectos separados, e as subcategorias nabla, dos
objectos conexos, sao completamente definidas pelos operadores de fecho
regulares e corregulares. Os operadores de fecho regulares e corregulares sao
aqui definidos como em [7].

Na seccao 2.3, denominada Teoremas da diagonal, sao enunciadas condi-
coes sob as quais uma subcategoria é delta se e s6 se é fechada para mono-
fontes. Este teorema estd provado em [13] num contexto algébrico e em
[15] num contexto topoldgico. A versao topolégica é provada com base na
Proposicao 2.16, que serve para caracterizar as subcategorias delta em cate-
gorias com pontos suficientes. A Proposi¢ao 2.26 dd-nos uma caracterizacao
do mesmo género para as subcategorias nabla.

No terceiro capitulo sao relacionados os dois estudos de conexoes apresen-
tados nos capitulos anteriores. Na Proposi¢ao 3.5 e no Corolario 3.6 mostra-se
que para uma categoria com pontos suficientes todas as subcategorias cons-
tantes a esquerda sao do tipo nabla, e todas as subcategorias constantes a
direita sao do tipo delta. Este resultado foi provado em [7] num contexto um

pouco mais geral, em que apenas ¢ necessario ter quasipontos suficientes.
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Introducao

No ultimo capitulo sao apresentados alguns exemplos, com especial in-
cidéncia na categoria dos espacos topologicos que foi a motivadora de grande
parte destes resultados. A teoria também é ilustrada com exemplos em cate-
gorias de modulos, na categoria dos grupos e na categoria dos grafos. E ainda
referida, e brevemente exemplificada, a hipdtese deste estudo se alargar aos
morfismos usando para isso as categorias fibradas, o que é feito em [8] por
Clementino e Tholen.

De entre os exemplos, considero com especial interesse a ordenacao de di-
versos operadores de fecho corregulares na categoria dos espacos topologicos,
e a relacao existente entre as subcategorias delta e nabla dos operadores de

fecho induzidos por um pré-radical r e os r-modulos livres e de torsao.

Ao longo de todo o trabalho é suposto um conhecimento prévio de Teoria
das Categorias. Para mais detalhes sobre Categorias, ver por exemplo [1],

[3] ou [17], de onde foi retirada a maioria da notagao categérica utilizada.



Capitulo 0

Conceitos basicos

Ao longo de todo o trabalho X representa uma categoria com limites
finitos.
Vamos considerar X munida de um sistema de factorizagao (€, M) (ver

por exemplo [1] e [14]).

Defini¢ao 0.1 Sejam £ e M duas classes de morfismos de X. O par (€, M)

€ um sistema de factorizacao de X se verifica as sequintes condicoes:

1. As classes £ e M sao fechadas para a composicao e para a composicao

com isomorfismos.

2. Todo o morfismo f em X tem uma factorizacao f = m-e, comm € M

eecé.

3. Quaisquer dois morfismos m em M e e em £ sao ortogonais; isto €, se
existem morfismos f e g tais que m - f = g - e, entao existe um Unico

morfismo t tal que: m-t=qget-e= f.




Capitulo 0 Conceitos bésicos

A 3 chama-se propriedade da diagonalizacao, e em vez dela pode-se es-
crever que a factorizacao de 2 é Unica, a menos de isomorfismo.

Vamos considerar ainda que o sistema de factoriza¢ao (£, M) de X é
préprio, isto é, M C Mono(X) e £ C Epi(X). Dizer que £ é uma classe
de epimorfismos é equivalente a dizer que todos os monomorfismos regulares
estao em M.

Vamos, além disso, assumir que X é M-completa, ou seja, X tem limites
de cofontes de morfismos em M, que ainda pertencem a M, e M é estavel
para produtos fibrados.

Nestas condigoes, a factorizagdo estende-se a uma factorizagao (IE, M)
para cofontes. Os elementos (e;);c; de IE s@o as cofontes ortogonais a todo
o morfismo m € M, isto é, se v -e; = m - u; para todo o 7 € I entao existe
um tnico morfismo ¢ tal que m-t =wv e t-e; = u; para todo i € I (ver [13]).

E de notar que toda a cofonte de IE é uma epicofonte.

Sem-feMemeMentao fe M,eseg-ec e ccentaogef.

Para uma familia (m;);c; de elementos de M, H m; pertence a M.

el
A um morfismo m : M — X de M chama-se subobjecto de X e os
subobjectos de um determinado X formam uma classe pré-ordenada, que se

representa por sub.X, onde a relacao de pré-ordem é definida por
m<n:&(3teM): m=n-t.

Para uma categoria M-completa existem supremos e infimos em subX,
a que chamaremos uniao e intersec¢ao, respectivamente. Consideremos
(m; : M; — X);e; uma cofonte de elementos de subX. A intersecgao de
(my;)ier é dada pelo seu limite, e representa-se por /\ m; : /\ M; — X. A

iel iel
unido de (m;);e; representa-se por \/m,- : \/ M; — X, e é definida por
iel iel
\/m; = \{m € subX|m > m; para todo i € I}. A cofonte induzida
iel
pela uniao (e; : M; — \/ M;)ier tal que (\V my;) - e; = m; para todo i € [ é
el

uma cofonte de IE.

Para f : X — Y e (m : M — X) € subX, define-se f(m), a

imagem de m por f, como sendo a parte em M da factorizacao (£, M)
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Capitulo 0 Conceitos bésicos

de f-m, e o dominio de f(m) é denotado por f(M). No caso m = lx, a
f(1x) chama-se simplesmente imagem de [ e a f(X) imagem de X por f
(X = £(X) = y),

O functor imagem directa f(—) : subX — subX tem como adjunto
A direita o functor imagem inversa f~'(—), que estd definido através do
produto fibrado. Isto é, para f: X — Y, se n € subY, f~!(n) € subX é o
produto fibrado de n através de f.

N Y

Para f : X — Y, m,(my)icr € subX e n,(n;)ic; € subY, das pro-

priedades desta adjuncao concluimos que:

3. fOV ma) =\ f(my)

il i€l
4. f_1</\ nﬁ) = /\ f_l(nl-).
el el

Para mais pormenores sobre imagens e imagens inversas, consultar [11] e

13].

0.1 Objectos pré-terminais

Objecto pré-terminal é todo o objecto P tal que X'(X, P) tem no maximo
um morfismo para todo o X € X. Designemos por P a subcategoria plena de
X dos objectos pré-terminais. Recordemos que P é fechada para monofontes,

em particular para limites.
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Os morfismos em M de dominio em P e codominio em X € X sao
denominados pré-pontos de X, e a classe dos pré-pontos de X é designada
por pptX. Todo o pré-ponto cujo dominio é um objecto terminal diz-se um
ponto de X, e a classe de todos os pontos de X é representada por ptX.

Ficam assim definidas duas inclusoes para cada objecto X de X:

ptX C pptX C subX.

Diz-se que X € X tem pontos suficientes se

\VA{z|z € ptX}=\/ptX = 1y,

e que X tem pontos suficientes se todos os seus objectos os tém.

O objecto GG de X é gerador de X quando a cofonte de todos os morfismos
de G em X é uma epicofonte para todo o objecto X de X.

Designemos por 1 o objecto terminal de X.

Se X tem pontos suficientes entao o seu objecto terminal é gerador. De
facto, se \V ptX = 1y, entao a cofonte (z : 1 — X ),eptx € a cofonte induzida
pela uniao, logo esta em IE, e todos os elementos de IE sao epicofontes.

Para (m: M — X) € M define-se o conjunto dos pontos de m:
pt(m) = {z € ptX |z < m}.

Uma cofonte (m;);e; de subobjectos de X tem um ponto comum se

ﬂ pt (m1> # 0.
iel
Esta definicao pode-se generalizar para cofontes em geral. Diz-se que uma

cofonte em X tem um ponto em comum se a sua parte em M tiver um ponto
em comum.
Os pontos detectam monofontes se uma fonte (f; : X — Y;)je; em X é

uma monofonte sempre que
(Viel fi-x=fi-y)=— x =1y para z,y € ptX.

Existem defini¢oes de pré-pontos suficientes, de pré-ponto comum e de
pré-pontos que detectam monofontes, semelhantes as que foram dadas para

pontos.
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Proposicao 0.2 Se X tem terminal gerador entao os pontos detectam mono-

fontes.

Demonstracao: Seja (f; : X — Y;)ie; uma fonte em X tal que © = y sempre
que f;-x = f;-y para todo 7 em I, onde x e y sao pontos de X. Consideremos
ainda dois morfismos g, h : Z — X de X tais que f; - g = f; - h, para todo 7
em /. Esta igualdade implica que f;-g-z= f;- h -z, para todo i € I e todo
z € pts

Como para todo o z em ptZ os morfismos ¢ - z e h - z sao pontos de X,
entao por hipétese (g -2 = h- 2),eptz € finalmente g = h, por ptZ ser uma
epicofonte. Se Z nao tiver pontos entao a hipdtese de 1 ser gerador implica
que Z é pré-inicial, e portanto g = h do mesmo modo. Ou seja (f;)ic; € uma

monofonte. ]

0.2 Operadores de fecho

Vamos optar por utilizar apenas a definicao local de operador de fecho,
em contraponto a defini¢do functorial, que pode ser vista em [11] e [13]. De
seguida serao referidos alguns resultados basicos, dos quais omitiremos as

demonstragoes, que podem ser estudadas em [11] e [13].

Definicao 0.3 Um operador de fecho ¢ na categoria X em relagcao ao
sisfema de factorizagio (£, M) € definido por uma classe de fungoes

(cx : subX — subX)xex tais que:
1. m < ex(m) para todo m € subX;

2. se my < my entao cx(my) < cx(ms) para todo my, ms € subX;

3. flex(m)) < ey (f(m)) para todo m € subX e f : X — Y wum mor-
fismo de X.

Ou seja um operador de fecho ¢ é extensivo, mondtono e todos os morfis-

mos sao continuos em relacao a c.
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Em vez de 3 pode-se escrever que cx(f~(n)) < f~!(cy(n)) para todo o
nemsubY e f: X — Y em X.

Para (m : M — X) € subX, o dominio de cx(m) vai ser denotado por
cx (M); designaremos por j,, o morfismo tal que m = cx(m) -« jn.

Por vezes, escreve-se ¢(m) em vez de cx(m) e ¢(M) em vez de cx(M).

Lema 0.4 Sejam m,n morfismos em M e f,g morfismos em X tais que
f-m=mn-g. Entao existe um unico morfismo t : ¢c(M) — ¢(N) para o qual

tegm=Jn-gef-c(m)=cn)-t.

7

M N

Jm Jn
t
c(M) c(N)
c(m) c(n)

/

X Y

Definigoes 0.5 Sejam (m: M — X)e M e f € X(X,Y).
(i) Se c(m) = m, diz-se que m € c-fechado.
(ii) Se cx(m) = 1x, diz-se que m € c-denso.

(iii) Secy(f(1x)) = 1y entdo a f chama-se morfismo c-denso.

Proposicao 0.6

(i) A imagem inversa preserva subobjectos c-fechados.

(ii) A imagem directa através de elementos de € preserva subobjectos
c-densos. Em particular os morfismos de £ sdo c-densos.

(iii) A intersec¢ao de subobjectos c-fechados é c-fechada.

(iv) A unido de subobjectos c-densos é c-densa.
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Proposicao 0.7 Sejam m,n € M e f, g dois morfismos de X .
(i) Se m - n é c-fechado entao m é c-fechado.

(ii) Se f-g € c-denso entao [ é c-denso.

E por vezes conveniente considerar operadores de fecho com propriedades

adicionais, de entre as quais vamos destacar quatro.
Definicoes 0.8 Consideremos ¢ um operador de fecho em X.

1. ¢ € idempotente se c(c(m)) = c¢(m), para todo o m € M.

2. ¢ € fracamente hereditario se cqar)(jm) = Loy, para todo o morfismo
m: M — X em M.

3. ¢ € hereditario se cy(m) = n~t(cx(n-m)), para quaisquer morfismos
m:M— N,n: N — X em M.
4. ¢ € produtivo se cx([[mi) =[]ex,(mi), para qualquer familia
i€l il
(mi : My — X;)ier de elementos de M, com X = [[ X;.
el
Proposicao 0.9 Sejam ¢ um operador de fecho em X e m,n elementos de

M.

1. Se ¢ € idempotente e m,n sdao c-densos, entdo m -n € c-denso.

2. Se ¢ € fracamente hereditdrio e m,n sao c-fechados, entao m -n é

c-fechado.

3. Se ¢ € hereditdario e idempotente e m - n é c-denso, entao n € c-denso.

O conglomerado dos operadores de fecho CL(X, M) em X em relagao ao

sistema de factorizagao (€, M) é parcialmente ordenado por
¢ <d:& c¢(m) < d(m) para todo m € M,

com ¢,d € CL(X, M).
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O conglomerado C'L(X, M) tem infimos e supremos, a que chamaremos
intersecgdo e uniao, respectivamente. Seja (¢;);e; uma familia de elementos

de CL(X, M). A intersec¢ao de (¢;)ic; é definida por

(A ci)(m) = )\ ci(m) para todo m € M,

i€l i€l

e a unido de (¢;)ier é definida por

(\V c)(m) =\/ ¢;(m) para todo m € M.

el i€l



Capitulo 1

Conexoes e desconexoes

A partir deste capitulo, sempre que nos referirmos a uma subcategoria de

X, ela é uma subcategoria plena fechada para isomorfismos.

1.1 Morfismos constantes

Um conceito que vai ser importante neste trabalho é o conceito de mor-
fismo constante. Existem varias abordagens a este assunto mas a que vamos
usar ao longo do trabalho é um caso particular das nocao usada em [18].

Comecemos por dar uma defini¢ao geral.

Definicao 1.1 Seja C uma classe de objectos de X.  Um morfismo
f: X — Y € C-constante se a sua factorizacio (€, M) € feita através de

um objecto de C, ou seja, f(X) € C. Aos objectos de C chama-se constantes.

Proposicao 1.2
1. Seja f =m-e, comm em M ee em E. Entao f € constante se e so
sem € constante se e s se e € constante.

2. Se, para um morfismo m € M, m - f € um morfismo constante, entao

f € constante.

3. Se, para um morfismo e € £, [ -e é um morfismo constante, entao f é

constante.
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Estes resultados provam-se facilmente, usando a definicao de sistema de
factorizacao.
Em [5] sdo impostas as duas condigoes seguintes a classe C dos objectos

constantes:

1. C é fechada para subobjectos, isto é, se m : M — (' pertence a M e

C estd em C entao M pertence a C.

2. C é fechada para imagens, isto é, se e : ' — X pertence a € e ' esta

em C entao X pertence a C.
A proposicao que se segue clarifica o papel destas condigoes.
Proposicao 1.3 Seja C uma classe de constantes.

1. As sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) C € fechada para subobjectos;
(ii) Se g : X — Y € um morfismo constante entao g - [ € constante,

qualquer que seja o morfismo f: 72 — X de X.

2. As sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) C € fechada para imagens;
(ii) Se f: Z — X € um morfismo constante entdo g - [ € constante,

qualquer que seja o morfismo g: X — 'Y de X.

Estes dois resultados demonstram-se essencialmente da mesma maneira.

Por isso, apenas se inclui a demonstracao de 1.

Demonstragao: (i)=(ii) Seja g : X — Y um morfismo constante. Logo a
sua factorizacio (€, M) faz-se através dum objecto C €C: X —— C 5 Y.
Considere-se ainda g - f = Z <% W 25 Y, onde my estd em M e e; em &.
A propriedade da diagonalizacao garante a existéncia de um morfismo
t:W —Ctalquet-eg=e-gem-t=m.
Da igualdade m -t = m; e do facto de m, m; € M, vem que t pertence
a M. Como C € C e C é fechada para subobjectos, W pertence a C e,

consequentemente, ¢ - f é um morfismo constante.

10
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€1
A |74
g
X ¢ my
e
m
C Y

(ii)=-(i) Para C ser fechada para subobjectos temos que provar que, para
(m: M — C) e M,seC €Centao M €C. O objecto M estd em C se e
sé se m é constante, mas como 1o é constante, usando (ii) concluimos que

m =m - 1o também é constante. [ ]

Mesmo verificando estas duas condigoes, as classes de constantes podem

afastar-se da nocao intuitiva de constante.

Uma classe de constantes que surge naturalmente é a classe dos objectos
pré-terminais. Repare-se que a classe dos pré-terminais é sempre fechada para
subobjectos, nao sendo no entanto em geral fechada para imagens. Pode-se
assim estabelecer uma nocao de morfismo constante aplicavel a qualquer
categoria e definida de maneira tnica, ou seja, nao dependente de C.

Para ver que P nem sempre ¢é fechada para imagens, basta tomar o contra-
-exemplo da categoria fibrada Haus/S!, onde Haus representa os espagos
topoldgicos de Hausdorff, S' representa a circunferéncia unitéria em IR?
e £ é a classe dos epimorfismos. Os objectos pré-terminais em Haus/S"
sao os monomorfismos de Haus, e os epimorfismos de Haus/S! contém as
imersoes densas, que sdo os epimorfismos em Haus. Sejam [ :]0,1[— 5!
e g:[0,1] — S dois objectos de Haus/S* definidos da seguinte maneira
f(t) = g(t) = (cost,sint), para t no dominio da respectiva fungao. A imersao

e :]0,1[— [0,1] é densa, f € P, pois f é um monomorfismo, mas g & P.

Quando C = P escrevemos constante em vez de P-constante; isto €,

f: X — Y é constante se a sua factorizagao (£, M) é feita através de um

11
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objecto pré-terminal.

Proposigao 1.4 Se, para uma monofonte (m;)icr, m; - [ € um morfismo

constante para todo i € I, entao f € um morfismo constante.

Demonstracao:  Consideremos o morfismo f : X — Y, a monofonte
(m; : Y — Z;)ier e as factorizagoes f =n-e e (m; - [ = n; - €)icr, onde
n,n; € Mee,e €E. A propriedade da diagonalizacao diz-nos que existem
morfismos (¢; : f(X) — (f - m)(X))ier tais que t;-e =e; en;-t; =m;-n
para todo i € I. A fonte (m; - n);e; é uma monofonte porque (m;);e; é uma

monofonte e n é um monomorfismo, logo (¢;);c; também é uma monofonte.

m.

v

(f -mi)(X

Z;

Se todos os morfismos [ - m; sdo constantes, isto é, (f - m;)(X) € P para

todo o i € I, entdao f(X) € P uma vez que P é fechada para monofontes. m

Definigoes 1.5

1. Uma fonte (f; : X — Yi)ie; detecta constantes se sempre que os
morfismos f; - g forem constantes para todo o i em I entao o morfismo

g também é constante (ver [5]).

2. Por outro lado diz-se que constantes detectam monofontes se as unicas

fontes que detectam constantes sao as monofontes.

Para o caso em que a monofonte s6 tem um elemento, diz-se que as
constantes detectam monomorfismos se os tnicos morfismos que detectam

constantes sdo os monomorfismos.

12
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Pode-se dar uma definicao dual para cofontes que detectam constantes,
isto é, a cofonte (f; : X; — Y);es detecta constantes se, sempre que 0s
morfismos (g - f;) forem constantes para todo o ¢ em [, entdo o morfismo g é

constante.

Noutros contextos foram estudadas outras definicoes de morfismo cons-
tante, de entre as quais aqui vao ser referidas duas que tém uma relacao mais

directa com a nocao de que ja falamos.

Defini¢ao 1.6 Um morfismo f: X — Y € constante segundo Herrlich[16]
se co-iqualiza qualquer par de morfismos de codominio X; isto €, f-a = f-b,
para todos os morfismos a,b € X(A, X), A€ X.

Proposicao 1.7 Se um morfismo é constante entdo € constante sequndo
Herrlich.

Demonstra¢ao: Sejam f: X — Y um morfismo cuja factorizagao (£, M)
é feita através dum objecto pré-terminal, X — P - Y, ea,b: A — X
dois morfismos de X. Logo f-a=m-e-a=m-e-b= f-b, uma vez que

e-a=e-bpor P ser pré-terminal.

A X

[ |
Apesar de na Proposicao 1.7 considerarmos a classe de constantes P,
existe no entanto um outro resultado que nos permite determinar as outras

classes de constantes para as quais a proposicao ainda é valida.

Proposicao 1.8 As duas afirmacoes sequintes sao equivalentes:
(i) Todo o morfismo C-constante co-igualiza qualquer par de morfismos.
(ii) Todo o objecto de C é pré-terminal (C C P).

13
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Demonstracao: Se C C P entao sai de imediato da Proposicao 1.7 que todo
o morfismo C-constante co-igualiza qualquer par de morfismos.

Para provar o reciproco consideram-se ' €C e u,v : X — (. Como 1¢
¢ um morfismo C-constante, por hipdtese 1o co-igualiza u e v, o que significa

que C estd em P. [

Vamos agora referir a nocao de morfismo constante introduzida por Tholen
em [22], mas apenas para uma categoria X' que seja E-cocompleta.
Para tal é preciso considerar o colimite nx : X — T'X da fonte de todos

os morfismos em &£ com dominio X, que ainda pertence a &.

Definicao 1.9 Um morfismo f : X — Y ¢ constante segundo Tholen se

existe um morfismo d tal que [ =d - nx.

Proposicao 1.10 Consideremos a classe de constantes definida por
C={X|(Ve: X =Y),ec€ =ceclso(X)}). Omorfismo f éC-constante

se e so se € constante sequndo Tholen.

Demonstracao: Se f se factoriza através de um objecto C' € C entao por

[
X Y

Nx

TX

definicao de colimite existe g : ¢ — TX tal que g-e = nx. Logo ¢
¢ um morfismo de £ e, consequentemente, g é um isomorfismo. Portanto
f=(m-g')-nx, o que prova a primeira implicacao.

Considere-se agora f =d-nxy = m-e, onde m € M, e € £. Usando a
propriedade da diagonalizacao, prova-se que existe a : TX — f(X) tal que

a-nx = e. Como nx é o colimite de todos os morfismos com codominio X,
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Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

existe t : f(X) — TX tal que t - e = nx. Verifica-se facilmente que t = a™*,

portanto TX = f(X). Agora, para completar a prova, basta ver que T'X
pertence a C.

Seja e : T X — Z um morfismo de £. Como e - nx ainda pertence a &,
existe h : Z — TX tal que h-e-nx = nx. Entao h - e = 1rx por definicao
de colimite. Em suma, e é um isomorfismo porque é um epimorfismo e tem

inverso a esquerda. [

Para uma categoria com objecto terminal 1, nx nao é mais do que a
imagem de 1x através do tnico morfismo de X para 1.

Neste caso o objecto T'X é pré-terminal e portanto, se f é constante
segundo Tholen, entao também é P-constante, usando de novo o facto de
T X ser isomorfo a f(X).

1.2 Subcategorias constantes

Alguns dos resultados sobre subcategorias constantes, que vamos apre-
sentar nesta seccao e nas seguintes, nao dependem da definicao de morfismo
constante que escolhemos.

Nos resultados desta sec¢ao e das duas seguintes segue-se basicamente [4],

se bem que alguns resultados também estejam em [18].

A classe dos morfismos constantes vai servir para definir duas subcatego-

rias de X associadas a cada subcategoria de X.

Definicao 1.11 As subcategorias constantes a direita e a esquerda de X
definidas por A sdo as subcategorias formadas pelos sequintes objectos, res-

pectivamente:
r(A)={X e X|(VAec A) f € X(A, X) = [ € constante} e
(A ={X eX|(VAe A) ge X(X,A) = g ¢ constante}.

Diz-se que uma subcategoria B de X' é constante a direita (a esquerda) se
B for igual a r(A) (I(A), respectivamente) para alguma subcategoria A de
X.
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Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

Ficou assim definida uma correspondéncia de Galois para subcategorias
de X, segundo a definicao de [9]. Os resultados da proposi¢ao seguinte
sao gerais para correspondéncias de Galois, dos quais o terceiro é uma con-

sequéncia imediata dos anteriores.
Proposigao 1.12 Sejam A e B subcategorias de X .

1. Se A C B entao [(B) CI(A) er(B) Cr(A).
2. ACrl(A) e AC Ir(A).

3. A € constante a direita se e s6 se A =rl(A) e é constante & esquerda

se e so se A=1r(A).

Em [2] estuda-se o caso em que X é a categoria dos espagos topolégicos?,
que inspira alguns resultados da teoria geral, e do qual veremos exemplos no

ultimo capitulo.
Proposicao 1.13

1. As subcategorias constantes a direita sao fechadas para fontes que detec-
tam constantes. Em particular sao fechadas para monofontes e portanto

para limites.

2. As subcategorias constantes a esquerda sao cofechadas para cofontes

que detectam constantes. Em particular sao fechadas para imagens.

Demonstracao: Provemos apenas 1, uma vez que as duas provas sao duais.
Seja (fi + X — Yi)ier uma fonte que detecta constantes, com Y; € r(A)
para todo 7 € I, eseja g : A — X em que A € A. Como os objectos Y;
pertencem a 7(A), os morfismos f; - g sdo constantes, e, consequentemente, g
¢é constante pela definicao de fonte que detecta constantes. Conclui-se assim

que X estd em r(A). n

'Nos espacos topoldgicos as subcategorias constantes & esquerda e a direita chama-se
conexoes e desconexodes, respectivamente.
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Proposicao 1.14 Para uma subcategoria A de X, as sequintes condigcoes

sao equivalentes:

(i) A € constante a direita;
(ii) A €A se e s se, para cada morfismom : X — A em M, se X € A

entao m é constante.

Demonstracao: Comecemos por considerar uma subcategoria A constante a
direita. Se A € A entdao m : X — A é constante para X € [(A4). Seja agora
f: X — A um morfismo de dominio em I(A) com f=m-e, m € Me
e € £. O objecto f(X) € I(A) porque as subcategorias constantes a esquerda
sao fechadas para imagens. Se m for constante, entao por 1.2, f é constante
e portanto A € rl(A) = A, ja que A é constante a direita.
Para provar a outra implicacao tomemos uma subcategoria A nas condicoes

de (ii). A é constante a direita se rl(A) C A. Se A € rl(A) entao todo o
morfismo m : X — A em M, com X € [(A) é constante e de (ii) vem que

Ae A [

Proposicao 1.15 Para uma subcategoria A de X, as sequintes condigoes

sao equivalentes:

(i) A € constante a esquerda;
(ii) A €A se e sd se para cada morfismoe: A —Y em &, se Y € rA

entao e é constante.

A demonstracao desta proposicao é semelhante a demonstracao anterior.
As proposigoes 1.14 e 1.15 sao generalizagoes dos teoremas 2.1 e 3.1 de

[2] e estao em [4].
Proposicao 1.16 Seja P fechada para imagens. Para uma subcategoria re-
flectiva A de X, com reflexdes (px : X — RX)xex,

I(A) ={X € X|px € constante}.

Demonstracao:  Se X € [(A) entao é imediato que px é constante. Sejam
agora py : X — RX constante e [ : X — A um morfismo de codominio A.
Como A é reflectiva, existe g : RX — A tal que f = g- px e finalmente, pela

Proposicao 1.3(2), f é constante. u
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Proposicao 1.17 Para uma subcategoria correflectiva A de X,
r(A) ={X € X |ex € constante},
ondeex : CX — X € a correflexao de X em A.
A demonstracao faz-se de modo andlogo a da proposicao anterior.

Proposicao 1.18 Sejam (A;)icr e A subcategorias de X.

1. PCr(A) e, se P € fechada para imagens, entio P C I(A).
2. ANr(A) CPeAnli(A) CP.
3. r(A)Nir(A) =P, se P € fechada para imagens.
4. (\r(A;) € constante a direita e (| 1(A;) € constante & esquerda.
iel iel
Demonstracao:  Para provar 1 basta atender a definicao de subcategoria
constante, para provar 2 usa-se o morfismo identidade e 3 resulta das duas
primeiras.
Para provar 4, considera-se D = (] 7(A;). Para mostrar que D é cons-
il
tante a direita basta verificar que (D) C D.
Como D C r(A;) para todo i € I, usando a Proposi¢ao 1.12 tem-se
que rl(D) C rir(A;) = r(A;), para todo i em I. O que equivale a dizer
que 7l(D) C () r(A;) = D. Para a intersecgao de constantes a esquerda, a

i€l
demonstracao ¢ andloga. ]

1.3 Subcategorias constantes a direita

Proposicao 1.19 Suponhamos que as constantes detectam monomorfismos.
Entao toda a subcategoria extremal-epirreflectiva A de X com reflexoes esta-
veis para produtos fibrados ao longo de pré-pontos € constante a direita (Prop.

2.4-[4)).

Demonstragao:  Seja X € rl(A) e seja px : X — RX a sua reflexao

em A. Se px for um isomorfismo entao X = RX estd em A. Como px é
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Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

um epimorfismo extremal, basta que ele seja um monomorfismo para ser um
isomorfismo.

Vejamos entao que py detecta constantes. Seja ¢ : P — RX um
pré-ponto de RX. O morfismo f : pyx'(P) — P, que resulta do produto
fibrado de px através de ¢, é uma reflexao por hipdtese e o seu codominio
é um objecto pré-terminal, logo f é constante uma vez que f, por ser um
epimorfismo extremal, pertence a £. Isto significa, pela Proposicao 1.16, que
px (P) € 1(A) e consequentemente py' (c) : py' (P) — X é constante. Para
ver que px detecta constantes, considera-se agora px - g = c¢ - e constante,

onde ¢ estd em M e e estd em &.

A propriedade universal dos produtos fibrados garante a existéncia de um
morfismo t tal que g = px'(c) -t e, pela Proposicao 1.3(1), sai de imediato

que g é constante. [

Definicao 1.20 ([5]) A subcategoria A ¢é fechada superiormente se X € um
objecto de A sempre que exista um morfismo [ : X — A com A € A, tal

que, para todo ¢ € pptA, o dominio de f~1(c) esteja em A.
A proposigao que se segue foi provada em [5].

Proposicao 1.21 Toda a subcategoria constante a direita é fechada supe-

riormente.

Demonstra¢ao:  Tomemos A constante a direita, A € A, f: X — Ae

g:Z — X com Z € I(A). Por conseguinte f - ¢ é um morfismo constante;

logo f-g=c-ecomc: P— A um morfismo de M e e em £.
Consideremos g = m/-¢’ a factorizacao (£, M) de g. Logo (f-m/)-¢’ = c-e

e a propriedade da diagonalizagdo garante a existéncia de t : g(Z) — P,
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comt-¢ =eec-t=f-m'. Considerando o produto fibrado de ¢ ao longo
de f e usando, de seguida, a propriedade universal dos produtos fibrados,

conclui-se que existe um morfismo h em M de g(Z) para f~1(P).

!/

9(%) Z
h ¢ e
P —— P
m/
S (e) c
X / A

Considere-se f~1(P) € A. As subcategorias constantes & direita sio
fechadas para morfismos em M e existe um morfismo em M de g(Z) para
J7H(P), logo g(Z) € A. Portanto ¢’ : Z — g(Z) é constante, pois Z € I(A),
o que faz com que g seja constante, e portanto X € ri(A) = A, por A ser
constante a direita. Completa-se assim a prova de que A é fechada superior-

mente. [ |

Este resultado é de grande utilidade, pois por vezes é bastante mais facil
verificar se uma subcategoria é fechada superiormente do que se é constante
a direita, o que permite em alguns casos descobrir subcategorias que nao sao

constantes a direita.

1.4 Subcategorias constantes a esquerda

Definigao 1.22 Diz-se que a subcategoria A de X € g-reversivel se, para
todo o epimorfismo reqular [ : X — A com A € A tal que, para a € ptA, o
dominio de f~'(a) estd em A, entio X € A.

Proposicao 1.23 Se X tem pontos suficientes entao toda a subcategoria

constante a esquerda € q-reversivel.
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Demonstracao: Um epimorfismo regular f : X — A é o co-igualizador de
dois morfismos u,v: W — X. Tomando A € Ae f7'(1) € A, onde (1)
representa o dominio da imagem inversa de um (qualquer) ponto de A, para
A ser g-reversivel temos que provar que X € A = IrA.

Considera-se um morfismo g : X — Z, com Z € rA. De seguida, vamos
ver que g-u = ¢-v, e para tal basta que g-u-w = g-v-w para todo o w € ptW,
porque X tem pontos suficientes, e, consequentemente, os pontos detectam
monofontes (Prop. 0.2). O dominio de a := (f-u)(w) = (f-v)(w) é terminal
(a:1— A), pois a imagem de um objecto terminal é um objecto terminal.
Por hipétese f71(1) € A e, consequentemente, g - f~'(a) é constante.

Pela propriedade universal dos produtos fibrados, sabemos que existem

dois morfismos, v’ e v', tais que:

Deste modo g-u-w=g-fa) v eg-v-w=g-fa) v Deg-f(a)
ser constante vem que g-u-w = ¢-v-w, € POr 1SS0 ¢ - U = ¢+ V.

Como [ = coig(u,v), existe h: A — Z tal que g = h - f. Finalmente, h
é constante porque A € Ae Z € rA e portanto g é constante, por 1.3(1). m

Corolario 1.24 Seja X uma categoria com pontos suficientes.
Se A pertence a uma subcategoria A constante d esquerda, entao A* per-

tence a A.
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Demonstracao: Seja a:1 — A um ponto de A. A projeccio p: A2 — A
tem inverso a esquerda e portanto é um epimorfismo regular. O dominio de

p~Ha) = 14 x a é isomorfo a A € A. Pela proposi¢ao anterior sabemos que

A é g-reversivel e portanto A% € A, por ser o dominio de p. [ ]
Ax1 1
1y xXa a
p
Ax A A

Se (fi = my-e;)ieq forem as factorizagoes dos morfismos da cofonte (f;)icr
entdo ela detecta constantes se e s6 se a cofonte (m;);c; detectar constantes.

Em [4] temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.25 Se uma cofonte em IE tem um ponto em comum entao

detecta constantes.

Demonstracao: Pelo que ficou dito, basta considerar uma cofonte
(m; : M; — X);er com m; € M. Toma-se o ponto comum z:1 — X
e portanto existem z; : 1 — M, tais que x = m; - x; para todo o 7 em [.
Considere-se um morfismo g : X % g(X) > Y, para o qual g-m; é constante
para todo 7 € I .

O nosso objectivo é provar que g é constante, ou, equivalentemente, que

g(X) é um objecto pré-terminal.

my; g
M; X Y
N
€; 1 € m
e-T
5 c 9(X)
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Os morfismos e - m; sao constantes, e portanto factorizam-se através de
objectos P, € P (e-m; : My = P; % g(X))ics. Mas existem morfismos e; - z;
de 1 para P;, o que torna cada e; - t; um isomorfismo. Todos os morfismos
cujo o dominio é 1 estdao em M, logo e -x € M.

Podemos entao concluir que ¢ = e - x para todo ¢ € [ e que
(e-my = (e-x)- (e t;)7 - e)ier. Como (my)ie; € IE, existe portanto
kE: X — 1 tal que (e-z)-k = e. O morfismo e -x € £ porque tanto e

como k estao em £. Ou seja, e-x € MNE, o que o torna um isomorfismo. m

Definicao 1.26 ([24]) Uma subcategoria de X € uma subcategoria compo-

nente se € fechada para cofontes em X que detectam constantes.

Definicao 1.27 ([7]) Uma subcategoria de X € 2-aditiva se é fechada para

cofontes em IE com um ponto em comum.

Pela Proposicao 1.25, é evidente que se A é uma subcategoria componente

entao é 2-aditiva.

Proposicao 1.28 Toda a subcategoria constante a esquerda é uma subcate-

goria componente.

A demonstragao é imediata a partir da Proposicao 1.13.
Corolario 1.29 Toda a subcategoria constante a esquerda € 2-aditiva.

Se A é uma subcategoria 2-aditiva, pode-se formar a componente em A

do ponto x de X :
compy () == \/{m: A — X|meM,z<meAc A}

A componente estda em A porque a cofonte induzida pela unidao estd em

IE, e neste caso tem x como ponto comum.

Os conceitos de subcategoria componente, 2-aditiva ou g-reversivel servem,
neste contexto, essencialmente para mostrar que certas subcategorias nao sao

constantes a esquerda, usando para tal as Proposicoes 1.23 e 1.28.
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Subcategorias delta e nabla

Ao longo de todo este capitulo ¢ = (cx)xex é um operador de fecho em

X, em relagao a factorizacao (€, M).

2.1 Objectos separados

Os resultados desta seccao e das duas seguintes estao essencialmente em
[6], [7], [13] e [15].
Ao morfismo 6x :=<1x,1x>: X — X? induzido por 1x no produto

chama-se morfismo diagonal.

Definigao 2.1 Um objecto X de X € separado em relacao a ¢ (ou abrevia-

damente c-separado) se cx2(6x) = Ox.

Definigao 2.2 A subcategoria A(c) dos objectos c-separados de X chama-se

subcategoria delta induzida por c; isto €,
Ale) = {X]c(bx) = 6x}-

Proposicao 2.3 Um objecto X de X € c-separado se e so se, para todos
os morfismos f,g: Y — X em X em : M — Y em M, se tem que

f-cim)=g-cim) quando f-m = g-m.

Demonstracao: Sejam X um objecto c-separado e f-m = g-m, com m, f

e ¢ nas condicoes do enunciado da proposicao.
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Da definicao de produto vem que existe < f,g>: Y — X x X, tal
que pi- < f,g>= fepy»r <f,g>= gonde p;,ps : X x X — X sdo as
projecgoes. De seguida tem-se que < f,g > m = 6x - (f - m), uma vez
que pi- < f,g>-m=f-m=p-0x-(f-m)epy <f,g>-m=g-m
= py-bx - (f-m). Pela propriedade 0.4 existe t : ¢(M) — X = cx2(X) com
Ox -t =<f,g>-c(m). Finalmente f-c(m) =p;- <f,g> -c(m) =p;-6x-t =1
e, da mesma maneira, g - c¢(m) = t, o que completa a demonstragao de uma
das implicagoes.

Para mostrar a implicacao contraria, faz-se m := 6x, f := p; e g := ps.
Como p; - 6x = po - Ox, tem-se que por hipdtese p; - c(6x) = p2 - c(6x).
Agora, o facto de dx ser o igualizador de p; e py obriga a que c¢(6x) < Ox.

Consequentemente c¢(dx) = 6x e portanto X é c-separado. ]

Proposicao 2.4 Para todo o operador de fecho ¢ na categoria X, a subca-
tegoria A(c) € fechada para monofontes em X; em particular A(c) € fechada

para limites.

Demonstracao: Consideremos a monofonte (a; : X — Xj);er, com
X; € A(c) para todo o i € I. Sejam agora f,g:Y — Xem: M — Y
com mem M. Se f-m = g-m entao (a;-f)-m = (a;-g)-m. Como X; € A(c),

da proposigao anterior vem que a; - f - ¢(m) = a; - g - ¢(m). Finalmente, por
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(a;)ies ser uma monofonte f - c(m) = g-c(m), o que quer dizer que X estd

em A(c), usando novamente a mesma proposicao. [

2.2 Operador de fecho regular

Associado a cada subcategoria de X estd um operador de fecho idempo-

tente, designado por operador de fecho reqular.

Definicao 2.5 Seja A uma subcategoria de X. O operador de fecho
reg? = (reg{)xex € o operador de fecho reqular de A em X e define-se

localmente da sequinte maneira:

regy (m) := N{h71(64) |h: X — A%, A € A e h(m) < 84}

Proposicao 2.6 Se A é uma subcategoria de X, entao o operador de fecho

(cx)xex definido por

ex(m) = Nig(f,9) | f,9: X — A, AcAef-m=g-m}
¢ o operador de fecho reqular de A em X.

Demonstragdo:  Para h : X — A%, A € A e h(m) < 84, é facil ver
que h=1(84) é o igualizador de p; - h e py - h, o que resulta de &4 ser o
igualizador de p; e py e da defini¢ao de imagem inversa. Por outro lado, como
h(m) < 64, existe t tal que h(m) = 64-1. Nestas condigoes temos que py-h-m
=p1-h(m)-e = p1-6s-t-e =t-e,come: M — h(M)em &, e, do mesmo modo,
pa-h-m=t-e Assim, concluimos que cx(m) < regs(m).

Sejam agora f,g: X — A, A€ Ae <f, g>: X — A? o morfismo que
o par (f,g) induz no produto.

Para mostrar que regi(m) < cx(m), vamos ver que se escolhermos
h =< f,g>, entao h™1(64) = ig(f,g) e h(m) < 64. Como vimos atrés,
<f,9>7" (6a) Ziglpi <f,9>,p2> <f,9>) =1ig(f, 9).

Finalmente falta mostrar que <f, g> (m) < 64. Mas como f-m = g-m,

da definigao de igualizador conclui-se que m < ig(f,g) =< f,g>""1 (64).
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Logo < f,g> (m) << f,g> (< f,g>"1 (64)) < 64. As duas desigualdades

concluem a prova. [

A Proposicao 2.6 dé-nos outra forma de determinar o operador de fecho
regular.
Esta é a primeira defini¢gao que foi dada (para mais pormenores sobre esta

abordagem, consultar [13]).

O conglomerado dos operadores de fecho C'L(X, M) numa categoria X
em relagao a uma factorizacao (£, M), e o conglomerado SU B(X') das subca-
tegorias plenas de X formam dois conglomerados parcialmente ordenados. O
operador de fecho regular e o operador A definem functores entre C'L(X', M)
e SUB(X)°. Mais concretamente, se A C B, entdo reg? > reg® e, se ¢ < d,
entdo A(c) 2O A(d), onde A, B sado subcategorias de X’ e ¢, d sdo operadores

de fecho em X relativamente & factorizacao (€, M).
Proposicao 2.7 O functor A € o adjunto a esquerda de reg.

Demonstracao: Para demonstrar a existéncia desta adjuncao, vamos de-

monstrar duas desigualdades que, em conjunto, lhe sao equivalentes.
Para A€ SUB(X) ece CLX,M):
1. AC Afreg?);

2. ¢ < reghl),

Para provar 1 , toma-se X como um objecto de A. Da definicao de
operador de fecho regular vem que regy (6x) < h7'(64), onde A € A, h é um
morfismo de X2 em A? e h(6x) < 64. Fazendo A = X e h = 1x2 (obviamente
1x2(6x) < 6x), conclui-se que regy (6x) < 133(6x) = by; isto 6, X estd em
A(reg™).

Vamos agora mostrar 2 . Sejam m : M — X um morfismo em M e

h:X — A? com A € A(c) e h(m) < 6a.
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Pela continuidade do operador de fecho, h(c(m)) < ¢(h(m)). Por outro
lado h(m) < 64 = ¢(64) pois A é c-separado. Conjugando as duas desigual-
dades resulta que h(c(m)) < 84, e, aplicando a imagem inversa de h a ambos
os membros da desigualdade, fica c¢(m) < h='(h(c(m))) < h™'(84). Provou-
-se assim que c¢(m) < h™1(54) para todo o m em M e todo o A em Alc).
Portanto, pela definicdo de operador de fecho regular, c¢(m) < reg®©(m)

para todo o m em M. [ ]

Atendendo a esta proposicao, prova-se facilmente o seguinte corolario.

Corolario 2.8 Para cada subcategoria A de X tém-se as sequintes igual-
dades:
reg? = reg®Y) ¢ A(c) = A(reg®©).

O Corolério 2.8 diz-nos que todas as subcategorias delta sao induzidas
por um operador de fecho regular e vice-versa.
Outro facto que é equivalente a adjuncao A - reg, e que vai ser utilizado

a seguir, é o seguinte:
AC Ale) <= ¢ < reg. (%)

Este resultado vai-nos servir para provar que as subcategorias delta e os

operadores de fecho regulares sao fechados para a interseccao.

Corolario 2.9 Sejam (A;)ier uma familia de elementos de SUB(X') e (¢;)jes
uma familia de elementos de CL(X, M). Verificam-se as sequintes igual-

dades:

1. reg(UieIA") = /\ regAi

2. A(v]cj) = O]A(cj).

Demonstracao: 1. Atendendo a que o functor reg inverte a ordem, de

A; C U A; conclui-se que reg(Uz‘EI A < regi, para todo o 7 em . Isto sig-
iel
nifica que reg(UieI Ai) < /\ reg.
iel
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Como A reg™ < reg™, A(reg™) C A(/\ reg”), para todo i € I. Por ou-

i€l el

tro lado, pela adjuncdo (2.7), A; C A(reg”’). Em conclusio, A; € A(/\ reg™)
i€l
para todo o i € I, donde U A; C A(/\ regAi).
i€l il
Pelo resultado de (), | A € A(/\ reg™) se e 56 se reg(Uier 49 > N\ reg™,
il il iel
o que completa a demonstracao de 1 .
Para 2 a demonstracao é analoga. [ ]

Este corolario fala-nos das intersecgoes de subcategorias delta ou de ope-
radores de fecho regulares. Parece assim pertinente ver o que acontece para
os casos da uniao. Para tal, como ja vimos, basta considerar as subcategorias
delta originadas por operadores de fecho regulares e os operadores de fecho

regulares originados por subcategorias delta.

Corolario 2.10 Vamos considerar os operadores de fecho (¢;)icr € ¢, € as

subcategorias (A;)ier € A de X.

1. O conglomerado dos operadores de fecho requlares tem supremo, sendo
sup(reg®(¢)) =reg(ﬂie1A(Ci)). Ou seja, reg1AE) > \/reghe) ¢ ge
iel
reg? > \Vreg®©) entdo regt > reg(ﬂA(C")), onde \/ representa o su-
premo em C'L(X, M).

2. O conglomerado das subcateqorias delta tem supremo, sendo
sup(A(reg™)) = A( A reg™). Ou seja, UA(reg?) C A(Aregh), e se
il

el

U A(regt) € A(e) entio A(Aregt) C A(c).
Demonstra¢do: 1. Primeiro é preciso verificar que reg(N A(c;)) > Vreg?(©),
Vé-se facilmente que reg(NA(c;)) > reg(A(e)) para todo i em I, o que
origina o pretendido. Se reg? > \/reg®(®) entdo reg? > reg®(®) para todo
o4 em I. Usando a adjuncio, ou equivalentemente (x), reg? > reg®() se e
s6 se A C A(reg®)) = A(¢;) e em consequéncia A C N A(c;). Finalmente,
este facto implica que reg? > regnA(Ci).

Para 2 a demonstracao é em tudo semelhante. [
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Definicao 2.11 Para uma subcategoria A de X, consideremos a sequinte

subcategoria
S(A) ={X € X| existe uma monofonte (f; : X — Ay)icr, com A; € A}.

Quando a subcategoria A é reflectiva em X, é determinada pelas reflexoes,

como indicamos de seguida.

Proposigao 2.12 Sejam (px : X — RX)xex as reflexoes de X numa sua

subcategoria reflectiva A. Tem-se que:
S(A) ={X € X|px € um monomorfismo}.

Demonstracao: Se px for um monomorfismo, em particular é uma monofonte
de codominio em A, entdao X € S(A). Reciprocamente, se X € S(A) entao
existe uma monofonte (m; : X — A;);er com A; € A. A defini¢ao de refle-
xao diz-nos que existem morfismos (f; : RX — A;)ier tais que f; - px = m;
para todo o i em I. Em suma, se px -g = px -h entao f;-px-9= fi-px-h,
o que é equivalente a m; - g = m; - h, para todo i € I. Como (m;);c; é uma

monofonte, tem-se que os morfismos g e h sao iguais. [

Proposigao 2.13 Para uma subcategoria A de X, A e S(A) originam o

mesmo operador de fecho reqular em X .

Demonstragao: Como A C S(A) e o functor reg é contravariante,

regs A < reg““.

Por outro lado, S(A) C A(reg?) porque as categorias delta sdo fechadas

para monofontes. Portanto reg®t) > regA(regA) = reg?. [ |

Em sequéncia deste resultado verifica-se que, para identificarmos os ope-
radores de fecho regulares em X', basta tomar as subcategorias fechadas para
monofontes. Alids, esta conclusao resulta também directamente do facto das
subcategorias delta definirem todos os operadores de fecho regulares, e serem

fechadas para monofontes.
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2.3 Teoremas da diagonal

Nesta seccao vao ser apresentados varios resultados que nos permitem
saber quando é que uma subcategoria é da forma delta. Vao ser apresentadas
duas versoes do Teorema da Diagonal, uma de indole algébrico e outra de
indole topolégico, e uma caracterizacao das subcategorias delta.

O Primeiro Teorema da Diagonal refere-se a uma categoria com objecto
zero, e pode ser visto em [13]. Enquanto que o segundo diz respeito a uma
categoria em que os pontos detectam monofontes e estd provado em [15] e
[7], sendo que em [15] a sua demonstracao foi feita sem o conhecimento do
resultado da Proposicao 2.16 . Temos entao que existe uma versao algébrica

e outra topologica do Teorema da Diagonal.

Nos dois lemas e no teorema que se seguem, a categoria X tem objecto
zero 0, isto é 0 é o objecto inicial e terminal; tem ntcleos e conticleos, que
representaremos por ker e coker, respectivamente. O tnico morfismo de X
para Y que se factoriza através do objecto 0 vai ser representado por 0. Se

X = 0 entdao o dominio do morfismo é omitido.

Lema 2.14 Seja A wuma subcategoria reflectiva de X com reflexdes

(px : X — RX)xex. Entdaoreg*(0x) = kerpx.

Demonstracao:  Vamos usar a Proposicao 2.6 que nos déd uma defini¢ao
alternativa de operador de fecho regular. A definicao de nucleo diz que
kerpx = ig(px,0), o que implica que reg(0x) < kerpx.

Sejam u,v : X — A, dois morfismos de X com codominio em A. Estes
morfismos factorizam-se pela reflexao, isto é, existem u',v' : RX — A tais
que v’ - px = uev' - px =v. Concluimos entao que u-kerpxy = u'- px - kerpx
=u'-0=0 e de igual modo v - kerpx = 0, ou seja kerpy igualiza u e v, logo

kerpyx < ig(u,v). Pela Proposicio 2.6 temos entdo que reg”(0x) > kerpx. ®

Lema 2.15 Sejam A wuma subcategoria reqular-epirreflectiva de X e

(px : X — RX)xex as suas reflezoes. Se px = coker(kerpyx) entdo
A={X € X : kerpx = 0x}.
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Demonstracao:  Seja X € A. Temos entdao que py é um isomorfismo, e
portanto kerpy = 0x. Consideremos X € X tal que kerpxy = 0x. Como
px = coker(kerpx) = cokerOx e cokerOx = 1y, py é um isomorfismo e tem-

-se assim que X € A. [ ]

Primeiro Teorema da Diagonal Seja A uma subcategoria reqular-epir-
reflectiva de X tal que para cada reflexao px se tem que px = coker(kerpx).

Entao A € uma subcategoria delta.

Demonstra¢do: Queremos provar que, se X € A(reg?), entdo X € A.

Seja X € A(reg?). Pelo Lema 2.15, para provar que X estd em A é
suficiente provar que kerpy = Ox.

Vamos considerar o morfismo 0% : X — 0 — X. Como X € A(reg?) e
1x-0x = 0% - 0x, da Proposigao 2.3 vem que 1y - reg?(0x) = 0% - reg”(0x),
que é equivalente a kerpxy = 0% - kerpx. Chegdmos entdo a conclusio que

kerpx é um morfismo zero, isto é kerpx = Ox. [ |

Usando os conhecimentos sobre o operador de fecho regular, podemos
dar uma caracterizacao das subcategorias delta. A presenca do operador de
fecho regular nao resulta do enunciado mas sim de sabermos que, se uma
subcategoria é delta, entao é originada por algum operador de fecho regular,

como ja vimos anteriormente, facto este que é usado na demonstracao.

Proposicao 2.16 Uma subcategoria A de X é uma subcategoria delta se e
S0 se
para toda a fonte (g; : X? — A¥)icr com A; em A e 6x = Ngi'(64,) se
i€l

tem que X também estd em A. (%)
Demonstragao:  Se A = A(c) a condi¢ao (x) verifica-se, uma vez que 6y, é
c-fechado para todo o ¢ € [ e isso implica que a sua imagem inversa por g;,
g;*(64,), também seja c-fechada. Conclui-se entdo que §x é c-fechado por
ser a intersecgao de subobjectos c-fechados.

Para provar a implicacdo contriria temos que mostrar que A = A(c)

para algum operador de fecho ¢ em X. J4 sabemos que se A = A(c) entao
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A = A(reg?), e que A C A(reg™). Por outro lado, se X € A(reg?), entdo

regA(8x) = Ox e, da definigio de operador de fecho regular, 6x = /\h; "' (64,),
i€l

estando os morfismos h; nas condigoes de (x). De (k) sai entao imediatamente

que X € A. [ ]

Segundo Teorema da Diagonal Seja X wma categoria em que os pontos
detectam monofontes. Entao uma subcategoria de X é uma subcategoria delta

se e so se € fechada para monofontes.

Demonstracao:  Ja sabemos que uma subcategoria delta é fechada para
monofontes (Prop. 2.4).
Seja A uma subcategoria de X fechada para monofontes. Para A ser da
forma delta tem que verificar a condi¢ao (x) da proposi¢ao anterior.
Consideremos a fonte (g; : X? — A?)er com A; € Aedx = N\ g~ (6a,)-
Para cada x € ptX, vamos denotar por f, :=<lx,z:!x>o0 morﬁsrzrfé induzido
no produto por 1y e por z-!x, onde !x representa o unico morfismo de X

para 1.

O nosso objectivo é provar que (g; - f2)(ier.zeptx) ¢ uma monofonte. Como
os pontos detectam monofontes, basta tomarmos ¢; - f, -y = ¢; - f» - 2 para
todoi € I, x € ptX, onde y e z sao dois pontos de X. Facamos z := y; entao

temos

gz"fy'y:gi'fy-2<:>gi-<y,y>=gi-<z,y>
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e, por outro lado, g;- <y,y>= g; - 0x - y. Ou seja, g;* <z,y>= g; - 6x * ¥

Como 6y = A g '(64,), existem morfismos de X para g~'(A?) e por

iel
conseguinte existem morfismos s; : X — A; para todo i € I, tais que
b4, - 8i = ¢i - Ox, 0 que implica que g;(< z,y>) < 64, e, aplicando a ima-
gem inversa, < z,y >< g '(64,) para todo ¢ € I. Concluimos entao que
<z,y>< N\ g7 (64,) = 6x, e portanto y = .
iel
Provdmos entao que (g; - fz)ix ¢ uma monofonte, e, como A é fechada

para monofontes, X € A. ]

Corolario 2.17 Seja X uma categoria com pontos suficientes. Entao uma
subcategoria de X € uma subcategoria delta se e so se € fechada para mono-

fontes.

Demonstracao: No capitulo inicial foi referido que se X tem pontos sufi-
cientes entao o objecto terminal é gerador, e na Proposicao 0.2 provou-se
que se uma categoria tem terminal gerador entao os pontos detectam mono-
fontes. Usando estes factos e o Segundo Teorema da Diagonal, este corolério

é imediato. ]

Um tipo de subcategorias que sao sempre fechadas para monofontes sao
as subcategorias epirreflectivas.
Nas condigoes do Teorema da Diagonal, para qualquer subcategoria A de

X, a subcategoria S(.A) é sempre uma subcategoria delta.

2.4 Objectos conexos

Os resultados apresentados nesta e nas duas secgoes seguintes encontram-

-se, basicamente, em [13], [7] e [23].
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No estudo dos objectos conexos em relacao a um operador de fecho que
apresentamos em seguida estd patente um certo paralelismo com o estudo

dos objectos separados.

Defini¢ao 2.18 Um objecto X de X € conexo em relagao a ¢ (ou c-conexo)

se o morfismo diagonal € denso em X2, ou seja cx2(0x) = 1x.

Definicio 2.19 A subcategoria V(c) dos objectos c-conexos de X chama-se

subcategoria nabla induzida por c, isto ¢,
Vie) ={X|c(bx) = 1x2}.

Proposigao 2.20 Se ¢ é um operador de fecho produtivo, entio V(c) é

fechada para produtos.

Demonstragao:  Seja (X;);er uma familia de objectos de V(c) e X = [[ X;
o seu produto. O morfismo 6x é c-denso se e s6 se H 0x, o for, uma Velzelque
existe um isomorfismo h : (IT X;)? — T1(X;)? tal O;ife h-6x =]]06x..
Agora, usando os factos de ¢ ser produtivo e de cada 6Xiiesler c-denso,
verifica-se que c([[ 6x,) = [[ c(6x.) = [ 1x, = 1x. u

iel iel iel
Proposicao 2.21 A subcategoria V(c) € fechada para imagens se e X e € £

sempre que e € .
Demonstracao: Sejam e : X — Y um morfismo em £ e X um objecto de
V(c). Consideremos a igualdade dy -e =e x e+ Ox.

ox
X X?

by
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Sabemos que 6x €é c-denso e que e X e € &, portanto sai facilmente de
0.6(ii) que e X e-6x é c-denso. Temos entao que Oy - e é c-denso o que implica,

pela propriedade de 0.7(ii), que 8y é c-denso. |

Note-se que a condicao da proposicao anterior é verificada sempre que
& for fechada para produtos finitos ou estavel para produtos fibrados. Se £
for estavel para produtos fibrados e e € &£, entao e X e € &, uma vez que
exe™=(ly xe)-(ex1ly), onde tanto 1y X e como e X 1x estdo em & por

resultarem de produtos fibrados de e, e £ é fechada para a composicao.

Proposicao 2.22 Sejam ¢ um operador de fecho idempotente e

m : M — X um morfismo c-denso de M.

1. Para ¢ finitamente produtivo, se M € V(c) entao X € V(c).

2. Para ¢ hereditdrio, se X € V(c) entao M € V(c).

Demonstracao:  Os morfismos m : M — X e 6y : M — M? de M
verificam a igualdade (m x m) - éy = 6x - m.

1. Se ¢ for um operador de fecho finitamente produtivo e ¢(m) = 1y, en-
tao c(m xm) = c(m) x ¢(m) = 1x X 1x = 1x2. Por hipétese 67 : M — M?
¢é c-denso. Para um operador de fecho idempotente, a composicao de morfis-
mos c-densos é ainda um morfismo c-denso. O que quer dizer que
(m x m) -6y = 6x - m é c-denso. Pela Proposigao 0.7, temos que 6y é
c-denso e portanto X € V(c).

2. Tal como em 1, (m x m) - 8y = 6x - m é um morfismo c-denso, ja
que 0x e m sao c-densos. Agora sabemos por 0.9(3) que, para um operador
de fecho hereditario e idempotente, se a composicao de subobjectos é densa
entao o ultimo deles também é denso. Portanto d,; é c-denso, o que completa

a demonstracao. [

2.5 Operador de fecho corregular

Tal como para o operador de fecho regular, cada subcategoria de X’ define

um operador de fecho correqular.
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Definicao 2.23 Para uma subcategoria de A de X, o operador de fecho cor-

regular coreg? := (coreg®)xex € definido por:

coregy (m) :=mV \/{h(142)|h: A? — X, A€ A e h(64) < m}.

Proposicao 2.24 O operador de fecho correqular € fracamente hereditdrio.

(m)

Demonstragdo: Sejam c := coreg™ e m : M Imy c(M) Y X um subobjecto

de X. Sabemos que

Cc(M)(]m) = ]m \ \/{g(lAQ) |g : A2 - C(M)aA cAe g(éA) < ]m} (*)

Para h : A2 — X com h(64) < m, se h = h(l,2) e com e € &, pela
definigao de operador de fecho corregular temos que h(142) < cx(m). Existe

portanto t € M tal que ¢(m) -t = h(142).

A 1 /A2
h(A?)
‘ c(M) o(m)
2 TR
M = X

O morfismo (t-€) : A> — ¢(M) esté nas condigoes do morfismo g em (x)
porque t-€(84) < jm, 0 que resulta de c(m)-t-e(64) = h(6a) < m = c(m)-Jm.
Logo ¢(jm) > t-e(l2) = t. Temos entao que ¢(jn,) > t, o que implica que
c(m)-c(jm) > c(m) -t = h(142). Por outro lado ¢(m) - () > c(m) - jm = m.
Ou seja, por definigao de ¢(m), ¢(m) - c(jm) > ¢(m), o que faz com que ¢(j,)

seja um isomorfismo. [ ]

O operador de fecho corregular e o operador V sao dois functores covari-

antes entre os conglomerados parcialmente ordenados SUB(X) e CL(X, M).
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As relacoes entre os functores reg e A referidas na seccao 2.2 tém resulta-
dos equivalentes para os functores coreg e V. As respectivas demonstracoes

sao em tudo idénticas as feitas nessa secc¢ao, e por isso sao omitidas.
Proposicao 2.25

1. Se ¢ € um operador de fecho e A uma subcategoria de X entdo:
(a) coreg 4 V;
(b) A C V(coreg?);

(c) ¢ > coregV®

Y

(d) coreg? = coregV(cores™).

(¢) V(c) = V(coreg¥);

(f) AC V(c) <= coreg” < ¢;

2. Se (¢;)ier € uma familia de operadores de fecho e (A;)ier uma familia
de subcategorias de X, entao:
(a) coreg(| J A;) = \/ coreg™
iel iel

el el
(c) O conglomerado dos operadores de fecho corregulares tem infimo,
sendo iz_lelﬁ(coregv(c")) = Coreg(miEI Ve Oy seja,
coreg(ﬂv(q)) < AcoregV) e se coreg? < AcoregV(®), en-
tao coreg? < coreg\VE)  onde \ representa o supremo em
CL(X,M).

(d) O conglomerado das subcategorias nabla tem supremo, sendo
sup(V (coreg™)) = V(\/ coreg™). Ou seja,
el icl
U V(coreg?) C V(V coreg™), e se |JV(coreg™) C V(c) entdo
V(V coreg) C A(c).

Entre outras coisas, resulta daqui que as subcategorias nabla geram todos

os operadores de fecho corregulares e vice-versa.
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2.6 Caracterizacao das subcategorias nabla

Tal como para as subcategorias delta e os operadores de fecho regulares,
as subcategorias nabla sao caracterizadas pelos operadores de fecho corregu-

lares. Essa caracterizagao foi dada em [7].

Proposicao 2.26 Uma subcategoria A de X € uma subcategoria nabla se e

S0 se

para toda a cofonte (g; : A2 — X?)icr com A; em A, gi(84,) < 6x para todo
oiel elngéx\/\/gi(lA?),X estd em A. (#)
iel
Demonstra¢ao:  Sejam A = V(c), para um operador de fecho ¢ em X,
e (gi)ier uma cofonte como em (f). Como, pela defini¢do de operador de
fecho, gi(c(b4,)) < c(gi(64,)) < c(6x) € c(ba,) = 12 porque A; € V(c), logo
Ix2 =6x V \/gi(lA?) < ¢(bx). O que torna X um objecto de V(c).
il

Por outro lado, se (f) se verificar, temos que provar que A = V(c) para
algum operador de fecho c. Ja sabemos que nesse caso também se verifica a
igualdade A = V(coreg™).

A inclusdao A C V(coreg?), é sempre valida, e, se X € V(coreg?), entao
1x2 = coreg’(6x) = 6x V \/hi(lAg), em que, da definicao de operador de

iel

fecho corregular, os morfismos h; estao nas condigoes descritas em (). O que

faz com que X esteja em A. [

Quando a categoria X' tem pré-pontos suficientes, a condigao (f) pode ser

simplificada.

Proposicao 2.27 Seja X uma categoria com pré-pontos suficientes. A sub-
categoria A de X € nabla se e so se verifica as sequintes condicoes:
(i) P C A,
(ii) se para toda a cofonte nao vazia (g; : A? — X?)ier com A; € A,
gi(64,) < 6x para todo oi €1 e 1x2 & \/gi(l,ag), X estd em A.
i€l
Demonstragao:  Se A é uma subcategoria nabla, entdo verifica (ii), uma

vez que a condicao (ii) é mais fraca que (#). E verifica (i) porque 6p é um
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isomorfismo e portanto ¢(6p) = 1p2 para todo o objecto pré-terminal P e
todo o operador de fecho c.

Para provar a outra implicacao, mais uma vez o objectivo é mostrar
que V(coreg?) C A.  Seja X um objecto de V(coreg?). Entdo
1x2 = coreg?(6x) = 6x VV{h(142) |h: A2 — X2 A€ Ae h(64) < 6x}.

Para x € pptX, os morfismos z? : P? — X2, com P € P, estdo nas
condigoes referidas para os morfismos h, pois P C A e 2%(6p) = 2%(1p2)

=22 = 6x - < 6x. Devido a X ter pré-pontos suficientes, \/ 22 = by,
zEPptX

e portanto 1x2 = V{h(1x)|h : A2 — X2, A € Aeh(64) < 6x}. Isto
significa que os morfismos h formam uma cofonte nas condigoes de (ii) e

consequentemente X € A. ]

Nesta proposicao a cofonte considerada é nao vazia, o que ja nao acontece
em 2.26 .
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Relacoes entre subcategorias

Neste capitulo vamos comparar os diversos tipos de subcategorias estu-

dadas nos dois capitulos anteriores.

Lema 3.1 Os unicos objectos comuns as subcategorias delta e nabla do mes-
mo operador de fecho sao os objectos pré-terminais. Isto €, para todo o
ce CL(X,M),

Alc)NV(c) =P.

Demonstracao: Se P é um objecto pré-terminal entao P? = P. Portanto
C(6p) = 1p2 = 513.
Por outro lado, se X € A(c)NV(c) entao c¢(6x) = 1x2 = dx. Logo temos

que X = X2 o que torna X um objecto pré-terminal. [

Proposicao 3.2 Para um operador de fecho ¢ de X tal que V(c) seja fechada

para imagens, tem-se que:

V(e) CU(A(e)) e Alc) S r(V(e)).

Demonstragao:  Para f : X — Y com X € V(c) e Y € A(c), temos
que f(X) € A(c)NV(e) porque A(c) é fechada para subobjectos e V(c) é
fechada para imagens, por hipotese. O que significa, pelo lema anterior, que

f(X) é pré-terminal e consequentemente f é um morfismo constante. ]

A proposigao 2.21 dé-nos uma condigao para que V(c) seja fechada para

imagens.
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Capitulo 3 Relagoes entre subcategorias

As adjuncoes estabelecidas, entre os functores A e reg e os functores
coreg e V, originam uma nova adjuncao entre A - coreg e V - reg. Temos
assim que r — [ (por definirem uma correspondéncia de Galois) e que
A - coreg 4 V - reg sao duas adjuncoes paralelas. Vamos de seguida ver

que em certas circunstancias elas sao iguais.

£

SUBX (SUBX)°

Lema 3.3 Para uma subcategoria reflectiva A de X, wverifica-se a sequinte

1qualdade:
regy (m) = px' (regzx (px (m))),

onde px : X — RX € a reflexao.

Demonstracao: Da definicao de operador de fecho vem imediatamente que

regst (m) < py' (regzx (px (m))).
E da definicao de operador de fecho regular, sabemos que:

regy (m) = N{h ' (64) |h: X — A*, A€ Ae h(m) <4} e

regrx (px(m)) = N{g7"(6a) |g: RX — A*, A€ Aeg(px(m)) < 6a}.

Usando a propriedade universal dos limites chega-se a conclusao que:

px (regrx (px(m)))
= px (Ng7'(6a) | g: RX — A*, A€ Ae g(px(m)) < ba})
=N{(g-px)"(6a)|g-px : X — A, A€ Aeg-px(m) <ba}.

As subcategorias reflectivas sao fechadas para limites, o que faz com que

que A? esteja em A.
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Para cada h da definicao de regs(m) existe g : RX — A? tal que

g - px = h, pelas propriedades das reflexdes. Conclui-se entao que

regx(m) > px' (regzix (px(m))). .

Se, em vez de px e reg, se considerar um operador de fecho ¢ e um
morfismo f quaisquer que verifiquem a igualdade da proposicao anterior,
dir-se-4 que f é c-inicial. Ou seja, as reflexdes sdo reg”-iniciais.

Em 7Top as funcoes serem k-iniciais significa que o espaco de partida tem

a topologia inicial.

Proposicao 3.4 Sejam P fechada para imagens e A uma subcategoria de
X. Se A(reg?) for reflectiva entdo V(reg?) = I(A(reg?)) para cada uma
das sequintes hipoteses:

(i) Se X € 1(A(reg?)) entio X% € I(A(reg?))

(ii) X tem pontos suficientes.

Demonstragao:  Pelo coroldrio 1.24 (ii)=-(i), pelo que basta considerar a
hipétese (i).

Como P é fechada para imagens V(reg?) C I(A(reg?)), por 3.2.

Para X € [(A(reg?)), a reflexdo px de X em RX € A(reg?) é constante.
Como A(reg?) é fechada para monofontes, px estd em &, o que implica
que RX seja um objecto pré-terminal. Veé-se assim que 6gx € um isomor-
fismo. Como por hipétese X2 também estd em [(A(reg?t)), entdo RX2 é
um objecto pré-terminal. As reflexoes e o produto induzem um morfismo

k: RX? — (RX)? que verifica (px)? = k - px2. Considerando as projeccoes

(RX)?
Six (PX)2
RX k X2
Réx Px2
RX?

pi: X2 — Xegq:(RX)?— RX,i=1,2, temos que ¢; - brx = lpx €
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gi - (k- Rbx) = Rp; - Rbx = R(p; - 6x) = Rlx = 1gx para i = 1,2; portanto
Orx =k - Rbx.

Como s6 existe um morfismo de RX? para RX?, Réx - 6px -k = lpx2 e
portanto Réy = (6zx - k)7}, isto é Rox é um isomorfismo.

Queremos provar que X estd em V(reg?).

Sabemos que px € &, e que px2 - 6x = Rdx - px, por p ser uma trans-
formacgao natural Podemos entao concluir que pxz(6x) = Réx = 1gx2.

Pelo lema anterior, temos que

reg”(6x) = pxa(reg™(px2(6x))) = pxi(lrx2) = Lx2.
]

E de notar que este resultado se verifica para qualquer outro operador de

fecho ¢ para o qual as reflexoes sejam c-iniciais.

Proposicao 3.5 Seja P fechada para imagens. Se X tem pontos suficientes

e é E-bem-copotenciada entao, para toda a subcategoria A de X,

I(A) = V(regh).

Demonstragao: Sabemos que [(A) = [(S(A)), porque as monofontes detec-
tam constantes, e que reg? = 1"eg“"1(“4)7 pela Proposicao 2.13.

Nas condicoes do enunciado, uma subcategoria fechada para monofontes
é reflectiva. Como X tem pontos suficientes, pelo Segundo Teorema da Dia-
gonal uma subcategoria fechada para monofontes é do tipo delta, e portanto
A(reg®™) = S(A). Ou seja, A(reg®A) = A(reg?) é reflectiva, e portanto
pode-se usar a proposicao anterior para afirmar que [(A(reg?)) = V(reg?).

Por fim, conjugando os resultados:

[(A) = UI(S(A) = I(A(reg®™)) = I(A(reg™)) = V(reg™).

|
Nas condicoes desta proposicao, toda a subcategoria constante a esquerda

é uma subcategoria nabla.
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Corolario 3.6 Seja P fechada para imagens. Se X tem pontos suficientes e

¢ E-bem-copotenciada entao, para toda a subcategoria A de X,

r(A) = A(coreg?).

Demonstracao: Como ja vimos, r 41l e A -reg 4V - coreg.
As condicoes sao as mesmas da proposicao anterior, e portanto os functo-

res adjuntos de [ e de V - reg sao iguais. [

Nas condigoes deste corolario, toda a subcategoria constante a direita é

uma subcategoria delta.
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Exemplos

4.1 Operadores de fecho corregulares em espacos
topoldgicos

A categoria dos espacos topologicos e aplicagoes continuas vai ser re-
presentada por 7Zop. Vamos considerar em 7op o sistema de factorizacao
(Epi(Top), Mono(7Top)).

A categoria dos espacos topoldgicos verifica as condicoes da maioria das
proposicoes estudadas anteriormente. Em particular, como tem pontos su-
ficientes, P é fechada para imagens e é Epi(7op)-bem-copotenciada, todas
as subcategorias constantes a esquerda sao subcategorias nabla e todas as
subcategorias constantes a direita sao subcategorias delta.

Para estudar os operadores de fecho corregulares em 7op, apenas é ne-
cessario tomar as subcategorias fechadas para imagens (Prop. 2.21), ja que
as funcoes sobrejectivas sao fechadas para produtos.

Antes de comecar o estudo dos operadores de fecho corregulares em 7op,
vamos definir dois espagos topoldgicos especiais: os espagos topoldgicos dis-
creto D e indiscreto E com dois pontos, {0, 1}.

Vamos designar por (in)disc o operador (in)discreto em 7op.

Lema 4.1 Para uma subcategoria A de X fechada para imagens, as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(i) V(coreg™) =Top;

(ii) coreg™ = indisc;

(iii) D € A.
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Demonstragdo: (i)=(ii) Se V(coreg”) =Top entdo pela adjuncio coreg 4 V

(2.25) coreg” = coregToP

, que é obviamente o operador indiscreto.

(ii)=(iii) Se coreg” = indisc entdo coregf(0) = D. Existe assim uma
fungao continua h : A2 — D tal que A € A, h(a,a) = 0 para todooa € A
e h(b,c) =1 para b e ¢ elementos de A.

o4
A A2

{0} <

Define-se g : A — A? por g(z) = (b,z). A funcdo h-g é continua e Dé
a imagem de A. Logo D estd em A, por A ser fechada para imagens.

(iii)=-(i) Seja X um espago topoldgico. A fungao h : D> — X? é sem-
pre continua; se escolhermos h de modo que h(ép) C dx e h(0,1) = (x,y),
com z,y € X, entdo (z,y) € coregy(dx) para todo z,y € X. Logo

coregy (6x) = X2, o que equivale a dizer que X € V(coreg™). ]

Em [2] é provado que a subcategoria Con dos espacos conexos contém
todas as subcategorias constantes a esquerda excepto 7op . O lema anterior

permite provar que o mesmo se passa com as subcategorias nabla de 7op.
Corolario 4.2 Se A= V(c) e A+# Top entio A C Con.

Demonstrac¢ao: Vai-se provar que, se V(c) € Con, entao V(c) =7op.
Se X ¢ Con entao existe f : X — D continua e sobrejectiva. Como as
subcategorias nabla sao fechadas para imagens, se X € V(c) entao D € V(c).

Pelo lema anterior, temos que V(c¢) =7op. (]

Existe um resultado dual ao do Lema 4.1 que diz que, para uma subca-

tegoria A de X fechada para subespacos,

A(reg?) = Top < reg* = disc < E € A.
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A subcategoria nabla que surge mais naturalmente é a induzida pelo

operador de fecho de Kuratowski,
kx(M)={xe X|(VU elU,)UNM # (};

onde U, designa o conjunto das vizinhancas de z em X.

A subcategoria V (k) é constituida pelos conjuntos que nao tém abertos
disjuntos nao vazios, ou seja, a subcategoria dos espacos topoldgicos irre-
dutiveis. A subcategoria A(k), como é sabido, é formada pelos espacos de
Hausdorft.

Sempre que considerarmos uma subcategoria A de 7op tendo como ob-
jectos os espacos isomorfos a um determinado espaco X, designaremos o

operador de fecho corregular definido por .4 apenas por coreg™.

Lema 4.3 Sejam X € Top, M C X e k o operador de fecho de Kuratowski.
Entao
coreg (M) ={z € X|(3y € M) : k(z) = k(y)}.

Demonstra¢io:  Se z € coregE(M), entdo existe f : E x E — X com
f£(0,0), f(1,1) € M e f(0,1) = z. Consideremos f(0,0) = y. Deste modo
f(k((0,0))) C k(f(0,0)) implica que f(E x E) C k(y) e de maneira idéntica
F(EXE) Ck(z),istoé, x € k(y) ey € k(z). Conclui-se entao que k(z) = k(y).

Consideremos z € X e y € M tais que k(z) = k(y). Queremos provar
que r € COTegE(M). Para tal basta tomar a funcao f : E x E — X definida
por f(0,0) = f(1,1) =y e f(0,1) = f(1,0) = x, que é obviamente continua
porque k(zx) = k(y). |

Corolario 4.4 A subcategoria nabla induzida por coregE ¢ a subcategoria

dos espacos topologicos indiscretos.

Demonstracio:  Se X € V(coregF), entdo coregF(6x) = X x X. Pelo
lema anterior sabemos que para cada (z,y) € X x X existe (z,2) € X x X

tal que E((z,y)) = k((z,2)). O facto de k ser produtivo implica que
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k(x) = k(y) = k(2), logo X é um espaco indiscreto. Como todas as im-

pliccoes usadas sao equivaléncias estd provado o corolario. ]

Vamos definir S como sendo o espaco topoldgico formado pelo conjunto
{0,1}, munido da topologia 7 = {S,{0},0}. A S chama-se espaco de Sier-

pinska.

Lema 4.5 Sejam X € Top, M C X e k o operador de fecho de Kuratowski.
Entao

coregy (M) ={z € X |(Fz,w € M) : z € k(z) e z € k(w)}.

Demonstracao: Consideremos x € coregS(M ). Logo existe f:S xS — X
com f(0,1) ==z, f(0,0)=we f(1,1) =z onde z,w € M.

Pelo facto de k((0,0)) = X, vem que (0,1) € £((0,0)) e, por continuidade,
f(0,1) = z € k(w). De igual modo £((0,1)) = {(0,1),(1,0),(1,1)} implica
que (1,1) € k((0,1)) e de novo, por continuidade, tem-se que z € k(z).

Para provar a outra implicagdo, suponhamos z € k(z) e z € k(w) com
z,w € M e x € X. Quer-se provar que x € coregS(M). Para isso basta
considerar a fun¢ao f: S xS — X com f(0,1) = f(1,0) =z, f(0,0) = w
e f(1,1) = z. S6 falta verificar que f é continua para completar a prova.

Seja F' € X um conjunto fechado e calcule-se a sua imagem inversa,

0 sewg F,xgdFezgF
1y SxS sew€F(=relF=z2€F)
for) = SxS\{(0,0)} sew¢gFexeF(=z€l)

{(1,1)} sewd Flrg Fezel

Como a imagem inversa de um fechado é um fechado entao a funcao f é

continua, o que completa a prova. [

Corolario 4.6 Se X for um espago topolégico Ty, entao coreg%(M) =M
para todo o M C X.

Para verificar este facto, basta reparar que k(x) = x, para todo z € X,

sendo X um espaco T7.
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Corolario 4.7 X € V(coregs) se e sO se
(Vez,y € X)(Fz,w e X):z € k(x) Nk(y) e {z,y} C k(w).

Demonstracao: O espago topologico X estar em V(coregs) quer dizer que
coreg®(6x) = X x X. Pelo Lema 4.5 temos que, para cada (z,y) € X x X,
existem (z, 2), (w,w) € 6x tais que (z,2) € k(z,y) e (x,y) € k(w,w).
Usando o facto de o operador de Kuratowski ser produtivo, resulta o pre-
tendido. Como s6 usamos equivaléncias, estao provadas as duas implicacoes.

Corolério 4.8 Para X =[[S, X € V(coreg®).
i€l
Demonstragao: Usando o coroldrio anterior, basta escolher z = ((1), (1)) e

w = ((0), (0))!, uma vez que k(w) = X e z € k(x), para todo = € X. |

Corolério 4.9 Toda a imagem de [[S pertence a V (coreg®).

i€l
Demonstracao: Este resultado resulta da aplicagao directa do Corolario 4.8
e do resultado que diz que, se f : X — Y estd em &£ e £ é estavel para

produtos, entdao Y € V(c) sempre que X € V(c). u

Existem no entanto espacos topoldgicos que estao em V(coregs) mas nao
sao imagem de H S.
i€l
Para provar esta afirmagcao, basta considerar o espaco (IR, o) €7op, com
o = {(—00,a) : a € R}. Temos assim que para x € R, k(x) = [z,+00).
Logo, para concluir que (IR,0) € V(coregs), basta usar o Corolario 4.7 e

escolher z > z,y e w < x, .
Por outro lado se (IR, o) = f([[S) entédo existe z € IR tal que f((0)) =z

iel
e sabe-se que k((0)) = [[S. Usando a continuidade ter-se-ia que
icl
FE((0) S k(f((0) & S(ITS) € k() & R C [z,+00),
iel

0 que € impossivel.

1(0) representa um I-uplo sé6 com zeros.
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Corolario 4.10 O operador de fecho correqular induzido por S € idempo-

tente.

Demonstragio: ~ Consideremos z € coreg®(coreg®(M)). Entdo existem
z,w € coreg>(M) tais que z € k(z) e z € k(w). Se z € coreg®(M), entdo
existem a,b € M tais que a € k(z) e z € k(b). E se w € coreg®(M), entdo
existem c¢,d € M tais que ¢ € k(w) e w € k(d). Logo da idempoténcia de k
resulta que a € k(z) e z € k(d), o que significa que z € coreg>(M). n

Corolario 4.11 Seja Top, a subcategoria dos espagos topologicos Ty. Entao:
A(coregs) = Top;.

Demonstracao: O produto de espacos 177 é um espaco 717, logo,
se X € Ty, entao X x X € 17 e, pelo Corolario 4.6, vem que
coreg®(8y) = Oy. Inversamente, se X ¢ T entdo existe f : S — X in-
jectiva. Se considerarmos f X f:S xS — X x X entao (f x f)(ég) C 6x,
mas (f x f)(SxS) = f(S) x f(S) tem dois elementos fora da diagonal, o que
implica que coregs(éx) =+ 0x e, por conseguinte, X & A(coregs ). [ ]

Lema 4.12 Os operadores de fecho correqulares em Top verificam a sequinte

relacao:
disc = coreg®® < coregE < CoregS < coregD = indisc.

Além disso, se ¢ € um operador de fecho correqular diferente dos anteriores,

entio coreg® < ¢ < coregP.

Demonstracao: O menor operador de fecho é disc, que é o operador de
fecho corregular da subcategoria Sgl formada pelos espacos singulares e pelo
espaco vazio. Vé-se facilmente que V(coreg®®) = Sgl.

Seja X um espacgo topoldgico nao singular e nao vazio. Obviamente E é
imagem de X e portanto CoregE < coreg?, para toda a subcategoria 4 nio
contida em Sgl.

Raciocinando da mesma forma, se tivermos um espago topologico ¥ nao

indiscreto, entao existe um aberto nao trivial contido em Y. Deste modo
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existe uma funcao sobrejectiva e continua de Y em S. Conclui-se portanto
que coregS ¢é o terceiro menor operador de fecho corregular.

Pelo Lema 4.1 ficamos a saber que CoregD = coreg’® = indisc, e 0 ope-
rador de fecho corregular induzido por 7Top é, obviamente, o maior operador

de fecho corregular em 7op. ]

Ao provarmos que indisc é o maior operador de fecho corregular, provamos,
em particular, que o operador trivial ¢, isto é tx(m) = 1x para todo o

m € subX, nao é corregular.

Provamos ainda que qualquer operador de fecho corregular diferente dos
quatro indicados se situa entre coregS e coregD. E esse o caso do operador de
fecho corregular definido pela categoria V (k) dos espago irredutiveis. Vamos
ver em seguida que Coregs < coregV®) ¢ que entre estes dois operadores de
fecho ha uma classe préopria de operadores de fecho corregulares.

Consideremos os espagos topologicos X, de cardinal infinito o munidos

da topologia cofinita (ou seja, os fechados sao os conjuntos finitos e X,).

Lema 4.13 Se a e 3 sao dois cardinais infinitos e o < 3, entao:
CoregS < coreg™? < coreg® < coregV®).

Logo, entre coregs e coregV®) existe uma infinidade de operadores de fecho

correqulares.

Demonstracdao: Para todo o cardinal « infinito, X, € irredutivel, e portanto
coreg®> < coregV®) . Os operadores de fecho coreg® e (:01"egS sao diferentes
porque X, & V(Coregs), por 4.7.

Falta entao ver que para dois cardinais infinitos diferentes a e 3, se a < 3
entdao coreg®? < coreg®>. Vamos provar primeiro que X, & V(coreg*s).

Consideremos uma fungao continua h de X em X,. Entdo X5 = | J h™'(2),
ze€Xa
sendo cada um destes conjuntos fechado. Como |X3| > | X, |, X3 ndo pode ser

a uniao de a conjuntos finitos, portanto Xz tem que ser a imagem inversa

de algum elemento de X,, ou seja, h é constante. Provamos assim que
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X, € 7({X5}) = A(coreg®?), donde se prova que X, ¢ V(coreg™?), o que
implica que coregXe # coregXs.

Finalmente, vai-se mostrar que coreg®® < coregXe. De facto,
se ¥ € coregg(M ), para M subespago de Y e x € Y, entdo existe
h:(Xg)> — Y tal que h(6x,) € M e h(a,b) = z para a,b dois elemen-
tos de Xjg. Agora, considerando o subconjunto X, de Xz, podemos supor
que a e b pertencem a X,, e entdao concluir que z € hf(x,)2((Xa)?), e por-

tanto = € coregy(M). ]

A construcao da topologia cofinita pode ser generalizada. De facto, para
onde X

é um espago topoldgico de cardinal « superior ou igual a v munido com a

um cardinal infinito qualquer 7y podem-se definir os espagos X7,
topologia cujos conjuntos fechados diferentes de X tém cardinal inferior a
~. Quando o cardinal v que define a topologia é Ny temos entao os espacos

X, considerados previamente.

Lema 4.14 Se a, 3, v e n forem cardinais infinitos tais que n < v < a < f3

entao:

n i
1. coreg®e < coregXe;

X7 7
2. coreg” s < coregXe.

Demonstracao: 1. Se n < ~, entao a fungao f : X — X definida por
f(x) = x é continua, donde sai directamente que coregXe < coregXe.
Vamos mostrar de seguida que X € r({X""}). Consideremos uma fungao
continua g : X" — X7. Se |g(X7)| > ~, entdao g(X) tem um subconjunto
F' fechado de cardinal superior ou igual a 7. Por outro lado a continuidade
obriga a que |g~!(F)| seja menor que 7, o que implica que |F| < [¢g7}(F)| < 7.
Chegamos entao a conclusao que o cardinal de g(X) tem que ser inferior a -,
o que faz com que para a topologia de subespago g(X!) seja um espago dis-
creto. Ve-se agora facilmente que um espaco discreto que seja imagem de X
s6 tem um ponto, logo g é constante. Ou seja, X7 € r({X7}) = A(coreg*#),

e deste modo provamos que X7 ¢ V(coreg*e).
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Para provar 2 procede-se essencialmente como no caso da topologia cofi-

nita, isto é, quando v = N,. ]

Foi assim construida uma subcategoria de espacos irredutiveis,
A = {X7| @, cardinais infinitos com o > ~}.

Em A existem portanto dois tipos de ordenacao distintos. Uma segundo
a “cardinalidade da topologia” e outra segundo a cardinalidade do conjunto.

Como A C V(k), coreg? < coregV® e entdo V(coreg?) C V(k). Ndo

sabemos se esta inclusao é estrita.

Os espacos topoldgicos que nao se podem decompoér como uniao disjunta
de fechados nao triviais sdo os absolutamente conexos. Em [2] foi provado que
a subcategoria C; dos espacgos absolutamente conexos é a menor subcatego-
ria constante a esquerda diferente da categoria Znd dos espacos indiscretos.
Como C; Z V(k), as tinicas subcategorias constantes a esquerda contidas nos
irredutiveis sdo Sgl e Znd. Para ver que C; € V(k) considera-se o espago
(X', 7)), com X' = {a,b,c} e 7 = {{a}, {b},{a,b}, 0, X'}, que é absoluta-
mente conexo mas nao € irredutivel. A inclusdo contraria também nao se
verifica: para tal basta tomar qualquer um dos espacos (X?) descritos ante-
riormente.

Outra maneira de ver que a subcategoria V (k) nao é constante a es-
querda é verificar que nao é g-reversivel. Um epimorfismo regular em 7op
¢ uma funcao sobrejectiva em que o conjunto de chegada estd munido da
topologia quociente. Vamos tomar de novo o espago (X', 7'), e a fungao
f: X" —{0,1} definida por f(a) = 0; f(b) = f(c¢) = 1. Com a topologia
quociente, {0, 1} vai-se tornar o espago de Sierpinski, que é irredutivel. As
duas fibras f71(0) = {a} e f7!(1) = {b,c} também sao irredutiveis. No
entanto, como ja vimos, (X', 7’) nao o é.

O mesmo exemplo serve para provar que V(k) nao é fechada superior-
mente, sendo neste caso necessario também reparar que f~1(()) = () é irre-
dutivel.

Por nao ser g-reversivel nem fechada superiormente, V(k) nao é uma
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subcategoria constante, nem a esquerda nem a direita. De 3.5 sai que k£ nao

¢ um operador de fecho regular.

A partir do operador de Kuratowski define-se o operador de fecho 6 em
Top,
Ox(M)={zxe X|(VYU e U,) K(U,) "M # D}.

Este operador de fecho nao é idempotente nem fracamente hereditario, e
portanto nao pode ser regular nem corregular.
Se X €7op,

X eV() = (Vo,ye X)(VU €U,V €U,) k(U)NKk(V) # 0,

ou seja, os k-fechos de conjuntos abertos nao vazios nunca sao disjuntos. A
subcategoria A(f) é caracterizada de maneira oposta, isto é, X estd em A(6)
se os pontos de X podem ser separados por k-fechos de conjuntos abertos.
Os espagos com esta caracteristica sao designados por espacos de Urysohn.

Resulta da definigao de 6 que k < 6, o que faz com que A(0) C A(k) e
V(k) C V(0).

O espago topoldgico (X', 7') que serviu para mostrar que C; € V (k) esté
em V(#), como facilmente se verifica. No entanto V(6) nao é uma subcate-
goria constante a esquerda, uma vez que nao ¢é uma subcatego-
ria 2-aditiva. Considere-se Z = {a,b,c,d,e} e a topologia v gerada por
{{a},{b},{c}, {a,b,d},{a,c,e}}. O espago topolégico (Z,v) nao per-
tence a V(0) porque k(b) Nk(c) = {b,d} N {c,d} # 0, mas Z = AU B, com
A={a,b,d} e B={a,c,e}, ANB# Qe A B € V(f) pois sao isomorfos a
(X', 7).

Lema 4.15 Seja 1 = [0,1] e M wum subespago topoldgico de um espag¢o X.
Entao

coreg’y (M) = {x € X |(3c:[0,1] — X)c ¢ continua, c(1) = x e c(0) € M},

o que significa que x € coregl. (M) se existe um caminho de M para x.
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Demonstragdo:  Se x € coregl (M) entdo existe uma funcao continua
f:IxI— X com f(6;) C M ez € f(IxI). Como os conexos por ca-
minhos sao fechados para imagens, f(I x I) é conexo por caminhos. Além
disso, f(IxI)NM # ) portanto existe um caminho entre x e algum elemento
m de M.

Por outro lado se existir ¢ : [0,1] — X, com ¢(1) =z e ¢(0) = m € M,
entdo a funcao f: 1 x I — X definida por f(a,b) = ¢(|b — al) é continua, e
além disso f(61) = {m} C M e f(0,1) = z. |

Atendendo a que, para (z,y),(z,w) € X x X, existe um caminho entre
(z,y) e (z,w) se e s6 se existem caminhos em X entre = e z e entre y e
w, é facil verificar que V(coreg!) é a subcategoria dos espacos conexos por
caminhos e, a subcategoria A(coreg) é formada pelos espacos topolégicos
hereditariamente desconexos por caminhos, isto é, os espacos para os quais
nao exista nenhum caminho entre dois pontos distintos.

A subcategoria dos espacos conexos por caminhos nao é constante a es-
querda porque nao contém C;. Para tal basta verificar que I € V(coreg!) mas

I = [ J{z} e portanto I ndo é absolutamente conexo.
zel
Apesar de nao ser constante a esquerda, a subcategoria dos conexos por

caminhos é uma subcategoria componente, e a componente de um ponto
r € X, com X €Top, é o maior subespago de X conexo por caminhos que
contém z.

Temos entdo trés subcategorias nabla, V(0), V(k) e V(coreg!), em que
a ultima nao esta relacionada com as duas primeiras. O espago topoldgico
Xy,, definido anteriormente, é irredutivel mas nao é conexo por caminhos,

enquanto que I estd em V(coreg') e nao estd em V(f). Em conclusio

V(coreg') Z V() e V(k) € V(coregh).
4.2 Operadores de fecho em categorias de
modulos

Vamos denotar por Modg a categoria dos médulos a esquerda sobre o

anel R. Um pré-radical v : Modr — Modpg é um subfunctor do functor
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identidade; ou seja, para M € Modg, (M) é um submédulo de M e, para
[+ M — N um homomorfismo de R-médulos, f(r(M)) C r(f(M)). Um
pré-radical r é finitamente produtivo, isto é, r(M x N) =r(M) x r(N) para
quaisquer R-médulos M e N.
Vamos considerar a factorizagao (Epi(Modg), Mono(Modg)) de Modg.
Cada pré-radical define varios operadores de fecho, de entre os quais se

salientam dois, que estudamos de seguida.

Definicao 4.16 Cada pré-radical v de Modg induz os sequintes operadores
de fecho em Modpg :

(i) min},(N) =r(M) + N;

(ii) max}, (N) = 7= (r(M/N));
onde 1 : M — M/N representa a projec¢io candnica e N € um
R-submaodulo de M.

FEles chamam-se, respectivamente, operador de fecho minimal e maximal

mduzido por r.

Os nomes destes operadores de fecho devem-se ao facto de eles serem
o menor e o maior operador de fecho em Modg de entre os que verificam
e (0) =r(M) (ver [13]).

Cada pré-radical r define duas subcategorias de Modpg:
Fr ={M|r(M) = O}, a subcategoria dos r-mddulos livres, e

T, ={M |r(M) = M}, a subcategoria dos r-mddulos de torsao.

Se r for idempotente (isto é r(r(M)) = r(M)) entao o par (7., F,) é uma
teoria de torsao no sentido de [10].

Para mais pormenores sobre pré-radicais, operadores de fecho induzidos
por eles e r-médulos livres ou de torsao, ver [12].

E de notar que as subcategorias livres e de torsao, duma teoria de torsao,
sao as subcategorias constantes a esquerda e a direita, respectivamente.

Como Modpg tem pontos suficientes, é Epi(Modg)-bem-copetenciada e

P é fechada para imagens, entao por 3.5 e por 3.6 todas as subcategorias
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constantes de Modpg sao da forma nabla ou delta. Ou seja, para um pré-
-radical r idempotente, as subcategorias dos r-modulos livres sao nabla, e as
subcategorias dos r-modulos de torsao sao delta. Vamos ver, no entanto, que

nao ¢é necessario que r seja idempotente para que tal se verifique.
Lema 4.17 Seja r um pré-radical de Modg. Entao:

1. V(min")
2. A(min")

V(max") = 7,;
A(max") = F,.

Demonstragao: 1. Como min” < max”, V(min") C V(max"). Um mdédulo
N estd em V(max") se e sé se maxi.(éy) = N x N. Da equivaléncia
maxh,(6y) = N x N <= 7 Yr(N x N/6y)) = 7 YN x N/by),
e do facto de 7 ser sobrejectiva resulta que r(N x N/éy) = N x N/by.
Como N x N/éy = N, N € V(max") se e sé se N € 7,.

S6 falta ver que 7, C V(min"). Se N € 7,, entao r(NN) = N. Sabe-se que

r ¢é finitamente produtivo e portanto temos que
min?vz(éN) :(SN—F’I"(NXN) :6N—|—T(N> XT(N) :6N+NX N =N x N.

2. Prova-se de maneira idéntica que F, = A(max") C A(min").
Se N € A(min") entdo min"(6y) = Oy, isto é 6y + (N x N) = 6.
Portanto r(N) x r(N) C 6y, o que faz com que r(/N) seja um conjunto

singular, logo r(N) = O. ]
Em [23] é referido que V(min") = 7,.

Corolario 4.18 Seja r um pré-radical de Modg. Se ¢ é um operador de

fecho em Modg para o qual ¢y (O) = r(M), entao

Vie)=F e Ale) =17T,.

4.3 Operadores de fecho em grupos

Vamos representar a categoria dos grupos e homomorfismos de grupos

por Grp, e a sua subcategoria dos grupos abelianos por AbGrp.
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Em Grp vai ser considerada a factorizagao (€, M), em que M é a classe
dos monomorfismos e £ é a classe dos epimorfismos.

Tal como foi feito para os médulos, podemos definir operadores de fecho
na categoria dos grupos a custa dos pré-radicais.

Um pré-radical especial é o definido pelo comutador:
E(G) =< ayz 'y o,y €G>,

para cada grupoG.

S6 existe um operador de fecho ¢ em Grp para o o qual cg(e) = k(G)
([13]), onde e representa o elemento neutro do grupo GG. De maneira idéntica
ao que foi feito em Modpg, prova-se que A(c) = {G | k(G) = {e}} = AbGrp
e que V(c) = {G|k(G) = G}, que é a subcategoria dos grupos perfeitos, os

grupos que coincidem com o seu comutador.

Lema 4.19 O dnico operador de fecho ¢ em Grp tal que cg(e) = k(G) para
todo grupo G € o operador de fecho reqular induzido por AbGrp.

Demonstracao: Tem-se que
rege’ " ({e}) = Nig(f,W)|f,h: G — A, A € AbGrp}

e que G/k(G) é um grupo abeliano. Definindo f,h : G — G/k(G), onde
f é a projeccao canédnica e h(g) = k(G) para todo g € G, o igualizador
de f e h é k(G) e portanto rega’?({e}) C k(G). Por outro lado, para
f:G— A, A€ AbGrp, e, o elemento neutrode A e z,y € G, f(zyx~ly™!)
= f(z)f(y)f(x)" f(y)~' = ey, porque f é um homomorfismo de grupos em
que o conjunto de chegada é um grupo abeliano. Logo k(G) C ig(f, h) para
todo f,h € Grp(G, A). Pela Proposigao 3.5, [(AbGrp) é a subcategoria dos

grupos perfeitos. [ ]

O operador de fecho ¢ = reg*9™ pode ser definido por cq(H) = k(G).H,

da mesma maneira que o operador de fecho minimal em Modg.

Apesar de s6 haver um operador de fecho em Grp para o qual

ca({e}) = k(G), existe outro operador de fecho em Grp que dé origem &
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mesma subcategoria delta:
ve(H):=({N:H <N < G} com H subgrupo de G;

ou seja, vg(H) é o menor subgrupo normal de GG que contém H. Este operador
de fecho é idempotente mas nao ¢é fracamente hereditario, logo nao pode ser

corregular.

Lema 4.20 Para o operador de fecho v := (Vg)aegr,
A(v) = AbGrp.

Demonstragao: Se G € A(v) entao v(ég) = dg, ou seja 8¢ é um subgrupo
normal de G x G. Por isso, o produto (g,h™1).(g,9).(g,h~1)~! estd em &g
para todo o ¢g,h € G. O que origina a igualdade ¢g.g.g7' = h™'.¢.h, que é
equivalente a h.g = g.h, para quaisquer g, h € G.

Se GG for um grupo abeliano, entao G x (G é abeliano, o que faz com que

todo o seu subgrupo seja normal. [

4.4 Um operador de fecho em grafos

A categoria SGrf dos grafos espaciais dirigidos e homomorfismos de grafos
dirigidos é a categoria cujo os objectos sao conjuntos com uma relagao refle-
xiva e os morfismos sao as fungoes que preservam a relacao. Vamos considerar
SGrf munida da factorizacao (Epi(SGrf), Mono(SGrf)).

Em SGrf define-se o fecho superior T por

Tx (M)={ze X|(Fye M)y — zx};

1 é (fracamente) hereditario mas nao é idempotente, e por isso nao pode ser
regular.
A subcategoria nabla induzida pelo fecho superior é formada pelos grafos

X tais que,

(Ve,y e X)(Fz € X) :{x,y} CT (2) (x<—2z—>1y).
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Considere-se o grafo X = (a — b « ¢); tanto {a,b} como {b,c}, com
as respectivas subestruturas, pertencem a V(]) e a sua intersec¢ao é nao
vazia, mas X ¢ V(7). Logo V(1) nao é 2-aditiva e consequentemente nao é

constante a esquerda.
Lema 4.21 O fecho superior em SGrf é um operador de fecho correqular.

Demonstracio: Como em geral 1> coregV(!) sé temos que provar que, para
um subgrafo M de X, se w €1 (M) entdo w € coreg¥D(M). Se w €1 (M)
entdo existe (m — w) para algum m € M. Seja A € V() o grafo

(x « y — z), sendo entdo A? o grafo da figura.

<I7I> ~ (I,y) - ($7Z>

(Z,l‘) ~ (Z7y> - (2,2)
Diagrama de A x A
Define-se entao h : A2 — X por h(z,z) = h(z,z) = w e h(a,b) = m se
(a,b) & {(x,2),(2,2)}, o que faz com que w esteja em coreg¥ (" (M). ]

Usando agora 3.6, A(T) = A(coregV(1)) é constante & direita. A subcate-

goria A(T) é constituida pelos grafos espaciais discretos.

4.5 Morfismos separados e morfismos conexos

Nesta secgao vamos abordar, de forma muito breve, o estudo de morfismos
separados e conexos.
Sejam X uma categoria e Y € X. Uma factorizacao prépria (£, M) em

X induz uma factorizagdo prépria (€y, My) em X/Y. Do mesmo modo,
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um operador de fecho ¢ em X origina um operador de fecho ¢ em X/Y.
Um morfismo f : X — Y é c-separado (c-conexo) se f é c¥-separado
(c¥-conexo) como objecto de X' /Y, o que é equivalente a dizer que o morfismo
o =<lx,1x>: X — X Xy X é c-fechado (c-denso).

Em [6] foram estudados os morfismos separados em relagao a um operador
de fecho. Estudo esse que foi alargado aos morfismos conexos em [8]. Aqui

apenas veremos os morfismos como objectos de uma categoria fibrada.

Para X = Top e ¢ = k, temos que uma funcao continua f : X — Y
é k-separada se cada uma das suas fibras f~!(y), com y € Y, é k-separada,
ou seja, f~(y) é um espaco topolégico de Hausdorff com a topologia de
subespaco. Por outro lado, f é k-conexa se as suas fibras sao irredutiveis.
Daqui resulta que se X € A(k) (X € V(k)) entdo para qualquer morfismo
[:X — YemTop, feAKY) (f € V(K)). Alids, este resultado é valido

para qualquer operador de fecho hereditario.

Vejamos agora o que acontece para c¢ := coreg! em 7Top. A funcao
continua f : X — Y é c-conexa se para todo z,y € X com f(x) = f(y)

existe um caminho ¢ : [0, 1] — X com:

c(0) =z; ¢(1) =y; flc(t)) = f(c(1 —1t)) para todo t € [0, 1]. (%)

Para f ser c-separada é preciso que nao existam dois pontos diferentes em X
que verifiquem (x).

Como ¢ nao é hereditario, existem fungoes de dominio conexo por ca-
minhos que nao sao c-conexas. Para ilustrar este facto analisemos a fungao
g : I — S definida por g(z) = (cos 27z, sin 27z). O conjunto I é obviamente
conexo por caminhos. Por outro lado X xg X é igual a 6; U {(0,1),(1,0)},

e portanto 6; é c-separado em X X g1 X.

Na categoria SGrf, para o fecho superior podemos dizer que f: X — Y
é T-conexo se para todo o par z,y € X tal que f(x) = f(y) existe z € X que
verifica: x «+— z — .

O morfismo f: X — Y é T-separado se para x # y e f(z) = f(y) nao

existe nenhum elemento de z de X tal que: z «+— 2z — .
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Errata

Pégina | Linha Onde esta Deveria estar

3 4 subX — subX subX — subY

10 -4 t-ep=¢e-g t-epy=¢e-f

11 diagrama | g f

11 4 m=m-1l¢ m=1c-m

19 6 f, por ser um epimorfismo P é fechada para subobjectos.
extremal, pertence a &.

22 2 esquerda direita

23 3,6 e;-t; € T;

33 2,3 h; Ji

38 -8 V representa o supremo A representa o infimo

42 -3 g-px(m) (9 px)(m)

43 Prop.3.4 | P fechada para imagens & fechada para quadrados

44 Prop.3.5 | P fechada para imagens & fechada para quadrados

45 Coro.3.6 | P fechada para imagens & fechada para quadrados

45 4 A -reg 4V - coreg A - coreg 1V -reg

46 3 (Epi(Top), Mono(7Top)) (Epi(Top), RegMono(Top))

9|1 £(0,1)) = {(0,1), (1,0), (1, 1)} | k((0.1)) = {(0,1), (1, 1)}

53 6 o subconjunto um subconjunto

57 -8 idempotente radical (r(M/r(M)) = O) idempotente

58 1 pré-radical radical

58 4 idempotente radical idempotente

58 8 min” < max” min” < max”

58 -3 Vie)=F e Alc) =1, Vic) =T, e Alc) = F,

60 -8 (Epi(SGrf), Mono(SGrf)) (Epi(SGrf), RegMono(SGrf))

62 -7, -6 X xg X I xq 1

62 -6 c-separado c-fechado

Nota: No tltimo pardgrafo da pagina 57 é dito que Modgr tem pontos suficientes, o que é
falso. No entanto, apesar das proposicoes 3.5 e 3.6 nao se poderem aplicar, os seus resultados

sao validos em Modpg.




