Goncalo Gutierres da Conceicao

CONEXIDADE EM CATEGORIAS

Universidade de Coimbra
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia
Departamento de Matematica
1997



Dissertacao submetida para satisfacao parcial dos requi-
sitos do programa de Mestrado em Matematica, area de
especializacao em Matemadtica Pura, do Departamento
de Matematica da Universidade de Coimbra.



Agradecimentos

Desejo agradecer a Professora Doutora Maria Manuel Clementino pela
permanente dedicagao e disponibilidade demonstrada no acompanhamento
deste trabalho.

Ao Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra e ao
Centro de Matematica da Universidade de Coimbra agradeco as condicoes de
trabalho que me disponibilizaram durante a preparacao desta dissertacao.

Ao projecto PCEX/P/MAT/46/96/ACL agradeco o apoio financeiro con-
cedido.

Quero ainda expressar o meu agradecimento a todos os que me apoiaram
durante este periodo.



Indice Geral

Introducao ii
0 Conceitos basicos 1
0.1 Objectos pré-terminais . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 3
0.2 Operadores de fecho . . . . . ... ... . ... ... ..... 5
1 Conexoes e desconexoes 9
1.1 Morfismos constantes . . . . . . . ... . ... ... ... 9
1.2 Subcategorias constantes . . . . . ... ... ... .. 15
1.3 Subcategorias constantes a direita . . . . . . ... .. ... .. 18
1.4 Subcategorias constantes a esquerda . . . . . . . .. ... ... 20
2 Subcategorias delta e nabla 24
2.1 Objectos separados . . . . . . . . . ... 24
2.2 Operador de fecho regular . . . . ... ... ... ... .... 26
2.3 Teoremas da diagonal . . . . . . .. ... .. ... ... ... . 31
2.4 Objectos CONEX0S . . . . v v v v v v e 34
2.5 Operador de fecho corregular. . . . . .. ... ... ... ... 36
2.6 Caracterizacao das subcategorias nabla . . . . . ... ... .. 39
3 Relagoes entre subcategorias 41
4 Exemplos 46
4.1 Operadores de fecho corregulares em espacos topoldgicos . . . 46
4.2 Operadores de fecho em categorias de médulos . . . . . . . .. 56
4.3 Operadores de fecho em grupos . . . . .. ... ... ..... 58
4.4 Um operador de fecho em grafos . . . . . . ... .. ... ... 60
4.5 Morfismos separados e morfismos conexos. . . . . . . . .. .. 61

Bibliografia 63



Introducao

Nesta dissertacao pretende-se fazer uma sintese de duas maneiras dife-
rentes de estender a uma categoria os conceitos de espago conexo e espaco
totalmente desconexo, estudados em Topologia.

A primeira dessas abordagens é baseada no estudo das conexoes e das de-
sconexoes em espagos topologicos, que foi iniciado por Preuf [19] e
Herrlich [16] em finais da década de 60, sendo mais tarde aprofundado por
Arhangel’skii e Wiegandt [2] em 1975. Esta abordagem tem ainda como
caso particular as subcategorias de torsao e as subcategorias sem torsao es-
tudadas em Algebra, que foram introduzidas por Dickson em 1966 ([10]). Os
conceitos de conexao e desconexao foram posteriormente generalizados para
uma qualquer categoria por Petz [18] e por Clementino [4].

A introdugao, no artigo Closure operators I [11] de Dikranjan e Giuli, da
definicao de operador de fecho numa categoria permitiu fazer outro tipo de
estudo sobre a conexidade e a separacao em geral e que engloba as nocoes
usuais para espagos topologicos.

A caracterizacao dos espacos de Hausdorff como os espacos com a diagonal
fechada, que pode ser formulada em categorias munidas de um operador de
fecho, motivou o estudo dos objectos separados numa categoria em relacao
a um operador de fecho. Os objectos separados e as subcategorias plenas
dos objectos separados foram estudados intensamente nos anos 80. Embora
Dikranjan e Giuli tenham referido em [11], conjuntamente com a defini¢ao
de objecto separado, a possiblidade de estudar os objectos com a diagonal
densa, este estudo sé se iniciou recentemente, com a publicacao de [23] e [13].
Ele tem como motivacao o facto de estes objectos na categoria dos espacos

topoldgicos, relativamente a determinados operadores de fecho (diferentes
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Introducao

do de Kuratowski), serem exactamente os espagos conexos, e por isso se
designam por objectos conexos. Em [7] pode ser encontrada uma andlise do
comportamento dos objectos conexos e das subcategorias por eles definidas
em paralelo com o comportamento dos objectos separados e dos objectos
separados.

Sobre certas condigoes estas duas abordagens de conexidade sao paralelas,
como foi provado por Clementino e Tholen em [7].

O problema da caracterizacao das subcategorias de objectos separados
(subcategorias delta) e das subcategorias de objectos conexos (subcatego-
rias nabla) estd directamente relacionado com o estudo de operadores de
fecho especiais: os operadores de fecho regulares e corregulares, respectiva-
mente. Os operadores de fecho regulares foram pela primeira vez estudados
por Salbany [21] na categoria dos espagos topoldgicos, tendo sido desde entao
estudados e usados na resolucao de diversos problemas, nomeadamente no
estudo de epimorfismos e boa copotenciacao. Por outro lado, os operadores
de fecho corregulares foram introduzidos apenas recentemente (ver [7]), com
o objectivo de caracterizar subcategorias nabla. Em [7] Clementino e Tholen
apresentam alguns exemplos de operadores de fecho corregulares. Neste tra-
balho investigamos alguns outros exemplos, nomeadamente na categoria dos
espacos topologicos, que nos permitem obter novos resultados sobre subca-

tegorias nabla de 7op.

Este trabalho inicia-se com algumas defini¢oes bésicas e resultados ele-
mentares, ue serao usadas ao longo dos restantes capitulos, e que constituem
o Capitulo 0. Sao abordados, nomeadamente, sistemas de factorizagao, ob-
jectos terminais e pré-terminais, e operadores de fecho em categorias.

O Capitulo 1 comeca com a definicao de morfismo constante. Contra-
riamente ao que sucede com muitas outras nogoes matematicas cuja a for-
mulacao categérica é clara, nao ha uma nocao unica de morfismo constante.
Ha de facto varias formulacoes de constante em categorias, sendo talvez a
mais conhecida a de Herrlich [16], que apresentamos na defini¢ao 1.6. Na
seccao 1.1 indicamos diversos conceitos de morfismo constante e estabele-

cemos relacao entre eles. A definicao aqui usada é um caso particular da
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Introducao

definigao de Petz [18]. Os resultados do Capitulo 3 justificam claramente a
nossa escolha.

Dispondo de um conceito de morfismo constante, diversos autores estu-
dam as subcategorias constantes a esquerda e a direita de uma categoria,
que sao ao mesmo tempo uma generalizacao das conexoes e desconexoes
em Topologia e das subcategorias de torsao e subcategorias sem torsao em
Algebra. Arhangel’skii e Wiegandt caracterizam em [2] as subcategorias na
categoria dos espacos topoldgicos e Dickson [10] caracteriza as teorias de
torsao em categorias abelianas. Generalizacoes destes resultados podem ser
encontrados na literatura, sendo de salientar [20], [24], [22], [4] e [7]. No final
do Capitulo 1 apresentamos condigoes necessarias para que uma subcategoria
seja constante a esquerda ou a direita.

No Capitulo 2 sao introduzidas as nogoes de objecto separado e objecto
conexo em relacao a um operador de fecho. Estes objectos sao definidos como
sendo os objectos com a diagonal fechada e a diagonal densa, por esta ordem.
As subcategorias delta, dos objectos separados, e as subcategorias nabla, dos
objectos conexos, sao completamente definidas pelos operadores de fecho
regulares e corregulares. Os operadores de fecho regulares e corregulares sao
aqui definidos como em [7].

Na seccao 2.3, denominada Teoremas da diagonal, sao enunciadas condi-
coes sob as quais uma subcategoria é delta se e s6 se é fechada para mono-
fontes. Este teorema estd provado em [13] num contexto algébrico e em
[15] num contexto topoldgico. A versao topolégica é provada com base na
Proposicao 2.16, que serve para caracterizar as subcategorias delta em cate-
gorias com pontos suficientes. A Proposi¢ao 2.26 dd-nos uma caracterizacao
do mesmo género para as subcategorias nabla.

No terceiro capitulo sao relacionados os dois estudos de conexoes apresen-
tados nos capitulos anteriores. Na Proposi¢ao 3.5 e no Corolario 3.6 mostra-se
que para uma categoria com pontos suficientes todas as subcategorias cons-
tantes a esquerda sao do tipo nabla, e todas as subcategorias constantes a
direita sao do tipo delta. Este resultado foi provado em [7] num contexto um

pouco mais geral, em que apenas ¢ necessario ter quasipontos suficientes.
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Introducao

No ultimo capitulo sao apresentados alguns exemplos, com especial in-
cidéncia na categoria dos espacos topologicos que foi a motivadora de grande
parte destes resultados. A teoria também é ilustrada com exemplos em cate-
gorias de modulos, na categoria dos grupos e na categoria dos grafos. E ainda
referida, e brevemente exemplificada, a hipdtese deste estudo se alargar aos
morfismos usando para isso as categorias fibradas, o que é feito em [8] por
Clementino e Tholen.

De entre os exemplos, considero com especial interesse a ordenacao de di-
versos operadores de fecho corregulares na categoria dos espacos topologicos,
e a relacao existente entre as subcategorias delta e nabla dos operadores de

fecho induzidos por um pré-radical r e os r-modulos livres e de torsao.

Ao longo de todo o trabalho é suposto um conhecimento prévio de Teoria
das Categorias. Para mais detalhes sobre Categorias, ver por exemplo [1],

[3] ou [17], de onde foi retirada a maioria da notagao categérica utilizada.



Capitulo 0

Conceitos basicos

Ao longo de todo o trabalho X representa uma categoria com limites
finitos.
Vamos considerar X munida de um sistema de factorizagao (€, M) (ver

por exemplo [1] e [14]).

Defini¢ao 0.1 Sejam £ e M duas classes de morfismos de X. O par (€, M)

€ um sistema de factorizacao de X se verifica as sequintes condicoes:

1. As classes £ e M sao fechadas para a composicao e para a composicao

com isomorfismos.

2. Todo o morfismo f em X tem uma factorizacao f = m-e, comm € M

eecé.

3. Quaisquer dois morfismos m em M e e em £ sao ortogonais; isto €, se
existem morfismos f e g tais que m - f = g - e, entao existe um Unico

morfismo t tal que: m-t=qget-e= f.




Capitulo 0 Conceitos bésicos

A 3 chama-se propriedade da diagonalizacao, e em vez dela pode-se es-
crever que a factorizacao de 2 é Unica, a menos de isomorfismo.

Vamos considerar ainda que o sistema de factoriza¢ao (£, M) de X é
préprio, isto é, M C Mono(X) e £ C Epi(X). Dizer que £ é uma classe
de epimorfismos é equivalente a dizer que todos os monomorfismos regulares
estao em M.

Vamos, além disso, assumir que X é M-completa, ou seja, X tem limites
de cofontes de morfismos em M, que ainda pertencem a M, e M é estavel
para produtos fibrados.

Nestas condigoes, a factorizagdo estende-se a uma factorizagao (IE, M)
para cofontes. Os elementos (e;);c; de IE s@o as cofontes ortogonais a todo
o morfismo m € M, isto é, se v -e; = m - u; para todo o 7 € I entao existe
um tnico morfismo ¢ tal que m-t =wv e t-e; = u; para todo i € I (ver [13]).

E de notar que toda a cofonte de IE é uma epicofonte.

Sem-feMemeMentao fe M,eseg-ec e ccentaogef.

Para uma familia (m;);c; de elementos de M, H m; pertence a M.

el
A um morfismo m : M — X de M chama-se subobjecto de X e os
subobjectos de um determinado X formam uma classe pré-ordenada, que se

representa por sub.X, onde a relacao de pré-ordem é definida por
m<n:&(3teM): m=n-t.

Para uma categoria M-completa existem supremos e infimos em subX,
a que chamaremos uniao e intersec¢ao, respectivamente. Consideremos
(m; : M; — X);e; uma cofonte de elementos de subX. A intersecgao de
(my;)ier é dada pelo seu limite, e representa-se por /\ m; : /\ M; — X. A

iel iel
unido de (m;);e; representa-se por \/m,- : \/ M; — X, e é definida por
iel iel
\/m; = \{m € subX|m > m; para todo i € I}. A cofonte induzida
iel
pela uniao (e; : M; — \/ M;)ier tal que (\V my;) - e; = m; para todo i € [ é
el

uma cofonte de IE.

Para f : X — Y e (m : M — X) € subX, define-se f(m), a

imagem de m por f, como sendo a parte em M da factorizacao (£, M)
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Capitulo 0 Conceitos bésicos

de f-m, e o dominio de f(m) é denotado por f(M). No caso m = lx, a
f(1x) chama-se simplesmente imagem de [ e a f(X) imagem de X por f
(X = £(X) = y),

O functor imagem directa f(—) : subX — subX tem como adjunto
A direita o functor imagem inversa f~'(—), que estd definido através do
produto fibrado. Isto é, para f: X — Y, se n € subY, f~!(n) € subX é o
produto fibrado de n através de f.

N Y

Para f : X — Y, m,(my)icr € subX e n,(n;)ic; € subY, das pro-

priedades desta adjuncao concluimos que:

3. fOV ma) =\ f(my)

il i€l
4. f_1</\ nﬁ) = /\ f_l(nl-).
el el

Para mais pormenores sobre imagens e imagens inversas, consultar [11] e

13].

0.1 Objectos pré-terminais

Objecto pré-terminal é todo o objecto P tal que X'(X, P) tem no maximo
um morfismo para todo o X € X. Designemos por P a subcategoria plena de
X dos objectos pré-terminais. Recordemos que P é fechada para monofontes,

em particular para limites.
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Os morfismos em M de dominio em P e codominio em X € X sao
denominados pré-pontos de X, e a classe dos pré-pontos de X é designada
por pptX. Todo o pré-ponto cujo dominio é um objecto terminal diz-se um
ponto de X, e a classe de todos os pontos de X é representada por ptX.

Ficam assim definidas duas inclusoes para cada objecto X de X:

ptX C pptX C subX.

Diz-se que X € X tem pontos suficientes se

\VA{z|z € ptX}=\/ptX = 1y,

e que X tem pontos suficientes se todos os seus objectos os tém.

O objecto GG de X é gerador de X quando a cofonte de todos os morfismos
de G em X é uma epicofonte para todo o objecto X de X.

Designemos por 1 o objecto terminal de X.

Se X tem pontos suficientes entao o seu objecto terminal é gerador. De
facto, se \V ptX = 1y, entao a cofonte (z : 1 — X ),eptx € a cofonte induzida
pela uniao, logo esta em IE, e todos os elementos de IE sao epicofontes.

Para (m: M — X) € M define-se o conjunto dos pontos de m:
pt(m) = {z € ptX |z < m}.

Uma cofonte (m;);e; de subobjectos de X tem um ponto comum se

ﬂ pt (m1> # 0.
iel
Esta definicao pode-se generalizar para cofontes em geral. Diz-se que uma

cofonte em X tem um ponto em comum se a sua parte em M tiver um ponto
em comum.
Os pontos detectam monofontes se uma fonte (f; : X — Y;)je; em X é

uma monofonte sempre que
(Viel fi-x=fi-y)=— x =1y para z,y € ptX.

Existem defini¢oes de pré-pontos suficientes, de pré-ponto comum e de
pré-pontos que detectam monofontes, semelhantes as que foram dadas para

pontos.
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Proposicao 0.2 Se X tem terminal gerador entao os pontos detectam mono-

fontes.

Demonstracao: Seja (f; : X — Y;)ie; uma fonte em X tal que © = y sempre
que f;-x = f;-y para todo 7 em I, onde x e y sao pontos de X. Consideremos
ainda dois morfismos g, h : Z — X de X tais que f; - g = f; - h, para todo 7
em /. Esta igualdade implica que f;-g-z= f;- h -z, para todo i € I e todo
z € pts

Como para todo o z em ptZ os morfismos ¢ - z e h - z sao pontos de X,
entao por hipétese (g -2 = h- 2),eptz € finalmente g = h, por ptZ ser uma
epicofonte. Se Z nao tiver pontos entao a hipdtese de 1 ser gerador implica
que Z é pré-inicial, e portanto g = h do mesmo modo. Ou seja (f;)ic; € uma

monofonte. ]

0.2 Operadores de fecho

Vamos optar por utilizar apenas a definicao local de operador de fecho,
em contraponto a defini¢do functorial, que pode ser vista em [11] e [13]. De
seguida serao referidos alguns resultados basicos, dos quais omitiremos as

demonstragoes, que podem ser estudadas em [11] e [13].

Definicao 0.3 Um operador de fecho ¢ na categoria X em relagcao ao
sisfema de factorizagio (£, M) € definido por uma classe de fungoes

(cx : subX — subX)xex tais que:
1. m < ex(m) para todo m € subX;

2. se my < my entao cx(my) < cx(ms) para todo my, ms € subX;

3. flex(m)) < ey (f(m)) para todo m € subX e f : X — Y wum mor-
fismo de X.

Ou seja um operador de fecho ¢ é extensivo, mondtono e todos os morfis-

mos sao continuos em relacao a c.
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Em vez de 3 pode-se escrever que cx(f~(n)) < f~!(cy(n)) para todo o
nemsubY e f: X — Y em X.

Para (m : M — X) € subX, o dominio de cx(m) vai ser denotado por
cx (M); designaremos por j,, o morfismo tal que m = cx(m) -« jn.

Por vezes, escreve-se ¢(m) em vez de cx(m) e ¢(M) em vez de cx(M).

Lema 0.4 Sejam m,n morfismos em M e f,g morfismos em X tais que
f-m=mn-g. Entao existe um unico morfismo t : ¢c(M) — ¢(N) para o qual

tegm=Jn-gef-c(m)=cn)-t.

7

M N

Jm Jn
t
c(M) c(N)
c(m) c(n)

/

X Y

Definigoes 0.5 Sejam (m: M — X)e M e f € X(X,Y).
(i) Se c(m) = m, diz-se que m € c-fechado.
(ii) Se cx(m) = 1x, diz-se que m € c-denso.

(iii) Secy(f(1x)) = 1y entdo a f chama-se morfismo c-denso.

Proposicao 0.6

(i) A imagem inversa preserva subobjectos c-fechados.

(ii) A imagem directa através de elementos de € preserva subobjectos
c-densos. Em particular os morfismos de £ sdo c-densos.

(iii) A intersec¢ao de subobjectos c-fechados é c-fechada.

(iv) A unido de subobjectos c-densos é c-densa.
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Proposicao 0.7 Sejam m,n € M e f, g dois morfismos de X .
(i) Se m - n é c-fechado entao m é c-fechado.

(ii) Se f-g € c-denso entao [ é c-denso.

E por vezes conveniente considerar operadores de fecho com propriedades

adicionais, de entre as quais vamos destacar quatro.
Definicoes 0.8 Consideremos ¢ um operador de fecho em X.

1. ¢ € idempotente se c(c(m)) = c¢(m), para todo o m € M.

2. ¢ € fracamente hereditario se cqar)(jm) = Loy, para todo o morfismo
m: M — X em M.

3. ¢ € hereditario se cy(m) = n~t(cx(n-m)), para quaisquer morfismos
m:M— N,n: N — X em M.
4. ¢ € produtivo se cx([[mi) =[]ex,(mi), para qualquer familia
i€l il
(mi : My — X;)ier de elementos de M, com X = [[ X;.
el
Proposicao 0.9 Sejam ¢ um operador de fecho em X e m,n elementos de

M.

1. Se ¢ € idempotente e m,n sdao c-densos, entdo m -n € c-denso.

2. Se ¢ € fracamente hereditdrio e m,n sao c-fechados, entao m -n é

c-fechado.

3. Se ¢ € hereditdario e idempotente e m - n é c-denso, entao n € c-denso.

O conglomerado dos operadores de fecho CL(X, M) em X em relagao ao

sistema de factorizagao (€, M) é parcialmente ordenado por
¢ <d:& c¢(m) < d(m) para todo m € M,

com ¢,d € CL(X, M).
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O conglomerado C'L(X, M) tem infimos e supremos, a que chamaremos
intersecgdo e uniao, respectivamente. Seja (¢;);e; uma familia de elementos

de CL(X, M). A intersec¢ao de (¢;)ic; é definida por

(A ci)(m) = )\ ci(m) para todo m € M,

i€l i€l

e a unido de (¢;)ier é definida por

(\V c)(m) =\/ ¢;(m) para todo m € M.

el i€l



Capitulo 1

Conexoes e desconexoes

A partir deste capitulo, sempre que nos referirmos a uma subcategoria de

X, ela é uma subcategoria plena fechada para isomorfismos.

1.1 Morfismos constantes

Um conceito que vai ser importante neste trabalho é o conceito de mor-
fismo constante. Existem varias abordagens a este assunto mas a que vamos
usar ao longo do trabalho é um caso particular das nocao usada em [18].

Comecemos por dar uma defini¢ao geral.

Definicao 1.1 Seja C uma classe de objectos de X.  Um morfismo
f: X — Y € C-constante se a sua factorizacio (€, M) € feita através de

um objecto de C, ou seja, f(X) € C. Aos objectos de C chama-se constantes.

Proposicao 1.2
1. Seja f =m-e, comm em M ee em E. Entao f € constante se e so
sem € constante se e s se e € constante.

2. Se, para um morfismo m € M, m - f € um morfismo constante, entao

f € constante.

3. Se, para um morfismo e € £, [ -e é um morfismo constante, entao f é

constante.
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Estes resultados provam-se facilmente, usando a definicao de sistema de
factorizacao.
Em [5] sdo impostas as duas condigoes seguintes a classe C dos objectos

constantes:

1. C é fechada para subobjectos, isto é, se m : M — (' pertence a M e

C estd em C entao M pertence a C.

2. C é fechada para imagens, isto é, se e : ' — X pertence a € e ' esta

em C entao X pertence a C.
A proposicao que se segue clarifica o papel destas condigoes.
Proposicao 1.3 Seja C uma classe de constantes.

1. As sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) C € fechada para subobjectos;
(ii) Se g : X — Y € um morfismo constante entao g - [ € constante,

qualquer que seja o morfismo f: 72 — X de X.

2. As sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) C € fechada para imagens;
(ii) Se f: Z — X € um morfismo constante entdo g - [ € constante,

qualquer que seja o morfismo g: X — 'Y de X.

Estes dois resultados demonstram-se essencialmente da mesma maneira.

Por isso, apenas se inclui a demonstracao de 1.

Demonstragao: (i)=(ii) Seja g : X — Y um morfismo constante. Logo a
sua factorizacio (€, M) faz-se através dum objecto C €C: X —— C 5 Y.
Considere-se ainda g - f = Z <% W 25 Y, onde my estd em M e e; em &.
A propriedade da diagonalizacao garante a existéncia de um morfismo
t:W —Ctalquet-eg=e-gem-t=m.
Da igualdade m -t = m; e do facto de m, m; € M, vem que t pertence
a M. Como C € C e C é fechada para subobjectos, W pertence a C e,

consequentemente, ¢ - f é um morfismo constante.

10
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€1
A |74
g
X ¢ my
e
m
C Y

(ii)=-(i) Para C ser fechada para subobjectos temos que provar que, para
(m: M — C) e M,seC €Centao M €C. O objecto M estd em C se e
sé se m é constante, mas como 1o é constante, usando (ii) concluimos que

m =m - 1o também é constante. [ ]

Mesmo verificando estas duas condigoes, as classes de constantes podem

afastar-se da nocao intuitiva de constante.

Uma classe de constantes que surge naturalmente é a classe dos objectos
pré-terminais. Repare-se que a classe dos pré-terminais é sempre fechada para
subobjectos, nao sendo no entanto em geral fechada para imagens. Pode-se
assim estabelecer uma nocao de morfismo constante aplicavel a qualquer
categoria e definida de maneira tnica, ou seja, nao dependente de C.

Para ver que P nem sempre ¢é fechada para imagens, basta tomar o contra-
-exemplo da categoria fibrada Haus/S!, onde Haus representa os espagos
topoldgicos de Hausdorff, S' representa a circunferéncia unitéria em IR?
e £ é a classe dos epimorfismos. Os objectos pré-terminais em Haus/S"
sao os monomorfismos de Haus, e os epimorfismos de Haus/S! contém as
imersoes densas, que sdo os epimorfismos em Haus. Sejam [ :]0,1[— 5!
e g:[0,1] — S dois objectos de Haus/S* definidos da seguinte maneira
f(t) = g(t) = (cost,sint), para t no dominio da respectiva fungao. A imersao

e :]0,1[— [0,1] é densa, f € P, pois f é um monomorfismo, mas g & P.

Quando C = P escrevemos constante em vez de P-constante; isto €,

f: X — Y é constante se a sua factorizagao (£, M) é feita através de um

11



Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

objecto pré-terminal.

Proposigao 1.4 Se, para uma monofonte (m;)icr, m; - [ € um morfismo

constante para todo i € I, entao f € um morfismo constante.

Demonstracao:  Consideremos o morfismo f : X — Y, a monofonte
(m; : Y — Z;)ier e as factorizagoes f =n-e e (m; - [ = n; - €)icr, onde
n,n; € Mee,e €E. A propriedade da diagonalizacao diz-nos que existem
morfismos (¢; : f(X) — (f - m)(X))ier tais que t;-e =e; en;-t; =m;-n
para todo i € I. A fonte (m; - n);e; é uma monofonte porque (m;);e; é uma

monofonte e n é um monomorfismo, logo (¢;);c; também é uma monofonte.

m.

v

(f -mi)(X

Z;

Se todos os morfismos [ - m; sdo constantes, isto é, (f - m;)(X) € P para

todo o i € I, entdao f(X) € P uma vez que P é fechada para monofontes. m

Definigoes 1.5

1. Uma fonte (f; : X — Yi)ie; detecta constantes se sempre que os
morfismos f; - g forem constantes para todo o i em I entao o morfismo

g também é constante (ver [5]).

2. Por outro lado diz-se que constantes detectam monofontes se as unicas

fontes que detectam constantes sao as monofontes.

Para o caso em que a monofonte s6 tem um elemento, diz-se que as
constantes detectam monomorfismos se os tnicos morfismos que detectam

constantes sdo os monomorfismos.
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Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

Pode-se dar uma definicao dual para cofontes que detectam constantes,
isto é, a cofonte (f; : X; — Y);es detecta constantes se, sempre que 0s
morfismos (g - f;) forem constantes para todo o ¢ em [, entdo o morfismo g é

constante.

Noutros contextos foram estudadas outras definicoes de morfismo cons-
tante, de entre as quais aqui vao ser referidas duas que tém uma relacao mais

directa com a nocao de que ja falamos.

Defini¢ao 1.6 Um morfismo f: X — Y € constante segundo Herrlich[16]
se co-iqualiza qualquer par de morfismos de codominio X; isto €, f-a = f-b,
para todos os morfismos a,b € X(A, X), A€ X.

Proposicao 1.7 Se um morfismo é constante entdo € constante sequndo
Herrlich.

Demonstra¢ao: Sejam f: X — Y um morfismo cuja factorizagao (£, M)
é feita através dum objecto pré-terminal, X — P - Y, ea,b: A — X
dois morfismos de X. Logo f-a=m-e-a=m-e-b= f-b, uma vez que

e-a=e-bpor P ser pré-terminal.

A X

[ |
Apesar de na Proposicao 1.7 considerarmos a classe de constantes P,
existe no entanto um outro resultado que nos permite determinar as outras

classes de constantes para as quais a proposicao ainda é valida.

Proposicao 1.8 As duas afirmacoes sequintes sao equivalentes:
(i) Todo o morfismo C-constante co-igualiza qualquer par de morfismos.
(ii) Todo o objecto de C é pré-terminal (C C P).

13



Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

Demonstracao: Se C C P entao sai de imediato da Proposicao 1.7 que todo
o morfismo C-constante co-igualiza qualquer par de morfismos.

Para provar o reciproco consideram-se ' €C e u,v : X — (. Como 1¢
¢ um morfismo C-constante, por hipdtese 1o co-igualiza u e v, o que significa

que C estd em P. [

Vamos agora referir a nocao de morfismo constante introduzida por Tholen
em [22], mas apenas para uma categoria X' que seja E-cocompleta.
Para tal é preciso considerar o colimite nx : X — T'X da fonte de todos

os morfismos em &£ com dominio X, que ainda pertence a &.

Definicao 1.9 Um morfismo f : X — Y ¢ constante segundo Tholen se

existe um morfismo d tal que [ =d - nx.

Proposicao 1.10 Consideremos a classe de constantes definida por
C={X|(Ve: X =Y),ec€ =ceclso(X)}). Omorfismo f éC-constante

se e so se € constante sequndo Tholen.

Demonstracao: Se f se factoriza através de um objecto C' € C entao por

[
X Y

Nx

TX

definicao de colimite existe g : ¢ — TX tal que g-e = nx. Logo ¢
¢ um morfismo de £ e, consequentemente, g é um isomorfismo. Portanto
f=(m-g')-nx, o que prova a primeira implicacao.

Considere-se agora f =d-nxy = m-e, onde m € M, e € £. Usando a
propriedade da diagonalizacao, prova-se que existe a : TX — f(X) tal que

a-nx = e. Como nx é o colimite de todos os morfismos com codominio X,
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Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

existe t : f(X) — TX tal que t - e = nx. Verifica-se facilmente que t = a™*,

portanto TX = f(X). Agora, para completar a prova, basta ver que T'X
pertence a C.

Seja e : T X — Z um morfismo de £. Como e - nx ainda pertence a &,
existe h : Z — TX tal que h-e-nx = nx. Entao h - e = 1rx por definicao
de colimite. Em suma, e é um isomorfismo porque é um epimorfismo e tem

inverso a esquerda. [

Para uma categoria com objecto terminal 1, nx nao é mais do que a
imagem de 1x através do tnico morfismo de X para 1.

Neste caso o objecto T'X é pré-terminal e portanto, se f é constante
segundo Tholen, entao também é P-constante, usando de novo o facto de
T X ser isomorfo a f(X).

1.2 Subcategorias constantes

Alguns dos resultados sobre subcategorias constantes, que vamos apre-
sentar nesta seccao e nas seguintes, nao dependem da definicao de morfismo
constante que escolhemos.

Nos resultados desta sec¢ao e das duas seguintes segue-se basicamente [4],

se bem que alguns resultados também estejam em [18].

A classe dos morfismos constantes vai servir para definir duas subcatego-

rias de X associadas a cada subcategoria de X.

Definicao 1.11 As subcategorias constantes a direita e a esquerda de X
definidas por A sdo as subcategorias formadas pelos sequintes objectos, res-

pectivamente:
r(A)={X e X|(VAec A) f € X(A, X) = [ € constante} e
(A ={X eX|(VAe A) ge X(X,A) = g ¢ constante}.

Diz-se que uma subcategoria B de X' é constante a direita (a esquerda) se
B for igual a r(A) (I(A), respectivamente) para alguma subcategoria A de
X.
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Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

Ficou assim definida uma correspondéncia de Galois para subcategorias
de X, segundo a definicao de [9]. Os resultados da proposi¢ao seguinte
sao gerais para correspondéncias de Galois, dos quais o terceiro é uma con-

sequéncia imediata dos anteriores.
Proposigao 1.12 Sejam A e B subcategorias de X .

1. Se A C B entao [(B) CI(A) er(B) Cr(A).
2. ACrl(A) e AC Ir(A).

3. A € constante a direita se e s6 se A =rl(A) e é constante & esquerda

se e so se A=1r(A).

Em [2] estuda-se o caso em que X é a categoria dos espagos topolégicos?,
que inspira alguns resultados da teoria geral, e do qual veremos exemplos no

ultimo capitulo.
Proposicao 1.13

1. As subcategorias constantes a direita sao fechadas para fontes que detec-
tam constantes. Em particular sao fechadas para monofontes e portanto

para limites.

2. As subcategorias constantes a esquerda sao cofechadas para cofontes

que detectam constantes. Em particular sao fechadas para imagens.

Demonstracao: Provemos apenas 1, uma vez que as duas provas sao duais.
Seja (fi + X — Yi)ier uma fonte que detecta constantes, com Y; € r(A)
para todo 7 € I, eseja g : A — X em que A € A. Como os objectos Y;
pertencem a 7(A), os morfismos f; - g sdo constantes, e, consequentemente, g
¢é constante pela definicao de fonte que detecta constantes. Conclui-se assim

que X estd em r(A). n

'Nos espacos topoldgicos as subcategorias constantes & esquerda e a direita chama-se
conexoes e desconexodes, respectivamente.
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Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

Proposicao 1.14 Para uma subcategoria A de X, as sequintes condigcoes

sao equivalentes:

(i) A € constante a direita;
(ii) A €A se e s se, para cada morfismom : X — A em M, se X € A

entao m é constante.

Demonstracao: Comecemos por considerar uma subcategoria A constante a
direita. Se A € A entdao m : X — A é constante para X € [(A4). Seja agora
f: X — A um morfismo de dominio em I(A) com f=m-e, m € Me
e € £. O objecto f(X) € I(A) porque as subcategorias constantes a esquerda
sao fechadas para imagens. Se m for constante, entao por 1.2, f é constante
e portanto A € rl(A) = A, ja que A é constante a direita.
Para provar a outra implicacao tomemos uma subcategoria A nas condicoes

de (ii). A é constante a direita se rl(A) C A. Se A € rl(A) entao todo o
morfismo m : X — A em M, com X € [(A) é constante e de (ii) vem que

Ae A [

Proposicao 1.15 Para uma subcategoria A de X, as sequintes condigoes

sao equivalentes:

(i) A € constante a esquerda;
(ii) A €A se e sd se para cada morfismoe: A —Y em &, se Y € rA

entao e é constante.

A demonstracao desta proposicao é semelhante a demonstracao anterior.
As proposigoes 1.14 e 1.15 sao generalizagoes dos teoremas 2.1 e 3.1 de

[2] e estao em [4].
Proposicao 1.16 Seja P fechada para imagens. Para uma subcategoria re-
flectiva A de X, com reflexdes (px : X — RX)xex,

I(A) ={X € X|px € constante}.

Demonstracao:  Se X € [(A) entao é imediato que px é constante. Sejam
agora py : X — RX constante e [ : X — A um morfismo de codominio A.
Como A é reflectiva, existe g : RX — A tal que f = g- px e finalmente, pela

Proposicao 1.3(2), f é constante. u
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Proposicao 1.17 Para uma subcategoria correflectiva A de X,
r(A) ={X € X |ex € constante},
ondeex : CX — X € a correflexao de X em A.
A demonstracao faz-se de modo andlogo a da proposicao anterior.

Proposicao 1.18 Sejam (A;)icr e A subcategorias de X.

1. PCr(A) e, se P € fechada para imagens, entio P C I(A).
2. ANr(A) CPeAnli(A) CP.
3. r(A)Nir(A) =P, se P € fechada para imagens.
4. (\r(A;) € constante a direita e (| 1(A;) € constante & esquerda.
iel iel
Demonstracao:  Para provar 1 basta atender a definicao de subcategoria
constante, para provar 2 usa-se o morfismo identidade e 3 resulta das duas
primeiras.
Para provar 4, considera-se D = (] 7(A;). Para mostrar que D é cons-
il
tante a direita basta verificar que (D) C D.
Como D C r(A;) para todo i € I, usando a Proposi¢ao 1.12 tem-se
que rl(D) C rir(A;) = r(A;), para todo i em I. O que equivale a dizer
que 7l(D) C () r(A;) = D. Para a intersecgao de constantes a esquerda, a

i€l
demonstracao ¢ andloga. ]

1.3 Subcategorias constantes a direita

Proposicao 1.19 Suponhamos que as constantes detectam monomorfismos.
Entao toda a subcategoria extremal-epirreflectiva A de X com reflexoes esta-
veis para produtos fibrados ao longo de pré-pontos € constante a direita (Prop.

2.4-[4)).

Demonstragao:  Seja X € rl(A) e seja px : X — RX a sua reflexao

em A. Se px for um isomorfismo entao X = RX estd em A. Como px é
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Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

um epimorfismo extremal, basta que ele seja um monomorfismo para ser um
isomorfismo.

Vejamos entao que py detecta constantes. Seja ¢ : P — RX um
pré-ponto de RX. O morfismo f : pyx'(P) — P, que resulta do produto
fibrado de px através de ¢, é uma reflexao por hipdtese e o seu codominio
é um objecto pré-terminal, logo f é constante uma vez que f, por ser um
epimorfismo extremal, pertence a £. Isto significa, pela Proposicao 1.16, que
px (P) € 1(A) e consequentemente py' (c) : py' (P) — X é constante. Para
ver que px detecta constantes, considera-se agora px - g = c¢ - e constante,

onde ¢ estd em M e e estd em &.

A propriedade universal dos produtos fibrados garante a existéncia de um
morfismo t tal que g = px'(c) -t e, pela Proposicao 1.3(1), sai de imediato

que g é constante. [

Definicao 1.20 ([5]) A subcategoria A ¢é fechada superiormente se X € um
objecto de A sempre que exista um morfismo [ : X — A com A € A, tal

que, para todo ¢ € pptA, o dominio de f~1(c) esteja em A.
A proposigao que se segue foi provada em [5].

Proposicao 1.21 Toda a subcategoria constante a direita é fechada supe-

riormente.

Demonstra¢ao:  Tomemos A constante a direita, A € A, f: X — Ae

g:Z — X com Z € I(A). Por conseguinte f - ¢ é um morfismo constante;

logo f-g=c-ecomc: P— A um morfismo de M e e em £.
Consideremos g = m/-¢’ a factorizacao (£, M) de g. Logo (f-m/)-¢’ = c-e

e a propriedade da diagonalizagdo garante a existéncia de t : g(Z) — P,
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Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

comt-¢ =eec-t=f-m'. Considerando o produto fibrado de ¢ ao longo
de f e usando, de seguida, a propriedade universal dos produtos fibrados,

conclui-se que existe um morfismo h em M de g(Z) para f~1(P).

!/

9(%) Z
h ¢ e
P —— P
m/
S (e) c
X / A

Considere-se f~1(P) € A. As subcategorias constantes & direita sio
fechadas para morfismos em M e existe um morfismo em M de g(Z) para
J7H(P), logo g(Z) € A. Portanto ¢’ : Z — g(Z) é constante, pois Z € I(A),
o que faz com que g seja constante, e portanto X € ri(A) = A, por A ser
constante a direita. Completa-se assim a prova de que A é fechada superior-

mente. [ |

Este resultado é de grande utilidade, pois por vezes é bastante mais facil
verificar se uma subcategoria é fechada superiormente do que se é constante
a direita, o que permite em alguns casos descobrir subcategorias que nao sao

constantes a direita.

1.4 Subcategorias constantes a esquerda

Definigao 1.22 Diz-se que a subcategoria A de X € g-reversivel se, para
todo o epimorfismo reqular [ : X — A com A € A tal que, para a € ptA, o
dominio de f~'(a) estd em A, entio X € A.

Proposicao 1.23 Se X tem pontos suficientes entao toda a subcategoria

constante a esquerda € q-reversivel.
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Capitulo 1 Conexoes e desconexoes

Demonstracao: Um epimorfismo regular f : X — A é o co-igualizador de
dois morfismos u,v: W — X. Tomando A € Ae f7'(1) € A, onde (1)
representa o dominio da imagem inversa de um (qualquer) ponto de A, para
A ser g-reversivel temos que provar que X € A = IrA.

Considera-se um morfismo g : X — Z, com Z € rA. De seguida, vamos
ver que g-u = ¢-v, e para tal basta que g-u-w = g-v-w para todo o w € ptW,
porque X tem pontos suficientes, e, consequentemente, os pontos detectam
monofontes (Prop. 0.2). O dominio de a := (f-u)(w) = (f-v)(w) é terminal
(a:1— A), pois a imagem de um objecto terminal é um objecto terminal.
Por hipétese f71(1) € A e, consequentemente, g - f~'(a) é constante.

Pela propriedade universal dos produtos fibrados, sabemos que existem

dois morfismos, v’ e v', tais que:

Deste modo g-u-w=g-fa) v eg-v-w=g-fa) v Deg-f(a)
ser constante vem que g-u-w = ¢-v-w, € POr 1SS0 ¢ - U = ¢+ V.

Como [ = coig(u,v), existe h: A — Z tal que g = h - f. Finalmente, h
é constante porque A € Ae Z € rA e portanto g é constante, por 1.3(1). m

Corolario 1.24 Seja X uma categoria com pontos suficientes.
Se A pertence a uma subcategoria A constante d esquerda, entao A* per-

tence a A.
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Demonstracao: Seja a:1 — A um ponto de A. A projeccio p: A2 — A
tem inverso a esquerda e portanto é um epimorfismo regular. O dominio de

p~Ha) = 14 x a é isomorfo a A € A. Pela proposi¢ao anterior sabemos que

A é g-reversivel e portanto A% € A, por ser o dominio de p. [ ]
Ax1 1
1y xXa a
p
Ax A A

Se (fi = my-e;)ieq forem as factorizagoes dos morfismos da cofonte (f;)icr
entdo ela detecta constantes se e s6 se a cofonte (m;);c; detectar constantes.

Em [4] temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.25 Se uma cofonte em IE tem um ponto em comum entao

detecta constantes.

Demonstracao: Pelo que ficou dito, basta considerar uma cofonte
(m; : M; — X);er com m; € M. Toma-se o ponto comum z:1 — X
e portanto existem z; : 1 — M, tais que x = m; - x; para todo o 7 em [.
Considere-se um morfismo g : X % g(X) > Y, para o qual g-m; é constante
para todo 7 € I .

O nosso objectivo é provar que g é constante, ou, equivalentemente, que

g(X) é um objecto pré-terminal.

my; g
M; X Y
N
€; 1 € m
e-T
5 c 9(X)
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Os morfismos e - m; sao constantes, e portanto factorizam-se através de
objectos P, € P (e-m; : My = P; % g(X))ics. Mas existem morfismos e; - z;
de 1 para P;, o que torna cada e; - t; um isomorfismo. Todos os morfismos
cujo o dominio ¢é 1 estao em M, logo e -x € M.

Podemos entao concluir que ¢ = e - x para todo ¢ € [ e que
(e-my = (e-x)-(e;-t;)" " - €)icr. Como (m;)ie; € IE, existe portanto
kE: X — 1 tal que (e-z)-k = e. O morfismo e -x € £ porque tanto e

como k estao em £. Ou seja, e-x € MNE, o que o torna um isomorfismo. m

Definicao 1.26 ([24]) Uma subcategoria de X € uma subcategoria compo-

nente se € fechada para cofontes em X que detectam constantes.

Definicao 1.27 ([7]) Uma subcategoria de X € 2-aditiva se é fechada para

cofontes em IE com um ponto em comum.

Pela Proposicao 1.25, é evidente que se A é uma subcategoria componente
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Errata

Pagina | Linha Onde esh Deveria estar

3 4 subX ! subX subX ! subY

10 -4 tee=eg t ege=e f

11 diagrama | g f

11 4 m=m I1c m=1c m

19 6 f; por ser um epimor smo P e fechada para subobjectos.
extremal, pertence k.

22 2 esquerda direita

23 3,6 e € X

33 2,3 hi 0]

38 -8 __representa o0 supremo N representa 0 n mo

42 -3 g x(m) (g x)(m)

43 Prop.3.4 | P fechada para imagens E fechada para quadrados

44 Prop.3.5 | P fechada para imagens E fechada para quadrados

45 Coro.3.6 | P fechada para imagens E fechada para quadrados

45 4 regar coreg coregar reg

46 3 (Epi(Top); Mono(Top)) (Epi(Top); RegMond Top))

49 12 k((0;1)) = £(0;1); (1;0);(1;1)g | k((0;1)) = £(0;1);(1;1)g

53 6 0 subconjunto um subconjunto

57 -8 idempotente radical (r(M=r(M)) = O) idempotente

58 1 pe-radical radical

58 4 idempotente radical idempotente

58 8 min" < max' min"  max

58 -3 r(o=F,e (0=T, r(co=Te (c)=F,

60 -8 (Epi(SGT); Mono(SGf)) (Epi(SGT); RegMonqSGf))

62 -7, -6 X X I sl

62 -6 c-separado c-fechado

Nota: Noultimo paagrafo da mgina 57 e dito que Modk tem pontos su cientes, 0 quee
falso. No entanto, apesar das proposcees 3.5 e 3.6 nao se poderem aplicar, os seus resultados
sao \alidos em Mdk:



