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Chapitre 1

L’équivalence entre modéle
cartographique et modéle numérique

1.1 Position du probléme

Depuis plus de cinquante ans la représentation du relief sous la forme de courbes
de niveau et points cotés a été adoptée et a permis a un grand nombre d’usagers de
disposer d'un systéme de mesure et d’échantillonnage du terrain; les usages principaux
étant 'interprétation et la compréhension du terrain, et la capacité d’interpoler 1’altitude
d’un point ou d’un ensemble de points.

Aujourd’hui nous possédons cet ensemble de mesures sur de larges territoires et la
question du passage de l'utilisation graphique de cet ensemble a des utilisations sous
forme numérique se pose.

Le probleme abordé dans ce travail est celui de la génération d’un modele numérique
du terrain (MNT) & partir des courbes de niveau numérisées, et de la qualité de ce MNT
en un sens que nous allons préciser. Le type de MNT auquel nous nous intéressons est
la représentation continue de la surface du terrain sous forme de grille réguliére a maille
carrée. La qualité que nous recherchons pour ce MNT est d’étre équivalent au modeéle
cartographique, qui est la surface définie par les courbes de niveau et une régle d’interpo-
lation entre ces courbes ; nous disons que le modele numérique et le modéle cartographique
sont équivalents s’ils définissent deux surfaces identiques, ou du moins trés voisines.

Dans ce travail nous ne discutons pas du bien-fondé de la représentation du relief
en courbes de niveau. En particulier, cette représentation, et les MINT qui en dérivent,
peuvent ne pas répondre aux besoins de certains usagers, par exemple ceux qui s’inté-
ressent au terrain dans les zones quasi-horizontales. La constrution et les qualités des
MNT dans ces zones constituent un probléme qui sort du cadre de notre étude.

En outre, dans ce travail on aborde uniquement le probléme de la construction des
MNT « a moyenne échelle », c’est-a-dire dont le niveau de détail et la précision sont ceux
des cartes a 1 : 25000.



1.2. Définition du modéle cartographique 2

Afin de pouvoir apprécier une équivalence il est nécessaire, d’abord, de préciser les
deux modeles intervenants: le cartographique et le numérique. Ensuite il est nécessaire
de maitriser les deux passages: des courbes de niveau & un MNT conservant le maximum
de I'information du modelé de terrain représenté par les courbes de niveau et d’'un MNT
a des courbes de niveau.

1.2 Définition du modéle cartographique

L’objectif des différentes représentations cartographiques du relief qu’on utilise depuis
de nombreuses années (les croquis perspectifs, les hachures, les courbes de niveau, les
semis des points) est de permettre, aux différents usagers de la carte de reconstituer le
terrain sans erreur et sans ambiguité. Chacune de ces représentations traduit une certaine
modélisation (ou figuré) du terrain qui est réalisée par un échantillonnage de valeurs et
un mode d’interpolation entre les points de I’échantillon (Piquet-Pellorce, 1996).

La description du terrain par courbes de niveau et points cotés est la représentation du
relief utilisée dans les cartes aux moyennes échelles. Cette modélisation permet a 'usager
de la carte de calculer les altitudes d’une fagon précise (suffisant aux applications que I'on
fait) et donne, a la fois, « une image immédiatement perceptible des formes du relief »
(Cuenin, 1972). Afin de reconstituer le relief, qui est un phénomeéne a trois dimensions dont
les variations sont continues!, 'usager de la carte utilise un mode d’emploi (modélisation)

défini par la regle de (Carré, 1971b):

[interpolation linéaire suivant la ligne de plus grande pente. (1.1)

En effet, selon Carré: le tracé de la courbe de niveau devra étre tel que l'utilisateur
puisse toujours considérer que la pente entre deux courbes normales ou intercalaires est
réquliére ; lorsqu’l n’en sera pas ainsi le topographe devra intervenir soit pour déplacer
légérement une courbe soit pour introduire une courbe intercalaire. Donc, si 'utilisateur
veut tracer une nouvelle courbe de niveau située a mi-hauteur de deux courbes consé-
cutives, il doit placer cette courbe a égale distance horizontal des deux premiéres, faute
de quoi la pente serait plus forte d’'un coté de la nouvelle courbe que de 'autre, donc
non-réguliere. Plus généralement toute courbe intercalaire doit étre tracée entre les deux
courbes encadrantes, a des distances horizontales qui sont dans le rapport des distances
verticales.

Notons d’abord que I'interprétation de la regle 1.1 n’est simple qu’en apparence. En
fait, la ligne de plus grande pente dans le cas des talwegs sinueux (ou des régions de
faible pente) est trés complexe et elle est reconstruite, par I'usager, a 'aide de modeles
assez élaborés (cf. figure 1.1). Cependant, nous irons admettre qu’entre plusieurs utilisa-
teurs cette régle donne lieu a des différences d’interprétations négligeables, autrement dit
que les courbes de niveau suggeérent a tous les utilisateurs une seule et méme « surface
topographique ». C’est ce modele simplifié de la surface réelle du terrain, le modele car-
tographique, que nous utiliserons dans cette these.

1. Sauf les cas exceptionnels des falaises et surplombs.
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%

FiG. 1.1 — Construction manuelle de la ligne de plus grande pente qui passe par le point

P.
1.3 Deéfinition du modéle numérique

Dans ce travail, nous définissons le MNT comme une description numérique de la
position et de la forme de la surface du sol. Il est toujours décrit sous une forme d’une
surface paramétrée

z = H(z,y) (1.2)

ou H est une fonction numérique et (z,y) varie sur la surface de référence adoptée (1'el-
lipsoide, le plan d’une représentation cartographique...).

Notons que cette représentation numeérique ne permet pas de représenter les reliefs
verticaux, puisqu’a un point (z,y) correspond une et une seule valeur z. Pour représen-
ter n'importe quel relief, il serait nécessaire d’utiliser des représentations plus complexes
comme par exemple une représentation paramétrique (z = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v)).
Cependant, la représentation mathématique de I'altitude sous la forme 1.2 est suffisante
pour décrire le terrain aux moyennes échelles car, d’une part le terrain moyen de la France
est caractérisé par un relief de collines arrondies, sans falaises et boisé a 20% (Carré, 1971a)
et d’autre part les courbes de niveau (les données de notre probléme) ne permettent pas
elles-mémes de représenter les falaises et les surplombs.

La fonction H est supposée donnée sous la forme d’une combinaison linéaire de fonc-
tions numériques élémentaires Fy, ... Fj:

H(xay) = Z CiFi(x7y)

ou les coefficients ¢; sont les valeurs de la fonction H aux « noeuds d’interpolation »
m; = (x;,y;), c’est-a~dire ¢; = H(m;), ¢ = 1,... ,p. Autrement dit, on suppose que le
MNT est toujours donné par un échantillon (représentatif) du terrain (les noeuds m; et
les altitudes z; = H(m;)) et une fonction ou ensemble de fonctions d’interpolation (les
fonctions numériques F;).
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Choix du modéle numérique:

Actuellement les deux grandes classes de MNT les plus utilisées sont (Weibel and
Heller, 1991):

— Les grilles irréguliéres triangulaires (en anglais TIN - Triangular Irregular Network)
ol les noeuds m; sont les sommets d’un réseau de triangles. En général, le terrain est
décrit a I'intérieur de chaque triangle par le plan qui passe par ces trois sommets ;
donc h(z,y) = ap + a1 + asy.

— Les grilles réguliéres, ou les noeuds m; sont organisés selon un maillage régulier (en
général rectangulaire). A l'intérieur de chaque rectangle le terrain est habituellement
représenté par un paraboloide hyperbolique qui passe par ces quatre sommets ; donc
h(z,y) = ag + a1x + asy + aszy.

Pour I'étude du relief sous forme numérique les MNT & grille réguliére sont les plus
couramment utilisés. Par rapport aux TIN les grilles réguliéres ont ’avantage d’avoir une
topologie trés simple et donc leur utilisation informatique est élémentaire (par exemple,
pour un point donné le calcul du rectangle encadrant est immédiat). En outre, I’échan-
tillonnage résultant de la numérisation des courbes de niveau n’est pas adaptée a la re-
présentation du terrain sous la forme de TIN, car cette représentation est trés dépendant
de I’échantillonnage choisie ; bien évidemment, & la condition d’adapter le pas de la grille
au plus petit détail qu’'on veut représenter (quitte a augmenter le volume de données),
les grilles réguliéres peuvent décrire, comme les TIN, n’importe quel terrain. Finalement,
et on le verra ultérieurement, la méthode de construction de la fonction H (la grille élas-
tique) est, pour l'instant, uniquement formalisable dans le cadre d’une grille réguliére. En
effet, il n'y a pas a notre connaissance, dans la littérature, une mise en oeuvre de cette
technique dans une grille irréguliére.

En définitive, nous supposons que le MNT est donné sous la forme d’un maillage
régulier My, de pas h (b > 0) et noeuds m.; = (z¢,y;) définis dans le plan par 'intersection
des deux familles orthogonales de droites :

Te=x9+ch,c=1,... N ; y=y+1lh 1l=1,... M. (1.3)

La fonction H(z,y) est supposée définie sous la forme? d’une somme:

T — T Yy—u
Hay) =33 eV (C v (1.4

c=1 =1

ou V(t) est une fonction continue, a support borné, polynémiale dans chaque intervalle
[c,c + 1], ¢ entier, et telle que V(0) =1, V(c) =0 Ve # 0.

2. Designant par x. = ch et y; = lh expression devient H(u,v) = Ziil Zf‘il z2e V(3 — o) V(7 = 1),
avec u € |[chch + h] et v € [lhJh + h]. Encore, en notant par . = c et y; = [ on a
H(st) = Zi\;l Zgl ze V(s —c)V(t—1),avec s € [c,c+ 1] et t € [l +1].
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1.4 Passage des courbes de niveau au MINT maillé

Pour ajuster une fonction H, définie sous la forme 1.4, sur des courbes de niveau (en
fait des lignes polygonales) qui sont des données continues, il faut d’abord se ramener a
un échantillon fini de points.

Il est naturel de prélever ces points sur les courbes, bien entendu avec un intervalle
de préléevement assez petit pour que 1’échantillon soit représentatif. Or, compte tenu que
la fonction H est définie sur un maillage régulier, cet intervalle peut étre défini, par
exemple,de facon a avoir au moins un point en chaque maille traversée par une courbe
de niveau donnée. En plus, le fait de considérer les courbes comme des lignes polygonales
nous permet d’utiliser une interpolation linéaire en chaque segment de la ligne polygonale.

L’étape suivante dans la construction de la fonction H (c’est-a-dire le MNT') est un
probléme d’approximation : étant donné un échantillon fini P de points du terrain

P={(ziyiz) 5 1=1,....n} (1.5)
on cherche la fonction H sous la forme 1.4 qui décrit le terrain représenté par cet échan-
tillon.

Notons d’abord que le probléme d’interpolation H(x;,y;) = 2; a peu d’utilité car il n’as-
sure pas un résultat quel que soit [’échantillon de points. En effet, I'interpolation n’est pos-
sible qu’exceptionnellement puisqu’elle conduit au systéme linéaire en z = (211, ... ,2nar)?

Li — Loy, Yi — Yl .
Zc,l Zc,lv( h )V( h ) = Z; (Z = ]_7 e ,n)’

qui est indéterminé lorsque NM > n et en général impossible lorsque NM < n.

Donc, on s’intéresse plutdt au probleme d’ajustement
n
Eecvantinon (H) = Zwi [H (z3,y:) — Zi]Q minimal, (w; > 0)
i=1

car il admet toujours au moins une solution (Julien, 1994).

Toutefois, il y a une infinité de solutions lorsque NM > n (plus de noeuds que de
points). En effet, soit H, une solution possible pour une famille w = (wy, ... ,w,) fixé, il
existe

h

Yi — Ui

- )=0,i=1...n

Z;
k= (koo kvan) #0: ) kaV( WV (

=y

ce que implique que la fonction K(z,y) = Y, ke, V (552)V (52) vérifie K(x,y:) = 0,
1 =1...n; donc, toute fonction H,, + aK est solution puisque

Eochantillon(Hw + OéK) == Z w; [Hw(xzuyz) - Zi]Q + 0= En(:hantillon(Hw)
=1

est minimal.
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Donc, pour disposer d’une méthode qui assure une solution unique quel que soit
l’échantillon de points, on doit imposer a la fonction H(z,y) de satisfaire une condition
supplémentaire.

Les différentes méthodes qu’on trouve dans la littérature peuvent se classer en fonc-
tion du comportement de la surface H entre les points d’échantillonnage, c’est-a-dire du
modeéle a priori du terrain que 'on se fixe. Actuellement, les méthodes les plus utilisées
sont les méthodes de reconstruction par régularisation®, telles que les fonctions splines
d’ajustement, ou le modele a priori du terrain a des caractéristiques déterministes, et
les méthodes de krigeage, ot le modele a priori du terrain a des caractéristiques statis-
tiques. Ici, nous ne nous intéressons qu’aux méthodes déterministes et en particulier celles
permettant de construire des surfaces avec une continuité, au moins, C*.

Fic. 1.2 — Ombrage d’un MNT calculé o partir des courbes de niveau en utilisant la
méthode de la grille élastique.

Les méthodes de reconstruction par régularisation semblent maintenant assez répan-
dues, notamment depuis 'ouvrage (Grimson, 1981). Parmi ces méthodes les modeles de
surface du type élastique, en particulier la spline plaque-mince (Duchon, 1976), sont trés

3. En présence d’un probléme mal posé on ajoute au critére a optimiser un terme de régularisation
garantissant 'unicité de la solution.
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utilisées en cartographie et traitement d’images (Terzopoulos, 1988; Muraki et al., 1990;
Bignone and Nonin, 1995). Nous parlerons de cette méthode au chapitre 2. Disons pour
I'instant qu’elle sert a ajuster une surface « élastique » (rigide, mais souple) sur I’échan-
tillon donné de points. La condition d’élasticité est destinée en premier lieu a empécher,
quel que soit I’échantillon, I'indétermination du probléme ; mais elle a aussi 'avantage de
fournir une surface lisse.

Dans le cadre de cette theése nous disposions déja pour la construction des MNT d’une
méthode dite « grille élastique » (D’Autume, 1978). Comme on le verra ultérieurement
la grille élastique est I’équivalent discret de la spline plaque-mince. De fagon générale, les
MNT obtenus par cette méthode sont « globalement satisfaisants » beaucoup d’utilisa-
tions (orthophotographie, aménagement). En effet, la figure 1.2 montre 'ombrage d'un
MNT calculé a partir des courbes de niveau en utilisant la méthode de la grille élastique.
On constate que les formes représentées par le MNT sont vraisemblables et qu’il n’y a pas
d’artéfacts visibles.

Finalement, remarquons que certains auteurs (Habib, 1997; Lancaster and Salkauskas,
1986; Utreras, 1979) au lieu d’ajuster une fonction H sur la totalité du domaine d’approxi-
mation, préferent diviser le domaine en sous-domaines et ajuster en chaque sous-domaine
une fonction H;. Pour assurer la continuité de la fonction, ou de ses dérivées, des condi-
tions supplémentaires sont imposées sur les bords. Cependant, ces méthodes ne sont pas
adaptées a des données avec une répartition non-homogeéne comme c’est le cas des courbes
de niveau. En effet, cette répartition peut créer des trous, c¢’est-a-dire des sous-domaines
ou il n’y a pas assez de données, mettant en échec les méthodes d’ajustement.

1.5 Passage du MINT maillé aux courbes de niveau

En principe, il n’y a aucune difficulté théorique pour calculer les courbes de niveau
d’'un MNT'; bien str, il faudra au préalable discrétiser le MNT a un pas trés fin de
facon qu’on puisse assimiler chaque maille du MNT & une facette plane. Dans ce cas, la
détermination de la courbe de niveau de cote z se réduit a I'intersection du polyedre avec
le plan horizontal de cote z. Il faut remarquer que le pas de cette discrétisation auxiliaire
n’a aucune relation avec le pas de la grille sur laquelle on a défini le MNT.

Dans la pratique, le calcul des courbes de niveau de cotes z; (i = 1,... ,n), dans une
matrice d’altitudes se fait en deux étapes:

— Calcul des intersections des courbes de niveau avec les arétes du maillage. En chaque
maille on calcule les segments des courbes de niveau qui intersectent les arétes de
la maille.

— Chainage des segments. Pour chaque altitude z; les courbes de niveau (lignes po-
lygonales) correspondantes sont définies par le chainage des segments contigus de
cote z;.
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1.6 Appréciation de I’équivalence: le probléme des
courbes intercalaires

Il s’agit maintenant de vérifier si le modeéle numérique construit & partir d’'un échan-
tillon prélevé sur les courbes de niveau (dans notre cas le MNT grille élastique) ait les
mémes « propriétés » que le modele cartographique donné par les courbes de niveau et
la regle d’interpolation 1.1.

Une condition nécessaire pour que le MNT soit équivalent au modele cartographique
dont il est issu, est que les courbes de niveau de départ soient superposables au courbes de
niveau correspondantes du MNT. Cependant, cette condition n’est pas suffisante. En effet,
il peut arriver que les courbes de niveau intercalaires de la surface ajustée ne respectent pas
la forme des courbes de niveau voisines. De telles courbes intercalaires sont inacceptables
car elles contredisent le principe du figuré en courbes de niveau, qui veut qu’on puisse
toujours considérer que la pente entre deux courbes normales ou intercalaires est réquliére
(voir définition 1.1).

Pour illustrer ce probléme on va faire appel a une surface de syntheése. Tenant compte
que le phénomene est particulierement visible sur les crétes et dans les talwegs on a
choisi une surface pour laquelle les lignes caractéristiques (crétes et talwegs) étaient bien
évidentes. Dans la surface représentée dans figure 1.3 la forme des courbes de niveau est
donnée par

x(u) = r(u) cos(mu) ; y(u) = r(u)sin(ru) avec r(u) =1+ i sin(157u)

Les points sur les lignes de crétes correspondent aux maximums de la fonction r(u), et les
points sur les lignes de talweg correspondent au minimums de r(u).

Les figures 1.3-a et 1.3-b montrent les courbes initiales (équidistance de 10m) et
I’échantillon prélevé ; la figure 1.3-c montre les courbes tracés sur la surface ajustée, avec
les courbes intercalaires trop « tendues » ; la figure 1.3-d montre les courbes intercalaires
(équidistance de 5m) réguliérement emboitées qu’exigerait la logique du figuré en courbes
de niveau.

Ainsi, I’échantillon de la figure 1.3-b apparait satisfaisant si le controle de la surface
ajustée (MNT) se limite a superposer les courbes dont on est parti (figure 1.3-a) avec
les courbes de niveau correspondantes de la surface (les courbes en gras de la figure 1.3-
c) : la superposition est parfaite. L’échantillon apparait moins satisfaisant si on trace les
courbes de niveau intercalaires de la surface ajustée (courbes en trait normal de la figure
1.3-¢) : celles-ci sont plus « tendues » que les courbes initiales (courbes en gras). En effet,
comme ces courbes ne sont pas placées a égale distance des courbes initiales elles montrent
qu’en particulier sur les lignes de créte et talweg la valeur scalaire de la pente n’est pas
constante ; donc le modéle cartographique représenté par les courbes de niveau initiales
n’est pas respecté par le MN'T grille élastique.

Ces résultats nous permettent de dire qu'une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une méthode quelconque de construction d’un MNT, a partir des courbes de niveau,



1.6. Appréciation de I’équivalence: le probléme des courbes intercalaires 9

1000 / V L 1000¢

500 500 L
a ‘ | 'b
0 0
0 500 1000 0 500 1000
1000 1000
N/ A 9/
500 500
e &
C d
0 0
0 500 1000 0 500 1000

Fia. 1.3 — Le probléme des courbes intercalaires dans la construction dun MNT. a)
Courbes initiales; b) Echantillon prélevé; c¢) Courbes mormales (gras) et intercalaires
tracées sur la surface ajustée; d) Les mémes courbes respectant le figuré en courbes de
nwveau.

respecte le modeéle cartographique représenté par ces courbes, est que les courbes interca-
laires tracées sur le MNT s’accordent avec les courbes initiales.

Cette condition peut étre validée par un calcul aller-retour courbes de niveau/MNT
(voir figure 1.4) : & partir des courbes de niveau initiales C'N; (disons de cotes 0,e,2e, . .. ,ne),
on calcule un premier MNT et on dérive les courbes de niveau intercalaires (de cotes

lede. .. ,%e). Ensuite a partir de ce jeu de courbes on calcule un deuxieme MNT et

(2)n (Qiérive les courbes de niveau de cotes 0,¢,2e, ... ,ne (CNy), c’est-a-dire de mémes cotes
que les courbes initiales. Si les courbes de niveau finales (C'Ny) sont « superposables »
au courbes de niveau initiales (C'N;) alors la méthode de construction du MNT respecte
le modele cartographique, a savoir la régularité de la pente entre deux courbes de niveau

consécutives.

En négligeant, bien évidement, la perte d’information due a chaque ré-échantillonnage,
I’écart entre les courbes initiales et les courbes finales nous donne une mesure de qualité
£ qui s’applique a la totalité de la surface représentée par les courbes de niveau. Plus
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CN finales MNTZ CN intercalaires

Fi1c. 1.4 — Représentation schématique de la condition nécessaire et suffisante (I’aller-
retour CNSMNT).

précisément, on peut admettre que %5 est une estimation (un majorant) de la qualité du
MNT (M NT; de la figure 1.4) construit & partir des courbes initiales par une méthode
d’interpolation quelconque.

Notons, finalement, que le fait de calculer le MNT en utilisant seulement les courbes

médianes, c’est-a-dire les courbes de cotes %e 3e... ,2”2_ le, nous parait suffisante parce

12
que lartéfact observé (voir figure 1.3) est maximale sur ces courbes (voir figures 4.14 et
4.15) ; en conséquence, si 'artéfact est supprimé sur ces courbes médianes on a tout lieu

de croire que 'artéfact est supprimé sur toutes les courbes intercalaires.

1.7 Objectifs de la thése et démarche suivie

Objectifs:

Le premier objectif de cette thése est de savoir construire un MNT, sous forme d’une
grille réguliere d’altitudes, qui soit équivalent au modeéle de surface représenté par les
courbes de niveau (modele cartographique) dont le MNT est issu. Par équivalent nous
entendons que les deux modeles contiennent « potentiellement » la méme information,
qu’elle soit explicite comme les coordonnées (z, y, z) ou implicite comme le modelé du
terrain.

Le deuxiéme objectif consiste a valider numériquement cette équivalence, c’est-a-dire
a trouver des mesures qui permettront de vérifier si le modeéle cartographique représenté
par les courbes de niveau est ou non respecté par le MNT.
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Démarche:

La localisation des défauts observés dans la figure 1.3 indique qu’il a manqué sur les
crétes et dans les talwegs des informations contraignant ’ajustement de la surface. On
peut donc se douter que la correction de ces défauts va passer par ’apport d’informations
supplémentaires relatives au modelé de terrain représenté par les courbes de niveau dans
ces régions.

Dans le chapitre 2, nous décrivons la méthode d’approximation, la grille élastique, uti-
lisé dans la construction des MNT maillés & partir des courbes de niveau. Cette méthode,
proposée par D’Autume en 1978, & été modifiée de facon a produire une surface de classe
C! et a traiter le cas spécifique ot I’échantillon est formé par des courbes de niveau.

Ensuite, nous montrons au chapitre 3 que le probléme des courbes intercalaires peut
étre résolu par I'addition dans la grille élastique d’informations supplémentaires relatives
aux directions de I'horizontale et aux lignes de créte et talweg. Dans ce chapitre nous
montrons aussi que ces informations peuvent étre extraites automatiquement car elles
figurent déja, soit explicitement pour les directions de I'horizontal, soit implicitement
pour les lignes de créte et talweg, dans les courbes de niveau.

Dans le chapitre 4 nous nous intéressons a 1’évaluation numérique de I’équivalence
entre le modeéle cartographique et le modele numérique. Plus précisément, nous préten-
dons vérifier si le modelé de terrain défini par I'interpolation linéaire suivant la ligne de
plus grande pente entre deux courbes de niveau consécutives est respecté par le modéle
numeérique. La démarche suivie consiste a expliciter le modelé de terrain représenté dans
le MNT par 'intermédiaire des courbes de niveau intercalaires tracées sur la surface nu-
mérique. En effet, nous montrons que si ce modelé est respecté par le modéle numérique
les graphes de la fonction longueur et courbure moyenne des courbes de niveau interca-
laires tracés sur le MNT devraient étre, en général, linéaires en chaque tranche du terrain
comprise entre deux courbes de niveau consécutives. Enfin, nous montrons qu’on peut
détecter de facon simple si une surface présente ou non des artefacts liés au non-respect
du modéle cartographique, en confrontant les longueurs des courbes de niveau initiales et
des intercalaires.



Chapitre 2

Description et mise en oeuvre de la
grille élastique

Nous avons vu, dans le chapitre 1, que pour ajuster une fonction H(x,y), définie dans
un maillage réguliere My,, sur un échantillon fini de points P on doit imposer a la surface
H des conditions supplémentaires.

Fia. 2.1 — Conditions supplémentaires (cas unidimensionnel). a) Altitude minimale. b)
Pente minimale. ¢) Courbure minimale

La figure 2.1 illustre quelques conditions possibles pour le cas unidimensionnel de la
fonction H : la courbe de la figure 2.1-a a été ajusté par minimisation du critére altitude

minimal plus précisément ||H|2. ; la courbe 2.1-b par minimisation du critere ||H’||>

min ’ min
(pente minimal) ; la courbe 2.1-c par minimisation du critere |[H”||>. (par abus de lan-
gage on dit courbure minimal). Dans les deux premiers exemples, les formes de terrain
reconstruites par les critéres d’altitude et pente minimal sont dans la réalité peu vrai-
semblables. Par contre, la minimisation d’un critére de courbure conduit a des formes de
terrain vraisemblables? et bien adaptées au type de modélisation du relief qu’on souhaite

pour les moyennes échelles (voir aussi figure 1.2).

4. D’ailleurs, (Hutchinson, 1989) avait aussi remarqué que ce critére était approprié a la modélisation
des surfaces topographiques.

12
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2.1 Description de la méthode originelle d’Autume

D’Autume en 1978 a généralisé cette condition de courbure minimale pour une fonction
H a deux variables et donnée sur un maillage régulier (D’ Autume, 1978). La grille élastique
de d’Autume peut étre aussi définie par la fonction H(z,y) qui minimise la quantité

Eh(H) = Ecourburo(H) + EO(:hantillon(H): (21)
ou
Eechantﬂlon(H) == Z W; [H(xﬂyl) - z’i]Q (22)
i=1
et
N-1 M N M-1
E(:ourburn(H) == Z (Zc—l,l — 2Zc,l + Zc+1,l)2 + Z Z (Zc,l—l - 220,[ + Zc,l+1)2 . (23)
c=2 [=1 c=1 [=2

Dans l'expression 2.2, H est une fonction bilinéaire par morceaux (voir Section 2.3.2.1),
et le parameétre w; est un poids positif (w; > 0) associé au point (z;,y;,2;).

Fia. 2.2 — Interprétation mécanique de la grille élastiquue

Le nom de grille élastique vient de l'interprétation physique qu’on peut donner de
la méthode (voir figure 2.2). On considére que le maillage est matérialisé par des tiges
rigides reliées élastiquement entre elles par des ressorts qui tendent, en absence des forces
extérieures, a les maintenir alignées. En chaque noeud on a deux ressorts, un dans le sens
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longitudinal et un dans le sens transversal. E.ounue(H) représente 1'énergie de flexion de
cet assemblage. D’autre part, la surface fictive appuyée sur cet assemblage est reliée aux
points de ’échantillon par des ressorts verticaux de raideurs w;. Le terme FEeuantion T€-
présente I'énergie élastique de ces ressorts. La surface cherchée H (z,y) est atteinte lorsque
I’énergie totale est minimale, c¢’est-a-dire lorsque I'assemblage est en position d’équilibre.

2.2 La méthode de la spline plaque-mince

2.2.1 Courbure globale d’une surface
Admettons que la fonction H(x,y) est une représentation explicite d'une surface de
classe C*. Notons par k1 et x5 les courbures principales en (z,y) de cette surface.

Comme mesures possible de la courbure on pourrait penser a utiliser, soit la courbure
totale (ou courbure de Gauss)

(I):Iil'K,Q

soit la courbure moyenne

1
U = 5(/41 + KQ);

en utilisant les notations de (O’Neill, 1997) on a:

(I)_LN—MQ _1NE-2MF + LG
- EG-F? 2 EG — F?2

ou
E=1+H} ; G=14+H? ; M=}H,,
F=H,H, ; L:%Hm ; N:%Hyy

et D*=EG - F*=1+H, + H;.

Or, les quantités ® et ¥ peuvent s’annuler méme pour une surface courbée et donc ne
rendent pas toujours compte d’une courbure de la surface.

Une mesure plus discriminante de la courbure est représenté par 1’expression :
2 2
K1 + K. (2.4)

Cette quantité qui a une expression complexe pour la surface H est néanmoins simple
pour la surface H = H — T, écart entre la surface H et son plan tangent T'. En effet, en
un point (zg,y) 'équation de cette surface est

H(x,y) = H(z,y) — H(zo,90) — Hz(0,90) - (z — 70) — Hy(xOuyO) (¥ — vo)
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d’ou

ﬁm(m()uy()) = Hy(x(JuyO) = Ou
wa(xO;yO) - Hwa:(x07y0) et Hyy(x07y0) = Hyy(x07y0)-

Donc, pour la surface H au point (xg,y0) on a:
Ri+ %R, = H, +2H; + H.,
La quantité %2 + %2 est a priori relative a la surface H. Cependant I'écart H(z,y)

contient en fait toute I'information de courbure de la surface H = H + T car le plan T

n’a par définition aucune courbure. Il est donc légitime de mesurer la courbure de H par
celle de H.

Finalement, il est raisonable de mesurer la courbure globale de la surface H par:
K(H) = / / (Hy, +2H;, + H,) dzdy (2.5)

Remarquons que cette quantité est invariante par rotation du repére, car %2 + %3 est
une caractéristique géométrique de la surface, indépendante d’un repére. On peut aussi
vérifier directement que la fonction HZ, +2H2, + H_, est invariante par rotation du repére
de coordonnées, c’est-a-dire par changement de variables:

T R 1 avee R — Cf)S § —sind ‘
Y Y1 sinf  cos#@
En effet si © est la fonction définie par O(z1,y;) = H(x1 cos —y; sin 6,z1 sin 0+ cos ) =

H(z,y), les dérivées secondes de H en (x,y) et de © en (z1,y;) sont relices par des condi-
tions qui s’écrivent sous la forme matricielle :

o) S | = e e |

En élevant au carré et en prenant les traces®, on obtient :
@ia:(xlﬁyl) + 2@:25y(x17y1) + @iy(xbyl) = Hwa(x’y) + 2H32:y(x’y) + HyQy(x7y)’

ce qui prouve que la fonction H?2, + 2H§y + Hgy est invariante par rotation.

2.2.2 Spline plaque-mince d’ajustement

Duchon a démontré (Duchon, 1976) que pour un échantillon fini de points P =

{(xi,yi,2:), 1 =1,... ,;n} la fonction Sy(x,y) qui rende minimal une quantité
A / / (S2, +252,+ S, )dady + Z(Sk(xi,yi) —2z)? (A>0) (2.6)
=1

5. La trace d'une matrice carrée est la somme des éléments diagonaux
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est unique, de la forme

Sx(zy) = Z a; Ki(z,y) + api1 + @nyoT + ani3y (2.7)
i=1

avec

Ki(z,y) = di(z,y)In(di(z,y)) on di = \/(z —2;)* + (y — %)%,

n

Zn:ai =0, Zai(xiuyi) =0,
=1

i=1
et vérifie ’équation

8ma A+ Sx(ziyi) =2z, i=1,....n

La fonction S)(z,y) est appelée spline plaque-mince parce que l'intégrale [ [(S2, +
25§y + Sgy)dwdy, qui est une mesure de la courbure globale de la surface, est aussi une
approximation de I’énergie de flexion de la plaque mince infinie d’équation z = Sy(z,y).

Le parametre A (A > 0) fixe 'importance relative qu'on veut donner a la régularité de
S (lissage) par rapport a 'ajustement de .S sur les points.

La détermination de la fonction spline, c¢’est-a-dire les calcul des coefficients a;, i =

1,... ,n+ 3, implique la résolution du systéme linéaire
Ax=Db (2.8)
ou
_ o - _ ., -
A:|:K+§WAI P],x: a, b= | %
P 0 Ut 0
Qpy2 0
Apy3 0
avec
Ki(zi,y1) - Kaolzi,1) I 1wy
K= : : P= 0 0
}(l(anyn) e l(n(xn;yn) 1 Tn Tp

et I la matrice identité d’ordre n.

D’un point de vue théorique la spline plaque-mince peut sembler préférable a la grille
élastique, car celle-ci n’est qu'une approximation discréte de la spline plaque-mince (voir
section 2.3.1).
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Cependant, le calcul numérique de la spline plaque-mince pose quelques problémes
non-négligeables. En effet, la résolution du systéme linéaire 2.8 est peu séduisante, quand
le nombre de points n commence & étre trés grand (Dierckx, 1995) ; dans la pratique quand
n est supérieur® & 100. En outre, la matrice A est pleine et mal conditionnée ; notons par
exemple que dans le cas de A — 0 les termes sur la diagonale sont nuls et augmentent
si on s’éloigne de la diagonale car la fonction K;(z,y) est rapidement croissante avec la
distance d;.

Un autre inconvénient de la spline plaque mince est qu’elle ne permet pas I'introduction
des lignes de rupture, c’est-a-dire des lignes de discontinuités de la fonction S(z,y), ni
I’addition des nouveaux critéres de minimisation.

Aussi, pour toutes ces raisons, on a décidé d’utiliser la grille élastique dans la construc-
tion des MINT a partir des courbes de niveau.

2.3 Améliorations de la grille élastique

Les modifications apportées a la grille élastique consistent, d’une part, & rapprocher
les caractéristiques géométriques de la fonction H, (dérivabilité, courbure) de celles de
la fonction spline plaque-mince S(z,y); d’autre part a adapter la méthode aux données
d’entrée, c’est-a-dire les courbes de niveau et les points cotés morphologiques’ (sommets,
cols et cuvettes).

2.3.1 Courbure invariante par rotation du repére

Le critére de courbure minimisé par la méthode spline plaque-mince est isotrope, c’est-
a-dire invariant par rotation du repeére ; la minimisation de la courbure de la surface sera
donc indépendante du repére choisi.

Pour doter la grille élastique d’un critére de courbure isotrope il faut discrétiser I'ex-
pression de la courbure moyenne géométrique qui est donnée par 2.5.

Approximation discréte de la courbure:

L’expression 2.5 suppose H(z,y) de classe C?. Dans le cas d’une surface continue mais
non deux fois dérivable, la courbure au sens mathématique n’existe pas. Néanmoins, on
peut chercher a mesurer une courbure au sens d’un défaut de planéité en approximant
Pexpression H2, +2H;, + H2, par différences finies. En effet, en appliquant la formule de

6. Pour nous n = 100 représente une petite zone.
7. L’insertion des points cotés dans la grille élastique est faite en utilisant ’expression 2.2.
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Taylor :
h2 ]{32
H(z +hy + k) = H(z.y) + hHo(z,y) + kHy(2.y) + o Haa(y) + o Hyy(2,y) +
h? 2k hk?
+ th:ch(x7y) + gﬂmm:p(fmy) + TH:B:ch(xuy) + —Hmyy(xuy) +

2
3

k 4
+ El%lyyy(gc,y) +O(Vh2+k?)
plusieurs fois, on déduit

W Hy(z,y) +OMhY) = H(z—hy)—2H(zy) + H(z + hy)
4h*Hyy(7,y) + O(h*) = H(z —hy—h)— H(x—hy+h)— H(z+hy—h)+
+H(x + hy + h)
h*Hy,(z,y) + O(h*) = H(z,y—h) —2H(z,y) + H(z,y + h)

Donc, pour le maillage M de pas h, on a

1
Hﬁw + ij + 2H§y = = [(Zcq,z — Zea + ch,l)Q + (2eg-1 — Zeq + quH)Q +

1
+ g(ch,zq — Ze-1,041 — Zet1,1-1 t Zc+1,z+1)21 + O(hQ)

Comme les intégrales peuvent s’approcher par des sommes de Riemann, I’expression 2.5
s’approxime par :

| [N M N M-1
Ky(H) ~ 72 Z Z (Ze-10 = 22e1 + Zer10)” + Z Z (Zog1— 22¢1 + Zegy1)? +
c=2 |=1 c=1 =2
| No1a-
+ 3 (Zem14-1 = Ze—1441 — Zet1,—1 + Zc+1,l+1)2] . (2.9)
c=2 =2

Cette quantité, qui sera aussi utilisée pour mesurer la courbure globale d’une surface H
continue mais non dérivable, est donc invariante par rotation du repére; par contre, le
critére de courbure minimisé par d’Autume ne l’est pas.

2.3.2 Modéle bicubique par morceaux

Le modele de surface utilisé par d’Autume était un modele bilineaire par morceaux
de classe C°. Ce modéle n’est pas utilisable dans les applications des MNT qui font
intervenir les dérivées premiéres de la fonction H(z,y). En effet, beaucoup d’applications
cartographiques, telles que le calcul des cartes de pente et d’estompage, font intervenir le
calcul de la pente et de l'orientation de la pente (Hodgson and Gayle, 1999).

Il faut donc doter la grille élastique d'un modéle de surface de classe C'. Aprés la
présentation du modele bilineaire utilisé par d’Autume, nous allons détailler le modéle
bicubique qui permet de construire une surface C*.
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2.3.2.1 Surface bilinéaire

La surface est définie par (voir Annexe A)

N M

T — T Y—u
H(x,y):ZZZC,ZQ( h )Q( h )

c=1 I=1

ou
(i s <1
Q(t)—{o S > 1

Soient ¢ et [ deux entiers tels que x = x. + uh et y = y; + vh pour u,v € [0,1[. Alors,
I'expression de la surface H(z,y) dans lintervale [z.,xci1] X [Ye,Yer1] S'écrit

c+1 1+1

H(uw) = Z Z 2 Qu+c—9)Qv+1—7)

i=c j=lI
En notation matricielle cette expression devient
H(z,y) = b(u)" Ayub(v) (2.10)

avec

| Zed Zet1) _ Q(t) 1t
A= { Zedtl Zetl+1 ] , blt) = {Q(t— 1) } o { t ] '

Si on désigne par ¢; les coefficients d’interpolation suivants

X | Q) Qv-1)
Q(U) ‘ q1 q3 .
q2 qa

on a

H(x,y) = q1 %e) + Q2 Zet1 + 3 Zegp1 + Q4 Zep1,041-

2.3.2.2 Surface bicubique

Pour avoir une continuité C' on utilise le modéle de surface bicubique par morceaux
défini par (voir Annexe A)

N M

Hizy) =YD 2V (U (=) (2.11)

c=1 [=1
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ou
S1e)* — 31t +1 si 0<Jt] <1
Uty =< —L1P+ 2> —4ft|+2 si 1< <2 (2.12)
0 si lt] > 2

Soient ¢ et | deux entiers tels que z = x. + uh et y = y; + vh pour u,w € [0,1], la
formule précédente peut s’écrire sous la forme

c+2 142
Hay) =Y > z,Uw+c—)U(+1-j)
i=c—1 j=1-1

En notation matricielle cette expression devient

H(z,y) = b (v)A(c,))b(u) (2.13)
ou
Ze10—1  Zel-1 Retli-1  Zet2i-1 Ut+1)
Ze—1,1 Ze,l Zet1,l Zet2,1 U (t)
A. C,l — ’ ’ ’ ’ P b t = I
( ) Ze—1041  Rel+1l  Retll4+1 Ret2,l+1 ( ) U(t - 1)
Ze 1042 Zel+2  Zeplit2  Zet242 U(t—2)

ou, en utilisant 1’expression 2.12,

1,3 42 1
~3 2L
343 - 34241
—343 4212 + &t
143 _ 142
13— 1

b(t) =

Désignant par u; les coefficients d’interpolation suivants :

X Uw+1) Uw) Uw-=1) Uw—2)
U(U + 1) Uy Us Ug U3
U(U) U2 Ug U109 U114 (214)
U(u—1) us3 Uy uqq Ups
U(U - 2) Uy us U129 U1g
on a
H(zy) = U1 Ze—1g-1 + Uz Zej1 + U3 Zeg1,4—1 + Ua Zeyojo1 + -+ +

FU13 Ze—1,042 T Uts Zegr2 + Uts Zetr1i42 T Ui Zer2i42

Comme la surface est de classe C!' (voir Annexe A) on peut calculer les premiéres

dérivées de la fonction H, = %—I: et H, = %—I;, en un point (x,y) quelconque :

N M

1 T — T, Y
H = = E E "(—=2\U (£ -1
x(xﬂy) h o U( h )U(k ) ZCJ
N M

Hey) = 333 vEr ) £,

c=1 =1
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ot U'(t) est la fonction impaire (U'(—t) = —U’(t)) donnée par

9t — 5t si 0<t<1
U'lt)=¢ =32 +5t—4 si 1<t<2
0 si t>2
En notation matriciel on a
1 1
H.(zy) = EbT(v)A(c,Z)b'(u) et Hy(xzy) = Eb'T(U)A(c,Z)b(u) (2.15)
avec
U’gﬁl(—l—)l) —332; 2;—%
F t . 5t°— ot
PO= o | T da- g
U'(t—2) —t + 3t*
Puisque aux noeuds (z,y.,) on a b(0) = [0,1,0,0]" et b'(0) = [—3,0,3,0]", les dérivées

de la fonction H ont une expression simple:

1 1
H:B(xuy) = %(zc—i—l,l - Zc—l,l) et Hy(x7y) = %('ZC,H—I - Zc,l—l)

2.3.3 Contraintes-inégalités sur I’altitude des noeuds

Le fait d’avoir un échantillon formé par des courbes de niveau nous permet d’introduire
des contraintes sur 'altitude des noeuds de la grille. En effet, pour chaque noeud il est
toujours possible de déterminer les deux courbes de niveau qui I'encadrent (voir figure 2.3).
Donc, nous imposons a la surface H(z,y) de satisfaire en chaque noeud m.; = (z.,y;) les
conditions:

Zh(cl) < H(ze,yt) = 2zey < Za(el) (2.16)

ou Zi(e,l), Zy(c,l) sont les altitudes des deux courbes encadrant le noeud.

2.4 Choix des poids

Le choix des valeurs des poids w; est un aspect important de la méthode de la grille
élastique. En effet, comme la fonction d’ajustement H(z,y) est définie par la propriété

E(H)= Z w; [H(z4,y;) — zi]Q + Eeourbure (H) minimal, (2.17)
i—1

les poids w; réglent I'importance qu’on veut accorder a chaque point (z;,y;,2;) par rapport
aux autres, mais aussi I'importance du critere d’ajustement de ’échantillon Feantinon par
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1+1

1-1

JENN

c-1 c+1

o

F1c. 2.3 — Contraintes-inégalités sur ’altitude des noeuds « o ».

rapport au critére de courbure FE.,upure- Pour dissocier ces deux roles il est préférable
d’écrire

Eh(H) = A Z My [H(xluyl) - Zi]Q + Ecourburo(H) avec Z H; = 1. (218)
i=1 =1

A fixe Pimportance du critere Y. p;(H(z;,y;) — 2;)? par rapport au critére Ecourue-

Remarquons d’abord que dans le cas théorique ot chaque point d’échantillon P est
sélectionné avec soin, de facon a étre le plus représentatif possible, sans redondance avec
ses voisins, et mesuré par une méthode de précision connue chiffrée par un écart-type o,
un poids

est naturel.

2.4.1 Poids relatifs

Le probléme de répartir les poids relatifs w; se pose dans le cas ot 1’échantillon P est
constitué par des points prélevés sur des courbes de niveau (éventuellement assortis de
points supplémentaires, voir chapitre 3). Le choix le plus simple est bien stir de donner le
méme poids y,; & tous les points. Ce choix n’est pas satisfaisant car la répartition des points
de I’échantillon peut étre hétérogene, en raison de la répartition irréguliere des courbes,
et des variations de l'intervalle de prélévement le long des courbes. Des poids uniformes
feraient dévier la fonction d’ajustement H vers les portions de terrain échantillonnées
finement, ce qui est inacceptable, car H n’a aucune raison d’étre affectée par le pas
d’échantillonnage. Pour éviter cet inconvénient, il faut donc que les poids p; soient faibles
1a ou ’échantillon est dense, et forts 1a ou I’échantillon est clairsemé. En d’autres termes
un poids p,; doit étre faible lorsque le point p; = (x;,y;) est représentatif d’une région A;
petite, et fort lorsque le point est représentatif d’une région A; plus vaste. Ceci améne a
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poser que p; est une fonction croissante de 'aire |A4;| de la région A, :

pi = S (1 Al)-

En outre cette fonction f ne peut étre que linéaire, car si on réunit deux régions contigués
A;, A; en une seule A; U A;, le poids de la réunion doit étre la somme des poids:

FUAL + [A4]) = g+ py = FAD) + F(1A])-
Ainsi
;= K| A

et la condition de normalisation ) p, = 1 impose

R=1/)|Ai.

Il reste a préciser ce qu’est la région A; représentée par le point p;. Il est naturel de la
définir comme celle de I’ensemble des points p qui sont plus proches de p; que des autres
points p;. On sait que cet ensemble est un polygone V;, et que la famille {V;;i =1,... ,n}
forme le « diagramme de Voronoi » associé aux points p;.

La figure 2.4 montre un extrait d'un diagramme de Voronoi associé a un échantillon
de points issu des courbes de niveau. On peut observer que les poids des points « e »
sont répartis en fonction de la densité des courbes de niveau: plus la pente est forte plus
les poids sont petits.

FiG. 2.4 — Choix des poids relatifs w; des points des courbes de niveau.

En résumé, un systéme cohérent de poids w; nous semble devoir étre défini par:

Vil

S Vil (219)

ou |V;| est Iaire du polygone V;.
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2.4.2 Coefficient de lissage

Le parametre A (A > 0) fixe 'importance relative qu'on veut donner a la régularité de
H (lissage) par rapport a I'ajustement de H sur les points; donc on appelle coefficient
de lissage.

3133741

3133741

A

3132841 m“‘ ﬁ 3132841

915892 916792 917692 915892 916792 917692

3133291 E

3133741 3133741

3133291 F 3133291 S

3132841 3132841 3?/-] /\\ ﬁ )/-r—/;\—-_\q\‘r[%

915892 916792 917692 915892 916792 917692

3133741

3133741

3133291 3133291 F

3132841 /-] Za m mr; 3132841

915892 916792 917692 915892 916792 917692

e) f)

Fic. 2.5 — Influence du paramétre X dans la grille élastique. a) Courbes de niveau de
départ. b-f) Courbes du MNT calculé avec X = 1071, 10, 103, 10°, 10® respectivement.

D’un point de vue théorique, si A = 0 tout le plan est un minimum de E,(H) ; si A est
treés grand la minimisation de Ej,(H) sera dominé par le critere A >, p,(H (2:,y;) — 2:)* qui
atteint sa valeur minimum lorsque z; = H(x;,y;). Dans la pratique le choix de la valeur A
est fait manuellement, par des approximations successives, et de facon a que I’écart entre
les courbes initiales et les courbes MNT de mémes cotes soit le plus faible possible.

La figure 2.5 montre I'influence du paramétre A dans le lissage de la surface. La figure
2.5-a montre les courbes de niveau initiales sur lesquelles on a ajusté des surfaces corres-
pondant a différentes valeurs de A (b-f). La comparaison des courbes de niveau des figures
2.5-b a 2.5-e indique qu’on peut ajuster de facon satisfaisante une surface par la grille
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élastique sur un large intervalle des valeurs A (c’est-a-dire A € [103,10%], correspondant
aux figures d et e). Remarquons, cependant, que le choix d’une valeur excessive pour A
conduit a I'apparition de petits sommets et de petites cuvettes génant la description de
la surface.

2.5 Minimisation du critére E(H)

Le MNT grille élastique, défini par laltitude z.; des noeuds m.,, (c=1,N ;[ =1,M)
et par la fonction H, est obtenu par la minimisation du critére

Eh(H) == Ecourburo(H) + EO(:hantillon(H) .
Dans ce paragraphe nous verrons d’abord dans quelles conditions le probléeme de mini-
misation admet toujours une et une seule solution; ensuite nous décrirons 'algorithme
utilisé dans la résolution numérique du probléme de minimisation.

2.5.1 Expression matricielle

L’écriture explicite de Ej(H) donne

Z; i
EnH) = Lw(SzV(G —aV(E -1 —2)+ (2.20)
% c,l
1
+E(Z (Zc—l,l - 2Zc,l + Zc+1,l)2 + Z (Zc,l—l - 2Zc,l + Zc,l+1)2 +
c,l cl

1 2
+§ Y (Zem1m1 — Zem1041 — Zet14-1 F Zer1441) -
c,l

Notons par z le vecteur des inconnues z.; (c=1,... ,N,[=1,... ;M)

Zz = [2117 <o e 3ZN19%2125 - -+ 3&N2y - - - sZ21M - - - 7ZN]VI]

Soient B;, C., D et F des vecteurs tels que

Blz = YzV(5 — V(L -1 (2.21a)
cl h h

Clz = ze—11— 2%+ Zet1 (2.21b)

DZZZ = Z¢l-1— 2zc,l + Zel4+1 (221C)

T
Fc;Z Ze—1,—1 — Ze—1,4+1 — Zet1,l—1 T Zet1,041 (2-21(1)
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En replacant ces expressions dans 1’équation 2.20 on trouve

Bu(H) = S uBlzx) + g5 | 2(Cla)* S (Dka) + { S(Fla)’

h2 c,l
1
— z w;(z' B;B! z2—22,B z+27) + 7 Z zC,Clz+ zl z' D Dz +
+8 ZZTF aFlz
c’est-a-dire
Ey(H)=2z"Az - 2b'z +c (2.22)

avec
1
A = ZwiBiBiTJrﬁ(Z CuCL+ ZDch + = ZFdF ),
i cl cl
b = Z UJZ‘ZZ‘B
c = Y wz?
Ces expressions peuvent encore s’écrire sous la forme

A=C+D+F+B"WB,b=B"Wk et c=kWk

ol les matrices carrées C, D, F d’ordre NM sont symétriques et données par:

| J 0
C:ﬁ . ,
0 J
I —2I I i
921 51 —4] I 0
. I —4I 61 —4I I
D:ﬁ . ,
I —4I 61 —4I I
0 I —4I 51 —2I
I —2I I
[ L 0 —L |
0L 0 —L 0
. —-L 0 2L 0 —L
:@ '.. '.. s
-L 0 2L 0 —L
0 -L 0 L 0
L 0 L
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avec I, J, L matrices carrées d’ordre N ; I est 'identité et

1 -2 1 |
-2 5 —4 1 0
1 -4 6 —4 1
J= ,
1 -4 6 -4 1
0 1 -4 5 =2
1 -2 1
[ 1.0 -1 ]
01 0 -1 0
-10 2 0 -1
L= )
-1 0 20 -1
0 -1 01 0
-1 0 1

W est la matrice des poids, d’ordre (n,n), correspondante aux n points qui forment
I’échantillon et est donnée par

w1 0
W = : (2.24)

0 Wy,

B est la matrice d’interpolation® d’ordre (n x NM) des points de 1’échantillon

Vo V(S -1 Vo V(5§ —-2) - V V(5 - M) ]
B = VmiV(:% -1 V,V(%£-2) ... VmiV(% — M)
I Van(:%” 1) V, V(% ~-2) - anV(% — M) |
avec
Vo= [VE D V-2 o VE-N]:

et k est le vecteur des altitudes connues de ces points

k=[z,...,2)" .

8. Remarquons que dans le cas bilinéaire (V = @), le vecteur B; (c’est-a-dire la ligne ¢ de la matrice
B) comporte au plus 4 coefficients g; non-nuls. De la méme fagon, dans le cas bicubique (V = @), la ligne
1 de la matrice B comporte au plus 16 coefficients u; non-nuls.
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2.5.2 Conditions d’existence et d’unicité de la solution

On va maintenant prouver (Julien, 1994) que l'introduction du critére d’élasticité
Eecourbure (H) entraine bien I'unicité de la solution quel que soit I’échantillon. Plus préci-
sément on se propose de montrer qu'une condition suffisante pour que E(H) admette un
minimum et un seul est qu'il y ait dans I’échantillon trois points (z;,y;,2i)i—1,23 tels que

To — &1 T3 —
Y2 — Y1 Yz —

det 0. (2.25)

Autrement dit que le plan défini par ces trois points ne soit pas vertical ; en pratique
cette condition est toujours remplie.

On sait que la fonctionnelle .J(z) = z” Az — 2b’z + ¢ est minimale lorsque Az = b.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait un et un seul z est que A soit définie
positive (Ciarlet, 1982). On va montrer que si la condition 2.25 est vérifiée, la matrice A
est définie positive.

D’abord la matrice A est symétrique car elle est la somme de matrices symétriques ;
elle est aussi positive puisque

1 1 ,
o' Az =Y w (B2 + 5 | S(Cla)+ DD’ + { S (FL2)?| 20 va R
i |

ol
Il faut donc prouver que

z’Az=0=2z=0
La condition z' Az = 0 implique:

Biz=0Vi ; CLz=0Vcl ; Diz=0Vcl ; Flz=0Vc|l

Mais si Clz = 0, d’apres 2.21b 21 — 22 — 2es + Zer11 = 0 €t 2ey1; = cz9; — (¢ — )21
Donc,

Zeg =211+ (¢ — 1) (220 — 211) Ve,
De méme DXz = 0 implique

Zeg =Zen + (0= 1)(2e2 — 2c1) Vel
En combinant ces deux derniéres équations on trouve

Zel = 42171 — 22172 — 222,1 + 2292 + (222,1 — 222 — 22171 + 2172)0 +

+(2210 — 2211 — 220+ 201) 4 (200 — 201 — 212+ 21.1)cl
c’est-a-dire

Zeq = Qo 4+ aic + asl + ascl  Ve,l.
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En utilisant cette équation et en tenant compte de 2.21d on trouve F1z = 4a3. Mais les
conditions FLz =0 impliquent a3 = 0, donc Zeq = ap +arc+ agl  Ve,l. Ainsi

Bz = aL V(7 —oV(E -D+a V(G —aV(E -0+
c,l

Z; i
tas DIV (T =V (E - 1)
c,l

Or, les fonctions @) et U sont exactes pour tout polynome P(x) de degré < 1 (voir annexe
A); alors danslecasde V=Q ouV =U, on a

x x
——cC

P@:1:;wh )amwzﬁz¥v§—@q
d’ou
BiTz =ag + alﬁ + ag% =0 W.

En particulier avec les trois points (x;,v;,%2:)i—1.2.3 de I’énoncé on obtient le systéme
) Y y <y

l%yf CL1:O.

Par hypothese (xo — z1)(ys — y1) — (3 — 21)(y2 — y1) # 0, donc ag = a; = az = 0; d’on
z=0

et donc la matrice A est définie positive.

2.5.3 Algorithme numérique

On a vu que la résolution du probléme de minimisation de la fonctionnelle quadratique
E(z) est équivalent a la résolution du systéme linéaire

Az =1 (2.26)

ol A est une matrice définie positive de dimension (NM,NM).

On pourrait penser a utiliser un méthode directe pour la résolution de 2.26. Mais,
dans la pratique, méme pour un MNT petit, disons M = N = 100, la matrice A est déja
trés volumineuse. Par conséquent, la mise en oeuvre informatique d’'un méthode directe
est hors de question car ces méthodes ont 'inconvénient de remplir cette matrice. Or, les
calculs effectués dans le paragraphe 2.5.1 nous montrent que la matrice A est trés creuse.
On peut donc utiliser une méthode itérative dans la résolution de ce systéme linéaire.

Parmi les méthodes itératives on a choisi la méthode du gradient conjugué en raison
de sa stabilité. En effet, méme dans le cas ou la matrice A est trés mal conditionnée,
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elle donne un résultat tres plausible (Baranger, 1991). Cette méthode est définie par
I’algorithme suivant :

dOZTOZAZO—b
Etant donné un vecteur initial zg calculer: rT do d
21 =2n — —/7—— *
1 07 dTady =70
r, = AZZ' — b
. d . 'r‘iTm d
et pour i > 1 i =Tt o i
“itl = Zi T g G
1

Les tests d’arrét peuvent porter sur différents critéres tels que la valeur de E(z), la
norme || Az, — b||; on a préféré le test sur la norme car, dans la pratique, il est plus robuste
que le test sur la valeur de E(z).

Dans la théorie on sait que si A est symétrique définie positive 'algorithme converge
en NM itérations au plus. En pratique z peut étre atteint en beaucoup moins de MN
itérations, et d’autant plus vite que la valeur initiale z; est proche de z.

L’expérience montre que la convergence est surtout lente lorsque qu’il y a de vastes
zones sans points d’échantillon ; intuitivement, dans ces zones la grille élastique n’est pas
soumise & des contraintes extérieures, et met donc du temps a se stabiliser. Dans ces cas,
I'introduction d’une grille initiale (c¢’est-a-dire le vecteur zg), peut accélérer le calcul de la
grille élastique.

La construction de cette grille initiale est faite ici par une méthode sommaire, car on
gagne peu (quelques itérations) a utiliser une méthode perfectionnée, comme par exemple
celle décrite dans (Cheng and Idesawa, 1986), ou celle utiliste a 'IGN (interpolation
linéaire sur quatre directions). Pour les essais présentés ici la grille initiale est calculée de

[}
C

e Points d'échantillon
&3 Fenétre de recherche

F1G. 2.6 — Construction du vecteur zy

la fagon suivante: pour chaque noeud m. de coordonnées maille (c¢;,,l,) son altitude zg
est définie par

z0(c,l) = moyenne{z,; ds(me,pa) < 2”_1} avec dg = max{|cy, — ¢pl,|lm — 1|}

c’est-a-dire par la moyenne des altitudes des points p,; = (¢p,l,) qui tombent dans une
fenétre de recherche de taille n x n, (n = 1,... ,max{N,M}), voir figure 2.6. S’il n’y a
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pas de points, la taille de cette fenétre est progressivement doublée deux fois (n =n + 1)
jusqu’a ce qu’on trouve au moins un point p. qui vérifie la relation précédente.

Finalement, il reste a introduire, dans l'algorithme, les contraintes indiquées dans
I’équation 2.16. Nous vérifions en fin de calcul que ces contraintes sont satisfaites. En
chaque noeud (c,l) ou ces contraintes ne sont pas vérifiées, on crée un nouveau point
d’échantillon (zp,yp,zp) ou z1(c,l) < zp < z3(c,l), avec un poids wp assez fort pour
maintenir la surface sur ce point ; puis on résout la nouvelle équation Az = b. On répéte
lopération jusqu’a ce que la surface satisfasse toutes les contraintes-inégalités.



Chapitre 3

Essais de solution au probléme des
courbes intercalaires

Dans le chapitre 1 nous avons proposé une condition nécessaire et suffisante pour que
le modéle numérique soit équivalent au modele cartographique: cette condition exprime
simplement que les courbes de niveau intercalaires du MNT doivent respecter la forme
des courbes initiales (c’est-a-dire les courbes originales dont le MNT est issu).

En général, cette condition n’est pas satisfaite par le MN'T grille élastique. En effet, on
observe un léger amollissement dans la forme des courbes intercalaires, surtout dans les
fonds de vallées et dans les zones de crétes. Cela indique que, sur ces zones, 1’échantillon
utilisé par la grille élastique n’était pas totalement représentatif de la morphologie du
terrain.

La solution au probléme des courbes intercalaires, et par conséquence 1’élimination de
ce type d’artefacts, passe alors nécessairement par « I’enrichissement » de I’échantillon
d’informations supplémentaires relatives a la morphologie du terrain. Or, le modele car-
tographique, donné par les courbes de niveau et la régle d’interpolation linéaire suivant la
ligne de plus grande pente, contient plus d’information que la simple altitude des points
des courbes. En fait, comme nous allons le préciser, ce modele contient des informations
sur:

— la direction de 'horizontale (information explicite en chaque point d’une courbe) ;
— les lignes de créte et talweg (information implicite dans le réseau des courbes).

L’enrichissement de I’échantillon sera fait ici par 'addition d’information relative aux
directions de I’horizontale et /ou aux lignes caractéristiques du terrain (crétes et talwegs).
D’autres lignes caractéristiques présentent aussi un intérét morphologique important, par
exemple les lignes de rupture de pente. Toutefois, quelques essais non relatés ici semblent
montrer que leur extraction a partir des courbes de niveau est un probléme complexe qui
mériterait d’étre étudié plus en détail.

32
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3.1 Contraintes sur les directions de I’horizontale

3.1.1 Principe

Nous avons vu que les courbes de niveau sont aussi un moyen de figurer des formes du
relief. Autrement dit, les formes du relief sont représentées, dans les courbes de niveau,
par la direction de I'horizontale. En un point quelconque (z,y) du modeéle cartographique,
cette direction est définie par le vecteur unitaire 7, tangent en (z,y) a la courbe de niveau
qui passe par ce point. On suppose toujours que le sens de T est tel que le sens de la
ligne de plus grande pente ascendante (?) se déduit de ¢ par une rotation de Z (autour
de N)) dans le sens trigonométrique ; c¢’est-a-dire un observateur qui suit la direction de
I’horizontale voit la partie basse du terrain a sa droite (voir figure 3.1).

Fic. 3.1 — Définition de la direction de [’horizontale.

Le fait que la forme des courbes intercalaires étaient plus « molles » et donc moins
rigides que les courbes normales (voir figure 1.3) nous a suggéré 'idée d’une premieére
solution au probléme des courbes intercalaires: forcer la surface a étre contrainte, en

. . . . , . —
certains points, aux directions de I’horizontale ¢ .

Considérons un repére cartésien orthonormé {O; T, 7, ?} et soit
OM(zy)=2T +y7T + H(zy)K

une représentation vectorielle de la surface numérique H(z,y). Notons par 7 le vecteur
unitaire que définit dans le plan (O; I, 7) la direction de I’horizontale

T = cos 97 + sin 97.

—_—
—

avec f = (T, t).

Sur la surface OM la direction de I’horizontale est définie par le produit vectoriel

T=KAN
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ou N est la normale unitaire a la surface, définie par
I —H,J+K
V1+H:+ H?

avec H, et H, les dérivées partielle de H, c’est-a-dire:

- H =X, VU — U - )
- H =i ST UG -V (- )

h est le pas de la grille.

Obliger la surface H a étre contralnte sur un point (z;,y;), & une direction 1 , revient
A exiger que les vecteurs 7; et T; soient colinéaires, c’est-a-dire (voir figure 3.1):

LTANAK)=0 (3.2)

Remarquons que pour pouvoir définir la direction de 'horizontale en un point (x,y)
quelconque de la surface numérique il faut que H(z,y) soit de classe C!; dans notre cas,
cela oblige donc & choisir le modeéle bicubique par morceau (et non le modéle bilinéaire),
c’est-a-dire, H a étre définie par I’équation 2.11.

3.1.2 Expression des contraintes

L’introduction, dans la méthode de la grille élastique, des contraintes du type de
I'équation 3.2 est faite par I'addition d’un nouveau terme FEi,,uentes all critére Eh(H ),
donné par I'équation 2.18. Supposons définies les directions de I’horizontale Tienr
points de coordonnées (z;,y;) ; alors,

T
2
Etangnntns - Z V; {t—z) A (ﬁl A ?)
i=1
ol v; est un poids positif (v; > 0) attribué a lestimation de la tangente 7. au point
(i,9s)-

Compte tenu des propriétés du double produit vectoriel, & savoir
EANAR)=~(F -N)EK,

on obtient

2
Z cos 0, H,(z;,y;) + sin 6, Hy(x;,y;)

- \/1 + H2(x;y:) + H (x:,y:)

E‘r angentes —

ou 0; est donnée par t_; = cos HiT + sin 6i7.
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Désignons par

on a

COS@ BT —}-stB ) ]
E angcntes =
tangent h2 Z 1 + ZT Bx,iBf,i + Byvisz/:i)Z

Or, cette expression montre que le terme Ei,,gentes €St non-quadratique en z, l'in-
connue? du probléme de minimisation, car le dénominateur, A(x;,y;) = 1+ H2(z,y:) +
HZ(z,y;), est une fonction de z.

Une facon d’éviter la linéarisation de Fiapgentes cOnsiste a résoudre le probleme de mi-
nimisation par des approximations successives, en considérant A(z;,y;) constant a chaque
étape. En d’autre termes, on part d’une approximation initiale de A(x;,y;) (par exemple
1, Vi) et on calcule le vecteur z; qui minimise le critére E,(H) (voir équation 3.4) ; ensuite,
a partir de cette surface z; on calcule les valeurs A(z;,y;) et on cherche un nouveau zs
minimisant Ej,(H). On répéte ces opérations jusqu’a ce que

max{}zi — zi_l}} <e
j

ou k désigne l'itération et € (¢ > 0) est une constante fixée a priori (pour les essais
présentés ici e = 107%).
Cela revient a considérer, en chaque étape du probléme de minimisation, un poids

— . .. N
Wi = Ry (¢ =1,...,r) et donc & minimiser le critére

1
Etangentes = ﬁ ZEZ(STZ)Q

ou S; = (cos#; B}, +sin6;B] ).

Calculons maintenant 'expression matricielle du critére E,(H). Notons par

C0s9117;lU(y7171)+sin91UmU’(yT]71) Cos@lv;lU(yT]7]VI)+sin91T7le’(y—hlf]VI)

1 — : — — : —
S = E cos0;U, UYL — 1) +5in0;Uq U'(8L — 1) --- cos0;U, U(YL — M) +5in0; Uy, U’ (4L — M)
cos0, Uy UYL —1) +5in60,Uqg, U' (% —1) -+ cos0rUsp U(Y — M) +sin0,Us, U' (Y — M)

9. Le vecteur z, de dimension N M, est formé par les altitudes z, des noeuds de la grille.
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et
Ao 0
W, =
0 A(Z;yi)
ou
— i z; = . 2
0, =[U/(z—1) U —N) | et Tpo=[UE-1) U(E - N) ]
on a
T T
Ey(H)=2z"Az—2b'z+c (3.4)

avec A=C+D+F+B"W;B+S"W,S, b=BW ket c =k"W k (W, est la ma-
trice des poids W donnée par 1'équation 2.24).

3.1.3 Mise en oeuvre

La figure 3.2 illustre la mise en oeuvre de ces calculs dans la méthode de la grille
élastique. On a utilisé aussi une surface de syntheése (la méme que celle utilisée dans
le chapitre 1) car elle nous permet de déterminer ’horizontale en tout point de H. Le
choix le plus simple pour les positions (z;,y;) des directions de I’horizontale consiste a les

considérer coincidentes avec les positions (z.,y+) des noeuds d’interpolation de la fonction
H.

1000 1000

500 /2! i 500
{

0
0 500 1000

F1a. 3.2 — Une solution au probléme des intercalaires. a) Courbes initiales complétées par
une grille de directions de l’horizontale; b) Extrait de la figure-a; ¢) Courbes initiales et
intercalaires tracées sur la surface ajustée.

La figure 3.2-a montre les courbes de niveau initiales et un extrait d’une grille des
directions de I'horizontale. La figure 3.2-c montre les courbes de niveau du MNT calculé
avec ces deux types d’informations: les directions de I'horizontale et les points (x,y,z) des
courbes de niveau; on voit que les courbes intercalaires sont cohérentes avec les courbes
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initiales ; on peut en conclure que 'ajout d’une grille des directions de ’horizontale suffit
pour obtenir une surface correcte.

Notons que les directions de I’horizontale pourraient également étre utilisées dans la
réduction du nombre de points prélevés sur les courbes de niveau. En effet, en chaque point
d’une courbe de niveau on pourrait calculer des directions de I’horizontale aux points de
plus faible courbure et aux points d’inflexion (changement de concavité), par exemple,
et réduire, ainsi, le nombre de points (z;,y;,2;) nécessaires a la définition de ces formes
locales.

3.1.4 Interpolation des directions de I’horizontale entre les cour-
bes de niveau

Nous avons indiqué qu’il est possible de définir la direction de I’horizontale en chaque
point d'une courbe de niveau. Dans la pratique, comme les courbes de niveau sont des
lignes polygonales, la direction de I’horizontale en un point (x;,y;) d’une courbe peut étre
donnée par:

— (Tip1 — xz‘—l)T + (Yis1 — yi—1)7

t, = (3.5)
V(@ig1 — 2i21)? 4 (Yiyr — yim1)?

L’objectif de cette approche consiste & interpoler une grille de directions de ’horizon-
tale a partir des directions données aux points des courbes de niveau. En d’autre termes,
il s’agit donc de la reconstruction d’'un champ bidimensionnel de vecteurs a partir de
quelques vecteurs définis aux points des courbes de niveau. La figure 3.3 illustre le pro-
bléme pour la surface de syntheése: le calcul des vecteurs ?c,l aux noeuds (symbolisés par
un « o ») de la grille.

iV T H /i A
// . f/
)****—d}**ft*ﬁ]\***é**/**&****ﬁ****ie
= \/ | | | | =

A P S
R 7’/9/?‘/

I I I [ I

| A |
R S0 G G <t R S

:/ | ey

AR Sl R G S

ST

. . i 7 pt

FiG. 3.3 — Interpolation d’une grille de directions de [’horizontale & partir des directions
données aux points des courbes de niveau.

La solution la plus simple consiste & considérer que les deux composantes (t,,t,) du
. . —_— . , N . 212
vecteur unitaire ¢; sont indépendantes I'une de l'autre, c’est-a-dire non-corrélées. Dans
. . . . . . —
ce cas, l'interpolation se divise en deux interpolations, une par composante du vecteur t .
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3.1.4.1 Recherche des contraintes par grille élastique

L’idée la plus immédiate consiste a interpoler chaque composante du vecteur T par

la méthode de la grille élastique.

0 500 1000

FiG. 3.4 — Effet d’une grille de directions de [’horizontale, interpolée par grille élastique,
sur la construction d’'un MNT; a) Extrait de la grille de directions interpolée par grille
élastique ; b) Courbes de niveau du MNT ajusté avec la grille de directions de la figure-a.

La figure 3.4 illustre la mise en oeuvre de cette approche. La figure 3.4-a montre
un extrait des courbes de niveau initiales complétées par une grille des directions de
I’horizontale, laquelle est interpolée par la méthode de la grille élastique bicubique; les
directions ?c,l ont été renormalisées. La figure 3.4-b montre les courbes de niveau de la
surface ajustée sur les courbes de niveau initiales complétées par la grille de directions de
I’horizontale interpolée précédemment ; par rapport a la figure 1.3-c¢ on observe une légére
amélioration des courbes intercalaires. Cependant, cette amélioration n’est pas encore
suffisante pour considérer le MN'T comme équivalent aux courbes de niveau.

3.1.4.2 Recherche des contraintes a partir d’une triangulation des courbes
de niveau

Les résultats obtenus dans la section précédente incitent a poursuivre la recherche sur
un autre type d’interpolation des directions de 1’horizontale.

D’abord l'interpolation des directions de I’horizontale doit se faire entre deux courbes
de niveau consécutives. En effet, compte tenu d’une des propriétés du modéle cartogra-
phique, la forme des courbes intercalaires est définie par la régle de Uinterpolation (formule
1.1) entre deux courbes consécutives.

Afin d’interpoler les directions de I’horizontale entre deux courbes consécutives il est
donc nécessaire de construire une relation topologique entre les points des courbes de
niveau. Généralement, cette relation topologique est construite a ’aide d’un critére de
distance: plus les points sont proches plus ils doivent étre connectés (Schneider, 1996).

Pour les points répartis irrégulierement, les points des courbes de niveau inclus, la
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triangulation de Delaunay (voir Annexe B) donne un réseau de relations topologiques
adéquates (Brindli, 1992). Dans le cas spécifique des courbes de niveau, cette triangulation
doit étre modifiée de facon & éviter les connections entre points « chevauchant » les
courbes de niveau. La triangulation contrainte aux courbes de niveau (voir Section 3.2.3.2)
donne déja des relations topologiques adéquates entre les points des courbes et les courbes
elles-mémes.

Une fois que la triangulation contrainte est construite, chaque composante du vecteur
T (direction de I’horizontale) est interpolée linéairement dans la surface représenté par
les triangles; autrement dit, pour chaque triangle défini par un triplet de points (z1,y1),
(29,y2), (x3,y3) la formule d’interpolation utilisée est (Watson, 1992):

3
H(xy) = Z i f(ws,i)

ou les «; sont les coordonnées barycentriques du point (x,y)

o = gl = au) + 7l — ) + ylos — )
Qg = %(($3y1 —x1Y3) + (Y3 — 1) + y(z1 — 23))
0y = llee = o) + 2l — ) + yloz — o)
f(ziy:), i =1,... 3 représente les valeurs de la variable d’interpolation aux sommets du

triangle et A = x9y3 — Y223 — T1Y3 + Y123 + T1Y2 — Y1 L.

La figure 3.5 illustre la mise en oeuvre de cette approche. La figure 3.5-a montre un
extrait des courbes de niveau initiales complétées par une grille de directions de 1’hori-
zontale, interpolée a partir d’une triangulation contrainte aux courbes. La 3.5-b montre
les courbes de niveau de la surface calculée avec un échantillon prélevé sur les courbes
de niveau initiales et complété par la grille de directions de I'horizontale interpolé dans
la triangulation ; par rapport a la méthode précédente on observe un dégradation de la
cohérence des courbes intercalaires.

Les mauvais résultats obtenus dans les deux approches (grille de directions interpo-
lée par la méthode de la grille élastique et grille de directions interpolée a partir d'une
triangulation contrainte) nous confirment que les deux composantes du vecteur ¢ sont
fortement corrélées pour étre interpolées séparément.

Cependant, une analyse comparée des figures 3.2-b, 3.4-a et 3.5-a nous montre que,
dans les régions !’ traversées par des lignes de créte et talweg, I'interpolation des direc-
tion de I'horizontale & partir de la triangulation est, en général, plus satisfaisante que
Iinterpolation par grille élastique. Cette observation nous a suggéré 'idée d’utiliser cette
triangulation dans la recherche d’information sur les lignes caractéristiques.

10. Ces régions sont généralement caractérisées par une forme en « V » des courbes de niveau.
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FiG. 3.5 — Effet d’une grille de directions de [’horizontale, interpolé o partir d’une trian-
gulation, sur la construction d’un MNT; a) Extrait de la grille de directions interpolée
linéairement par une triangulation contrainte auz courbes; b) Courbes de niveau du MNT
interpolé avec la grille de la figure-a.

3.2 Contraintes sur les lignes de créte et de talweg

3.2.1 Principe

On a observé au chapitre 1 qu'une condition nécessaire pour résoudre le probléme des
courbes intercalaires devait étre de contraindre la surface a ’aide d’informations supplé-
mentaires.

I’idée suivante est de contraindre la surface en adjoignant a 1’échantillon de nouveaux
points, situés la ou le probléme se manifeste, ¢’est-a-dire a proximité des crétes et des tal-
wegs ; les altitudes de ces points doivent bien stir respecter la condition de pente réguliére
entre les courbes de niveau.

3.2.2 Expression des contraintes

Dans la méthode de la grille élastique, la fagon la plus simple d’insérer I'information re-
lative aux lignes de créte et talweg est de prélever un autre échantillon de points (z;,y;,2;),
1 =1,... s sur ces lignes et de l'introduire dans le terme Feuantinon ; cecl revient donc a
minimiser la quantité

Eecnantinon(H) = Z@i [H(xiy;) — Zz']2

i=1

ou les w; sont des poids positifs (w; > 0) associés aux points (x;,y;,2;). Ces poids sont
calculés de la méme facon!! que les poids w;, c¢’est-a-dire, en utilisant ’expression 2.19.

11. On peut aussi affecter les poids w; (i =n+1,... ,s) des points relatifs aux lignes caractéristiques
d’un coefficient k& pour tenir compte de I'imprécision de ces points par rapport aux points des courbes de
niveau.
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L’expérience confirme le bien-fondé de cette idée, comme le montre la figure 3.6.
L’exemple est la surface de synthése vue a la figure 1.3. La figure 3.6-a montre les courbes
initiales complétées par les lignes de crétes et de talwegs. La figure 3.6-b montre 1’échan-
tillon prélevé. La figure 3.6-c montre les courbes de niveau tracées sur la surface ajustée,
cette fois avec les courbes intercalaires cohérentes avec les courbes initiales. On voit que
dans ce cas, I'ajout de points prélevés sur les lignes de crétes et de talwegs suffit pour
obtenir une surface correcte.
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Fi1a. 3.6 — Une solution au probléme des intercalaires. a) Courbes initiales complétées
par les lignes de créte et thalweg; b) Echantillon prélevé; c¢) Courbes initiales (gras) et
intercalaires tracées sur la surface ajustée.

Il faut observer qu’au lieu d’introduire ces informations supplémentaires dans le critére
Eechantiion, on pourrait chercher a les introduire dans le critére Eioumure, par exemple en
minimisant la courbure le long de ces lignes; une tentative dans ce sens est décrite par
exemple dans (Bignone and Nonin, 1995) : le critére E.ourbure €st enrichi de maniére a étre
plus réaliste, mais son étude mathématique devient plus complexe.

Nous préférons nous en tenir a la premiere idée parce que son efficacité est vérifiée (c.f.
figure 3.6) et qu’elle est applicable immédiatement sans modification de notre méthode.
Bien entendu la question se pose maintenant d’obtenir les nouveaux points, et pour cela de
trouver les lignes de crétes et de talwegs, sans autre information que les courbes de niveau
elles-mémes ; mais cela est un probleme pour lequel des solutions ont déja été proposées.

3.2.3 Recherche automatique des lignes de créte et de thalweg
dans les courbes de niveau

Selon (Carré, 1971b) les lignes caractéristiques sont les lignes sur lesquelles s’inversent
les pentes ; elles définissent l'ossature générale des formes du relief sur laquelle s’appuient
les courbes de niveau et sont constituées essentiellement de lignes de talweg, de créte et de
changement de pente. Nous nous intéressons uniquement aux lignes de créte et de talweg.

Dans le modele cartographique, la ligne de talweg est, généralement, bissectrice de
l’angle formé par les courbes de niveau. La ligne de créte, ou encore ligne de partage des
eaux, est d’autant plus sinueuse dans le sens horizontal que la pente des versants est plus
faible. Elle est habituellement moins bien définie que la ligne de talweg.
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3.2.3.1 L’é&tat de ’art

La possibilité de retrouver les lignes de crétes et de talwegs dans les courbes de niveau
ne doit pas surprendre puisque, bien que non explicites, elles y sont présentes: ces lignes
sont sensiblement des lieux ou la surface est plus courbée qu’ailleurs ; elles correspondent
sur une carte a des lignes virtuelles, reliant transversalement d’une courbe a ’autre des
points de courbure maximale ou de rebroussement. Parmi les méthodes publiées de re-
cherche automatique de ces lignes, on peut distinguer trois catégories:

Méthodes cherchant a relier les points de courbure maximale

Les points de courbure maximale sont reliés d'une courbe a l’autre (Brandli and Schnei-
der, 1994) ; cependant deux courbes successives ne peuvent étre reliées que par des seg-
ments, et par suite la liaison n’est possible (sans intersecter une des courbes) qui si la
créte ou la vallée est sensiblement rectiligne ; ces méthodes échouent donc en cas de crétes
ou vallées sinueuses.

Méthodes basées sur une estimation de la direction de la pente dans une
triangulation

Ces méthodes utilisent une surface auxiliaire, définie par une triangulation contrainte,
pour interpoler la direction de la pente entre les courbes de niveau. Dans (Aumann et al.,
1991), les lignes caractéristiques (crétes et talwegs) sont construites point par point en
suivant une ligne de plus grande pente estimée ; 'inconvénient est que la pente est difficile
a estimer dans ces zones de la triangulation ot précisément les triangles sont horizontaux
(voir Section 3.2.3.2).

Méthodes utilisant les axes médians

Ces méthodes utilisent les axes médians (cf. ci-dessous) des régions inter-courbes d’une
image maillée des courbes de niveau (Tang, 1992); les crétes et les talwegs correspondent
aux parties des axes médians situées entre deux branches d’'une méme courbe; cette
technique a l'inconvénient de nécessiter une haute résolution pour donner des résultats
acceptables.

3.2.3.2 Notre méthode: basée a la fois sur une triangulation et sur la notion
des axes médians

Le principe de la méthode repose sur l'observation qu'une triangulation Delaunay
conforme!? aux courbes de niveau (voir Annexe B) fait apparaitre des triangles horizon-
taux dans les régions traversées par des lignes de créte et talweg. En effet, la triangulation
Delaunay est caractérisée par la condition que le cercle circonscrit a un triangle ne contient
aucun autre sommet de triangle. Examinons alors sur la figure 3.7 ce qui se passe sur une
créte ou dans un talweg. On voit qu’'un triangle tel que ABD reliant deux courbes diffé-
rentes est impossible car le cercle ABD contient d’autres points que A, B, D ; au contraire
le triangle horizontal ABC' est un triangle vraisemblable. L’approche consiste donc a re-

12. Cette observation est aussi valable pour la triangulation contrainte.
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a b

6 6
7 13 7 13

F1G. 3.7 — Localisation des crétes et talwegs. a) Le triangle horizontal ABC fait partie de
la triangulation de Delaunay; b) ABD n’est pas un triangle possible de la triangulation
de Delaunay.

chercher des morceaux de lignes de créte et de talweg situés entre deux courbes de niveau
consécutives. La recherche se fait en 4 étapes successives:

triangulation contrainte aux courbes de niveau,

— délimitation des régions critiques par assemblage des triangles horizontaux,
— tracé planimétrique des lignes de contrainte,

— calcul des altitudes des points appartenant aux lignes de contrainte.

i. Triangulation

L’objectif de la triangulation est d’établir des relations topologiques entre les points
des courbes de niveau. Plus précisément, pour chaque point d’une courbe de niveau la
triangulation ne doit relier ce point qu’aux deux points voisins de la méme courbe ou a
des points situés sur une courbe « voisine ». Cette propriété est essentielle pour garantir
que la recherche des lignes caractéristiques est faite toujours entre deux courbes de niveau
consécutives.

En général, une triangulation Delaunay de I’ensemble P des points qui forment les
courbes de niveau ne garantit pas que les arétes de la triangulation ne relient des points
situés sur deux courbes non-consécutives.

Une premiére méthode pour éviter que les connections entre les points ne « traversent »
les courbes de niveau consiste a prendre un pas d’échantillonnage 6 le long de la courbe
suffisamment petit (voir figure 3.8). En fait, sur les points A, B, C, D on peut construire
deux paires de triangles: (ABC, ABD) ou (ACD,BCD) ; pour empécher la triangulation
de choisir les triangles (ACD,BCD) qui chevauchent trois courbes, il faut faire en sorte
que D soit extérieur au cercle ABC, c’est-a-dire que e < ds ; comme e < %, (6 =AB) il
suffit de choisir

0 < 2+/dyids

ou d; et ds sont les distances horizontales entre courbes.



3.2. Contraintes sur les lignes de créte et de talweg 44
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F1G. 3.8 — Densification de I’échantillon de points des courbes de niveau.

Dans les terrains caractérisés par de fortes pentes locales (d; et dy petits) cette méthode
a I'inconvénient de densifier inutilement les courbes de niveau des parties plus plates du
terrain et donc d’augmenter exagérément le nombres de triangles, ce qui ralentit beaucoup
les étapes suivantes de la recherche des lignes caractéristiques.

La deuxieme méthode consiste a trianguler les courbes de niveau par une triangulation
conforme (voir Annexe B). Dans ce cas, les contraintes sont définies par les segments des
lignes polygonales représentant les courbes de niveau. Cette méthode est similaire a la
méthode précédente & l'exception que la densification de 1’échantillon de points se fait
uniquement sur les segments qui ne sont pas représentés dans la triangulation.

La troisiéme méthode consiste a trianguler les courbes de niveau par une triangulation
contrainte (voir Annexe B). Dans ce cas, les sommets de la triangulation sont précisément
les points des courbes de niveau initiales (il n’y a pas de densification de I’échantillon) et
la triangulation est formé exclusivement par les segments des courbes de niveau et par des
segments reliant deux points d’'une méme courbe ou des courbes voisines (consécutives).

Dans la pratique, le nombre de segments des courbes de niveau qui ne sont pas respectés
par la triangulation de Delaunay des points des courbes est tres réduit ; les triangulations
contrainte et conforme sont donc trés similaires et le nombre de points insérés par la
triangulation conforme est aussi tres réduit.

Néanmoins, dans les essais réalisés dans ce travail, on a préféré choisir la deuxiéme
méthode car elle conduit toujours a une triangulation de Delaunay.

ii. Délimitation des régions critiques

La délimitation des régions critiques, c’est-a-dire les régions traversées par des lignes
de créte et de talweg, fait intervenir une surface auxiliaire, définie par la triangulation de
Delaunay calculée dans I’étape précédente.

On sait que, entre deux courbes de niveau consécutives, les régions critiques sont
caractérisées par la présence des triangles horizontaux. Donc, I'assemblage de triangles
horizontaux contigus définit le contour C' de la région critique comprise entre deux courbes
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de niveau consécutives. Ce contour est formé nécessairement par des segments de la courbe
de niveau qui bordent les triangles horizontaux.

3133291 M\ m

A
916792

Fi1a. 3.9 — Détection des régions traversées par les lignes de créte et de talweg (régions
critiques).

La figure 3.9 montre les régions critiques détectées par cet approche. On voit bien que
les régions détectées sont, en effet, traversées par des lignes de talweg et par des lignes de
créte.

iii. Tracé des lignes de contrainte

Nous avons admis que, d'une maniére générale, les lignes de talweg et de créte sont
approximativement bissectrices de I’angle formé par les courbes de niveau. Le but de cette
étape est de chercher 'axe médian de chaque région polygonale critique. L’axe médian
d’une région limitée par un contour fermé C est ’ensemble des points s intérieurs a C'
tels que la distance de s a C soit atteinte pour au moins deux points de C'; cet axe est en
général une courbe « & embranchements » (ou « arbre »). I’axe médian, une fois trouvé,
est adopté comme ligne de créte ou de talweg.

Nous n’avons pas besoin pour notre application de trouver I’axe médian précis. Nous
nous contentons de I'estimer par la ligne polygonale joignant les milieux des cotés com-
muns & deux triangles. Cette ligne est complétée a chaque extrémité par le segment qui la
joint au sommet opposé du triangle sur lequel elle débouche. Nous considérons uniquement
les lignes médianes reliant deux courbes de niveau consécutives, c’est-a-dire, d’altitudes
ne et (n+ 1)e.

iv. Calcul des altitudes

Afin d’insérer les lignes de contrainte dans la grille élastique, il reste a affecter des alti-
tudes aux points des lignes médianes. Comme chaque ligne médiane, calculée dans I’étape
précédente, relie toujours deux courbes de niveau consécutives, les altitudes peuvent étre
interpolées linéairement en fonction de ’abscisse curviligne.
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a)

Fic. 3.10 — Calcul des altitudes des points des lignes de contrainte.

Deux cas peuvent se présenter (voir figure 3.10) :

— la ligne médiane est composée par une ligne simple ;
— la ligne médiane est composée par un arbre de lignes;

Le premier cas est le cas élémentaire et ne pose aucun probléme particulier. Le
deuxiéme cas peut étre considéré comme une composition hiérarchique des cas élémen-
taires. Pour définir cette hiérarchie on a choisi la longueur de la ligne: plus la ligne est
longue plus elle est importante du point de vue morphologique (voir figure 3.10-b). On
commence donc par interpoler les altitudes sur la ligne plus longue (ligne AB) ; ensuite les
branches secondaires de 'arbre sont hiérarchisées et les altitudes interpolées (ligne C'D);
ces opérations sont répétées pour toutes les autres branches de Parbre (ligne E'F).

La figure 3.11 illustre 'enchainement des opérations décrites dans cette section, pour
la surface de synthése. La figure 3.11-a montre un extrait de la triangulation de Delaunay
contrainte aux courbes de niveau (triangulation conforme) ; nous construisons cette trian-
gulation par la méthode décrite dans (Shewchuk, 1996). La figure 3.11-b montre un détail
d’un axe médian estimé (ligne de contrainte), tracé en trait plein, avec ’axe médian vrai
en tireté. La figure 3.11-c est une vue générale des courbes de niveau et des axes médians
estimés ; on voit que ces axes médians constituent de bonnes approximations des lignes de
crétes et de talwegs. La figure 3.11-d montre les courbes de niveau de la surface contrainte
par ces lignes, avec des intercalaires correctes.

Remarque:

Nous avons supposé que les lignes de créte et de talweg sont, en général, bissectrices
de l'angle formé par les courbes de niveau. Or, cette condition n’est pas satisfaite dans
les cas des crétes et talwegs dissymétriques; donc l'estimation d’une créte ou talweg
dissymétrique en utilisant notre approche va étre biaisée, comme le montre la figure 3.12.
Pour tenir compte de la pente de chaque flanc une solution possible consisterait, peut étre
a substituer a la ligne polygonale joignant les milieux des arétes des triangles, une ligne
qui joigne les points situés, dans ces arétes, & une distance proportionnelle a la pente de
chaque flanc. Toutefois la détermination des ces pentes amont n’est pas complétement
triviale et n’a pas pu étre mise en oeuvre ici. Malgré tout, ’hypothese de symétrie s’avere
réaliste dans un grand nombre de cas et la résolution du probléme sur cette hypothese
garde un intérét certain.
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F1a. 3.11 — Recherche des lignes de contrainte dans les CN: a) Triangulation conforme
auz CN; b) Recherche d’une ligne de contrainte dans les triangles horizontauz; c¢) CN

et lignes de contrainte issues de Uapproche; d) Courbes initiales (gras) et intercalaires
deriwées du MNT grille élastique.

Fic. 3.12 — Estimation d’une ligne de créte dissymétrique : en utilisant notre méthode et
manuellement (tireté) en tenant compte de la pente de chaque flanc.
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3.3 Applications a des terrains réels

Parmi les différents essais réalisés pendant cette thése les deux essais suivants sont, a
notre avis, représentatifs de I'importance des lignes caractéristiques dans la construction
des MINT a partir des courbes de niveau. Rappelons que I'objectif de cette construction
est de créer des modeéles numériques équivalents aux modeéles cartographiques dont ils
sont issus.

Dans les deux exemples suivants les courbes de niveau proviennent de la Base de
Données Topographique!® de I'IGN (BDTopo); elles ont été obtenues par restitution
photogrammétrique sur des photographies aériennes a I’échelle 1 : 30 000.

Vu les mauvais résultats obtenus par les contraintes sur les directions de ’horizontale,
on a étudié seulement 'effet des contraintes sur les lignes de créte et de talweg.

Afin d’éliminer I'influence du pas du MNT dans la construction de I’équivalence on a
considéré une valeur suffisamment petite ; dans les deux exemples le pas est de 'ordre de
I’équidistance des courbes de niveau. En outre, dans les calculs du MNT, le seul parameétre
qui doit étre controlé par 'opérateur est le coefficient de lissage du MNT (paramétre A
de I'équation 2.18). Néanmoins, pour ces essais la valeur A = 6000 (voir Section 2.4.2)
s’avere adéquate dans la construction des différents MNT ; autrement dit, les courbes de
niveau tracées sur le MNT sont, en général, superposables au courbes de niveau initiales.

3.3.1 Exemple 1

La zone représentée dans cet exemple est située dans la région du Havre et couvre
une surface d’environ 10.2 km?. Elle est caractérisée par un relief faible mais trés on-
dulé, comme le montre bien I’aspect sinusoidal des courbes de niveau. L’équidistance des
courbes est de 5m.

La figure 3.13-a reproduit les courbes de niveau initiales obtenues par restitution pho-
togrammétrique. On a prélevé sur les courbes un échantillon représentatif de points, et
ajusté sur cet échantillon une surface par la méthode de la grille élastique. La figure 3.13-b
représente les courbes de niveau d’équidistance 1m de la surface ajustée, avec des interca-
laires trop tendues et qui n’épousent pas les courbes initiales ; ces intercalaires traduisent
des pentes irréguliéres entre les courbes initiales et contredisent donc le principe du figuré
en courbes de niveau. La figure 3.13-c montre les « lignes de contrainte » obtenues par
I'intermédiaire d’une triangulation conforme aux courbes initiales (certaines de ces lignes
approximent les lignes de créte et talweg). Sur ces lignes de contrainte, on a prélevé un
échantillon complémentaire de points, puis ajusté & nouveau une surface sur ’échantillon
total, dont la figure 3.13-d représente les courbes de niveau. Les courbes intercalaires
épousent, cette fois parfaitement les courbes initiales, a tel point qu’elles deviennent in-
discernables.

13. La BDTopo® est une base de données topographiques de précision métrique et correspondant au
contenu de la carte classique au 1 : 25 000.



3.3. Applications a des terrains réels 49

Fic. 3.13 — Effet des lignes de contrainte sur la construction d’un MNT par grille élas-
tique : a) CN initiales; b) CN du MNT sans lignes de contrainte ; ¢) CN initiales complé-
tées par les lignes de contrainte; d) CN du MNT avec lignes de contrainte.
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F1a. 3.14 — Visualisation des MNT par ombrage. a) MNT calculé sans lignes de contrainte ;
b) MNT calculé avec les lignes de contrainte
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La réduction des artefacts par 'introduction des lignes de contrainte peut étre bien
observée par un ombrage du MNT. En fait, la figure 3.14-a montre 'ombrage du MNT
calculé sans lignes de contrainte; on voit bien que le modéle numérique est affecté par
des nombreux artefacts représentées essentiellement sous la forme de petites cuvettes et
sommets. Par contre dans la figure 3.14-b, qui représente 'ombrage du MNT calculé sans
lignes de contraintes, montre que la grande majorité des artefacts ont été éliminés.

3.3.2 Exemple 2

Cette zone, située aussi dans la région du Havre, couvre une surface de 1.6 km?. Elle
a été choisie en raison de son talweg trés sinueux et complexe. L’équidistance des courbes
est de 10m.

3133681

3133291

\

3132901 3132901 B
915952 916792 917632 915952 916792 917632

3133681

3133681

3133291 | 3133291 -

3132901 3132901
915952 916792 917632 915952 916792 917632

Fic. 3.15 — Effet des lignes de contrainte sur la construction d’un MNT par grille élas-
tique : a) CN initiales; b) CN du MNT sans lignes de contrainte ; ¢) CN initiales complé-
tées par les lignes de contrainte; d) CN du MNT avec lignes de contrainte.

La figure 3.15-a montre les courbes de niveau initiales sur lesquelles on a prélevé un
échantillon représentatif de points et ajusté une surface. La figure 3.15-b représente les
courbes de niveau d’équidistance 5m de la surface ajustée ; on peut observer que les mor-
ceaux des courbes intercalaires situés dans les parties plus régulieres du terrain respectent,
en général, les courbes initiales ; cependant, les morceaux des courbes intercalaires situés
dans le talweg sont trop tendues et n’épousent pas les courbes initiales. La figure 3.15-
¢ montre les « lignes de contrainte » obtenues par l'intermédiaire d'une triangulation
conforme aux courbes initiales; on observe principalement que la ligne de talweg est cor-
rectement représenté par les lignes de contrainte calculées dans la triangulation. Sur ces
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lignes de contrainte, on a prélevé un échantillon complémentaire de points, puis ajusté
sur ’échantillon total & nouveau une surface, dont la figure 3.15-d représente les courbes
de niveau. On observe maintenant que les morceaux des courbes intercalaires situés dans
la zone du talweg respectent mieux les courbes initiales.
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F1a. 3.16 — Visualisation des MNT par ombrage. a) MNT calculé sans lignes de contrainte ;
b) MNT calculé avec les lignes de contrainte

L’effet des lignes de contraintes sur les lignes de créte et de talweg peut étre observé
dans 'ombrage du MNT.La figure 3.16-b montre la surface ajustée sans ligne de contrainte
(mnt_a) et la figure 3.16-b la surface ajustée avec les lignes de contrainte (mnt b).
D’abord, on peut observer que la ligne de talweg est plus précise dans le mnt b que dans
le mnt a; en fait, dans le mnt a la ligne de talweg est affectée de nombreux artefacts
que empéchent un écoulement normal des eaux. Finalement, on peut aussi remarquer que
les lignes de créte principales sont mieux définies dans le mnt b que dans le mnt _a.
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3.4 Une autre utilisation des directions de 1’horizon-
tale

Cotation automatique des courbes de niveau:

Un autre axe de recherche qui intéresse le laboratoire MATIS est la numérisation
automatique des planches de courbes de niveau a partir des cartes scannées.

Ce type d’application nécessite deux niveaux d’analyse : une analyse de bas niveau, qui
consiste a extraire de la carte scannée et a vectoriser les thémes concernant 1’altimétrie,
dont les courbes de niveau et les points cotés, et une analyse de haut niveau, ou il s’agit
principalement d’affecter une altitude aux courbes de niveau. Cette phase d’interprétation
automatique des courbes de niveau s’avere extrémement délicate, en raison des nombreuses
interruptions du tracé des courbes de niveau (dues a la superposition des thémes de la
carte), et la présence de bruit. (Dupont et al., 1999) propose de baser U'interprétation des
courbes de niveau sur la connaissance a priori du sens de la pente, afin de privilégier un
sens de propagation de I'information altimétrique, et de maintenir une cohérence globale
du résultat.

La facon la plus simple d’estimer le sens de la pente est d’utiliser un modéle numérique
de terrain, calculé a partir des points cotés et des courbes maitresses cotées qui ont été
extraites de la carte lors de ’analyse de bas niveau. Le probleme est que cet échantillon
de points (x;,y;,2;) n'est pas suffisamment dense pour obtenir un MNT précis. Il est donc
nécessaire d’'introduire dans le processus de création du MNT des informations concernant
les courbes non-cotées.

Or, les directions de I’horizontale permettent de prendre en compte dans le calcul du
MNT I'information sur les courbes non-cotées. En effet, pour ces courbes on peut calculer,
par 'expression 3.5, des directions 7 et les introduire dans la grille élastique.

La figure 3.17 illustre 'introduction des directions de I’horizontale dans la construction
du MNT par la méthode de la grille élastique.

La figure 3.17-a montre les courbes de niveau et points dont on connait 'altitude. A
partir de cette information on a prélevé un échantillon de points (z;, y;, z;). La figure 3.17-
b montre les courbes de niveau non-cotées. Sur ces courbes on a prélevé un échantillon
complémentaire de directions de I’horizontale t_f La figure 3.17-c montre les courbes de
niveau du MN'T calculé en considérant uniquement I’échantillon des points. La figure 3.17-
d montre les courbes de niveau du MNT calculé avec I’échantillon de points et 1’échantillon
de directions de I'horizontale. On voit bien que la surface ajustée avec ’échantillon de
points et les directions de 1'horizontale est moins éloignée formes des courbes non-cotées
que la surface ajustée uniquement avec 1’échantillon de points.
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Fi1G. 3.17 — Construction d'un MNT en utilisant des courbes cotées et non-cotées: a)
courbes de niveau maitresses cotées et points cotés; b)courbes de niveau non-cotées; c)
courbes de niveau du MNT calculé avec 'information de la figure-a; d) courbes de niveau
du MNT calculé avec l'information des figures a et b.



Chapitre 4

Evaluation numérique de
I’équivalence

L’objectif de cette évaluation est de savoir si le modelé ou encore le rendu du terrain
donné par le « mode d’emploi » des courbes de niveau, c’est-a-dire par une interpolation
linéaire suivant la ligne de plus grande pente entre deux courbes de niveau consécutives,
est « respecté » par le modéle numérique, c’est-a-dire le MINT.

A priori un controle exprimé par exemple sous la forme d’une erreur moyenne quadra-
tique altimétrique, est nécessairement limité aux points des courbes de niveau. Cependant,
ce controle n’est pas suffisant pour chiffrer ’équivalence, car en général le probleme de
garder, dans le modéle numérique, les courbes de niveau de départ ne se pose pas. En
effet, ceci est confirmé par les MNT des deux exemples du chapitre 3; bien que pour
tous ces MNT ’emgq altimétrique (voir eq. 4.2) sur les points des courbes de niveau soit
tres proche de 0.0m, les MNT calculés sans les lignes de contrainte ne sont pas équiva-
lents aux modeles cartographiques dont ils sont issus, puisque ces MNT ne respectent
pas les courbes de niveau intercalaires. En outre, le fait d’avoir, d’une part un ensemble
d’éléments linéaires (les courbes de niveau) et d’autre part une surface, limite le choix
des mesures possibles de I’évaluation de cette équivalence aux parameétres qui peuvent
caractériser les éléments linéaires (par exemple, la longueur, la courbure).

Notons, enfin, que dans cette thése on ne s’intéresse pas au probléme de I’évaluation
de la qualité des courbes de niveau dans leur role de moyen de représentation des formes
du relief. On considére plutdt que les courbes de niveau ne comportent pas d’erreurs et
qu’elles constituent une représentation satisfaisante de la surface topographique.

4.1 L’état de ’art sur les qualités des MINT

Bien que I'évaluation de I’équivalence entre un modele cartographique et un modele
numérique soit un cas particulier de I’évaluation des qualités générales des MNT il nous
semble important de faire le point sur les recherches effectuées dans ce domaine.
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Selon la norme internationale ISO 8402, la qualité est [’ensemble des caractéristiques
d’un produit qui lui conférent ’aptitude a satisfaire des besoins exprimés ou implicites.

Dans les MNT une des caractéristiques (ou par abus de langage, une des qualités)
qui nous intéressent davantage est son exactitude géométrique. Cette caractéristique est
évaluée par ’écart entre une « position » dans le MIN'T et la « position correspondante »
dans la référence. Ainsi, on distingue 'exactitude altimétrique qui se rapporte a I’estima-
tion de la distance verticale entre le MN'T, et la référence et I'exactitude des formes qui
qualifie le MNT dans son role de représentation des formes du relief.

4.1.1 Exactitude altimétrique

La grande majorité des travaux publiés sur la qualité des modéles numériques de
terrain abordent le probléme de I’évaluation des écarts altimétriques entre la surface définie
par le MNT (H,,,) et une surface de référence (H oforonco)-

La surface de référence est souvent réduite a quelques points de controle et I'exactitude
altimétrique est généralement estimée par quelques mesures statistiques. Plus précisément,
pour n points de coordonnées (z;,y;) on mesure les écarts dz;

dZZ' = Hmnt («T“yz) - Hreference (xiayi)y 1= 17 <o

et on calcule:

— la moyenne arithmétique

— l'erreur moyenne quadratique

(4.2)

— Décart-type '

— les erreurs minimale et maximale

Frax = max{dz;,i=1,... n} FEy,=min{dz,i=1,... n} (4.4)

14. Remarquons que si les dz; ont une distribuition centrée: o, = emgq.
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Pour avoir une bonne exactitude altimétrique on exige en effet que ’histogramme des
dz; soit centré et étroit, c’est-a-dire que la moyenne arithmétique soit nulle et les écarts
dz; ne soient pas trop élevés en moyenne quadratique et n’atteignent jamais de valeur trop
élevée.

Dans le cas ot le MNT est interpolé a partir des courbes de niveau certains auteurs
(Ackermann, 1980; Li, 1990; Kraus, 1994; Tahiri, 1997) proposent des modeles théoriques
de prédiction de I’écart-type. De maniére générale ils utilisent des expressions équivalentes
a la formule empirique de Koppe

o, =a+btan« (4.5)

pour exprimer la précision altimétrique des MNT issus de courbes de niveau. Dans cette
expression tan a représente la pente moyenne du terrain; a et b sont des constantes: b
représente l'influence de la pente sur la précision altimétrique; et a est la composante
verticale de la précision altimétrique qui est indépendante de la pente. Par exemple,
(Maling, 1989) propose pour l'échelle 1 : 25000 et pour I'équidistance 10m lexpression
(en métres)

o, =10+ 70tanc.

et donc une dépendance entre la précision, 1’échelle et I'équidistance. Dans le méme
contexte (Kraus, 1994) utilise l'expression o, = 0.4 + 5.0tan« pour décrire la qualité
altimétrique des MNT qui dérivent des courbes de niveau des cartes topographiques au
1:5000.

4.1.2 Exactitude des formes de terrain

Les critéres de qualité énoncés précédemment, dont le controle est simple & concevoir
et & mettre en oeuvre, ne permettent pas d’évaluer l'aptitude du MNT & représenter
fidelement les formes du relief.

Ainsi, certains auteurs proposent des mesures, outre I’emq, permettant d’exprimer
d’autres caractéristiques qui devront étre satisfaites par les MNT. Par exemple :

— (Baudot, 1990; Bolstad and Stowe, 1994; Giles and Franklin, 1996) utilisent la pente
et I'orientation de la pente pour évaluer les qualités des MNT. Ces deux quantités,
calculées en des positions!® (z,y) du MNT sont comparées aux mémes quantités cal-
culées sur le terrain réel ou sur un modele cartographique plus détaillé (c’est-a-dire,
des courbes de niveau a une échelle plus grande). Ensuite, en utilisant des indices
statistiques similaires & ceux décrits précédemment ils indiquent une estimation des
qualités du MINT en matiére de pente et d’orientation de la pente.

— (Polidori, 1991; Brown and Bara, 1994) utilisent la dimension fractale pour détecter
la présence d’artefacts dans les MNT. En partant de I’hypothése de 'isotropie du

15. Dans la plupart des cas la pente et l'orientation de la pente sont calculées aux noeuds de la grille
MNT.
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terrain sur de courtes distances, Polidori étudie la présence d’anisotropies sur les
altitudes en comparant la dimension fractale D

D=3-m (4.6)

dans les 4 directions principales (N-S, O-E, NO-SE, NE-SO) de la grille ; le paramétre
m est lié & la fonction variogramme ~y(d)par I’équation !9

+(d) = Ad™ (4.7)

ol I’équation du variogramme dans la direction O-E, par exemple, est donnée par

n

Tou(d) = = (el — 2(a + dy))? (1.9

i=1

Dans ces expressions A est une constante, n est le nombre de points utilisés, z(x;,y;)
est l'altitude du point i et z(x; + d,y;) est Paltitude du point situé, dans la direction
O-E, & une distance d du point ¢. Dans la méme ordre d’idées, Brown étudie la
dimension fractale et la forme de la fonction $7v(d) (semi-variogramme) des fonc-
tions dérivées de l'altitude (pente et courbure) pour détecter la présence d’artefacts
(anisotropie) sur les surfaces dérivées.

— L’ombrage des MNT est une technique tres répandue pour détecter visuellement
les artefacts dus aux défauts de la fonction d’interpolation. En particulier (Wood
and Fisher, 1993) utilisent des techniques d’ombrage sur les dérivées de 'altitude
(pente et courbure) pour mettre en évidence la présence d’autre types d’artefacts qui
échappent aux ombrages de 'altitude. La figure 4.1 illustre les ombrages de I'altitude
H(z,y), de la pente p = /H? + H? et de la courbure k = H2, +2H2, + H} de deux
surfaces numériques représentant la méme zone: un MNT obtenu par corrélation
d’images et un MNT obtenu par la grille élastique a partir des courbes de niveau.
La comparaison des différents ombrages nous montre que la pente et encore plus la
courbure, sont beaucoup plus sensibles au « bruit » que I’altitude.

— (Carrara et al., 1997) utilise un critére trés simple, 'histogramme des altitudes
relatives !, pour vérifier si la fonction altitude d’un MNT issu des courbes de niveau,
varie linéairement entre deux courbes consécutives. Le MNT est discrétisé selon une
maille rectangulaire de pas trés fin; l'altitude de chaque noeud est regroupée dans
une des n classes (par exemple 10) de valeurs correspondants & la partition de
I'intervalle des altitudes entre deux courbes de niveau consécutives qu’encadrent
le noeud. En d’autres termes, si les cotes de deux courbes sont 20 et 30 les 10
classes ont pour limites: 20-21, 21-22,..., 29-30. Alors, si 'interpolation préserve
la linéarité des altitudes entre deux courbes de niveau consécutives la forme de
I’histogramme des altitudes relatives doit étre rectangulaire. Par exemple, la figure
4.2 montre les histogrammes des altitudes relatives correspondantes aux deux MNT

16. Dans la pratique le paramétre m est estimé par la pente de la droite de moindres carré du graphe
de la fonction v(d), reportée dans un systéme de coordonées bilogarithmiques.

17. L’altitude relative d’un point est 1’altitude du point par rapport a la courbe de niveau immédiatement
inférieure.
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Fi1a. 4.1 — Visualisation de la qualité d’un MNT par ombrage de Ualtitude (figures a et

d) et de ses derivées: pente (figures b et e) et courbure (figures ¢ et e); Figures a) a

c¢) ombrage d’un MNT issu de corrélation; Figures d) a f) ombrage dun MNT issu des
courbes de niveau.
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Fi1G. 4.2 — Altitudes relatives distribuées en 10 classes d’amplitude de 0.5m : a) MNT
calculé sans lignes de contrainte ; b) MNT calculé avec des lignes de contrainte

de I'exemple 2 du chapitre 3. L’équidistance des courbes de niveau d’origine était
de 5m. L’histogramme 4.2-a est relatif a la surface incorrecte, c’est-a-dire la surface
calculée sans les lignes de contrainte; la forme en « U » de I’histogramme révele
Iexistence d’une distribution non uniforme des altitudes entre les courbes de niveau.
L’histogramme 4.2-b est relatif a la surface correcte, c’est-a-dire calculée avec les
lignes de contrainte ; on voit que la forme de ’histogramme est presque rectangulaire,
comme il est logique de s’y attendre.

— (Kraus, 1994) propose d’évaluer la précision (écart-type) planimétrique d’'un MNT
par la formule

Ozy = b+ atana (4.9)

ou a et b sont les parametres qui interviennent dans 1’équation 4.5.

A T'exception des histogrammes des altitudes relatives, ces mesures nous semblent peu
appropriées pour I’évaluation de I’équivalence des formes entre le modele cartographique
et le modele numérique.

D’abord, la pente est pratiquement impossible a évaluer par comparaison a une réfé-
rence, essentiellement parce que la pente est trés difficile & définir sur le terrain (elle n’a
de sens que par rapport a une échelle donnée), mais aussi parce que son calcul est trés
difficile & automatiser sur les courbes de niveau.

Deuxiémement, ’évaluation par la dimension fractale ne permet pas de comparer le
modeéle cartographique au modeéle numérique car la dimension fractale de la surface repré-
sentée par les courbes de niveau est inconnue. D’autre part la différence entre deux valeurs
de la dimension fractale est tres difficile & interpréter. En d’autre termes, que représente
une différence de 0.01 de la dimension fractale (D) entre deux représentations numériques
d’un méme terrain?

Donc, il nous faut sans doute essayer de trouver d’autres mesures qui peuvent chiffrer
I’équivalence de forme entre une représentation du terrain par des courbes de niveau et
un modeéle numeérique.
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4.2 Proposition des mesures d’évaluation de I’équi-
valence

Pour comparer une surface numérique a une surface représentée par des courbes de
niveau, une approche possible consiste a extraire des courbes de niveau de la surface
numérique et & comparer les deux jeux de courbes.

Si I’on souhaite que les courbes de niveau issues de la surface numérique aient une ap-
parence similaire a celle des courbes initiales, il est necessaire chiffrer le degré de régularité
qu’elles doivent présenter.

Tenant compte de I'aspect des courbes de niveau des figures 3.13-b et 3.13-d (ou
1.3-¢ 1.3-d), deux indices apparaissent susceptibles de mesurer la régularité de courbes
polygonales du plan représentant des courbes de niveau:

— la longueur,

— la courbure moyenne.

4.2.1 Longueur des courbes de niveau

Soit A = Ag,Aq,... ,A, = B une ligne polygonale représentant une courbe de niveau;
désignons par [; la longueur du segment A;_1A;; la longueur de la courbe de niveau est
mesurée par

L(A,B) = Zn: L

i=1

Remarquons que ce critere ne dépend pas des points choisis pour échantillonner la
courbe, c’est-a-dire que la longueur ne change pas si on rajoute des points sur un segment.

4.2.2 Courbure moyenne des courbes de niveau
4.2.2.1 Courbure d’une courbe plane

Soit m une courbe définie dans le plan et paramétrée par I'abscisse curviligne s
m(s) = (z(s),y(s)) pourse J=]|cd CR (4.10)

ol z(s) et y(s) sont des fonctions de classe C? et ||m’'(s)| = 1.

Notons par t(s) et n(s) respectivement, les vecteurs tangent et normal a courbe m en
s (voir figure 4.3); il existe une fonction continiment dérivable a(s) telle que

t(s) = (cosa(s),sina(s)) ; n(s)=(—sina(s),cosals)) (4.11)
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(6] X

Fic. 4.3 — Courbure d’une courbe plane.

La courbure de la courbe m en s est définie par

_.a(s+h)—a(s)
(s) = Jim h

= d/(s) (4.12)

Compte tenu de 4.11 et 4.12 et en suposant o/(s) > 0 (« croissante) la courbure est aussi
donnée par

k(s) = [It(s)]l (4.13)
Intuitivement la courbure mesure le défaut de rectitude de la courbe dans le voisinage
de s: plus la courbure est forte plus la courbe tourne vite.

Supposons maintenant que la courbe m est paramétrée par une variable ¢ quelconque,
c’est-a-dire

m(t) = (z(¢),y(t)) pourtel=][ab] CR (4.14)

ot z(t) et y(t) sont des fonctions de classe C? et m'(t) = (2'(t),y/(t)) # 0, Vt € I. Dans
ce cas, la courbure est donnée par

k(t) = (4.15)

ou s est une abscisse curviligne sur m, s(t) : I — J = [¢ = s(a) , d = s(b)].définie par
t
s(t) = [, [lm’(w)[] du.

En effet, soit m une reparametrisation de m par I’abscisse curviligne s
m(t) =m(s(t)) Vtel.

Désignons par t,n.k respectivement la tangente, la normale et la courbure de m en un
point s(t).Par définition t(¢) = t(s(¢)) ; en utilisant la dérivée de la fonction composée, on
a

t'(t) = f’(s)%
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Compte tenu de 4.13 t'(s) = k(s)T(s) = kn par définition de n et k. Alors
t' = ks'n
D’autre part il existe une fonction contintiment dérivable a(t) telle que

m ()

) = T

= (cosa(t),sina(t)) Vtel.

Dong, t/'(t) = o/(t)(—sina(t),cosa(t)) = /(t)n et par conséquent o' (t) = k(t)s'(t).

4.2.2.2 Courbure moyenne

Proposition de définition : nous définissons la courbure moyenne d’un arc C'D d’une
courbe m paramétrée par l’abscisse curviligne s par

1 d
K, = —— k(s)|ds
Z(CD)/C k(s)|

ol Z(CAD) = s(d) — s(c¢) = d — ¢ désigne la longueur de l'arc compris entre C' = s(c) et
D = s(d).

Si la courbe m est donnée sous la forme paramétrique 4.14 la courbure moyenne du
trongon compris entre les points A = m(a) = m(s7'(c)) et B = m(b) = m(s™!(d)) est
donnée par

K(AB) = m / /(1) dt (4.16)

En effet, pour vérifier cette relation il suffit de voir que k(s) = k(t)s'(t) = o/ (t).

Notons d’abord que cette grandeur ne dépend pas du paramétrage choisi, car en faisant
un changement de paramétrage u — ¢(u) =t avec ¢ : [e, f] — [a,b] une fonction bijective,
dérivable (¢’ > 0), ot e = ¢ (a) et f = ¢ 1(b), on a

b f
K(AB) = s [l = e [ el ¢ ()

d’oti, en notant pars=sogp et a=ao p:

!
K(AB) = s | )

Remarque:

La définition de la courbure moyenne par 1’expression

1 b
k(t)|dt
= [ k)
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A= m(t,)

Fic. 4.4 — Courbure moyenne d’une ligne polygonale inscrite dans une courbe plane.

serait un mauvais choix, car elle dépend en général du paramétrage choisi. En effet, soit
¢ : [¢,d] — [a,b] une fonction bijective dérivable (¢’ > 0) correspondant a un changement
de paramétrage u — @(u) =t, avec ¢ = ¢~ '(a) et d = ¢~ (d); on a

ﬁ/ ()|t = ﬁ/ |k(¢(u))|gp’(u)du:ﬁ/c [E(p(u)|¢' (w)du
# o [ Fwla

lorsque |k(u)| # constante'®.

4.2.2.3 Courbure moyenne d’une ligne polygonale

Soit m(t), t € [a,b] une courbe deux fois continiment dérivable et t(¢) = (cosa(t),
sin a(t)) sa tangente (« dérivable).

Considérons maintenant une partition de l'intervalle [a,b]
a=th<t i <ty<...<t,=0>
Cette partition définit la ligne polygonale (voir figure 4.4)
A= Ag=mlty) ; Ay =m(t1); Ay =mlts);...; Ay =m(ty)

inscrite dans la courbe. Soit 6; (0 < 6; < 7) 'angle des segments A; 1A; et A;A; 11

AiaiAi AiAia
l; liva

0; = arccos( ) avec l; = HAi,lAZ-

Proposition de définition : nous définissons la courbure moyenne de la ligne polygonale
par

01405+ ...+ 0, 1[+0,]

A,B) =
C(4,B) L+lb+...+1,

([ Jpour une courbe fermée) (4.17)

18. La remarque est donc sans objet pour une cercle ou une droite, pour lesquels k(u) = % ou k(u) = 0.
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Désignons par h le pas de la partition

h = Ogl’?ga;L}c_l(ti+l - tl)

et par ¢, I’angle des tangentes
¢; = la(t;) — alti-1)| .
On peut écrire
O, = (tl — ti—l) |o/(u,)| avec t;_1 < u; <t;.

Lorsque h — 0, la quantité
b
Pr+at .t o= (ti—to) o/ (wr)] + ...+ (e — tu1) [ (un)| — / o/ (t)] dt

Mais comme Q — t(tg_1)
0; — ¢;
D’autre part lorsque h — 0, la somme
Lh+lk+...+1,— s(b) — s(a)

Donc, la quantité

0, +60,+...4+6, 1 1 b
t)|dt = K(A,B
htlot.. +10, Hs(b)—s(a)/a [ ()] (4,8)

ce qui confirme la cohérence de la définition de la courbure moyenne pour une ligne
polygonale.

4.2.2.4 Courbure moyenne des plusieurs lignes polygonales continues dis-
jointes

Considérons maintenant une ligne polygonale A,D composée par deux lignes polygo-
nales (A,B) et (C,D) continues disjointes; notons par C'(A,B) et C(C,D) les courbures
moyennes de (A,B) et (C,D), respectivement (voir figure 4.5).

Soit
>0, > 0,
A.B) = D) = .
C(A,B) S et C(C,D) S

La courbure moyenne de réunion des deux lignes polygonales (A,B) et (C,D) est définie
par:
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B C

Fic. 4.5 — Courbure d’une ligne polygonale composée des plusieurs lignes polygonales
continues disjointes.

Donc, en notant par L(A,B) = > I, et par L(C,D) = >, on a

L(A,B)C(A,B) + L(C,D)C(C,D)

C((A,B)U(C,D)) = L(A,B) + L(C,D)

Remarque: cette définition est nécessaire plus tard (voir Section 4.3.3) pour la construc-
tion du graphe de la fonction courbure moyenne des courbes de niveau.

4.3 Evaluation de la cohérence entre courbes initiales
et intercalaires

On peut dire que, d’'une maniére générale, un MNT issu d’une représentation du relief
par courbes de niveau est conforme a cette représentation si et seulement si:

— les courbes de niveau d’origine et celles de mémes altitudes dérivées du MNT sont
superposables,

— les courbes intercalaires dérivées du MINT « respectent » les courbes normales.

En effet, la premiére condition nous assure que sur les courbes de niveau il n’y a pas
de biais en z entre les modeles cartographique et numérique ; autrement dit, que le MNT
conserve bien les courbes de niveau dont il est issu. La deuxieéme condition nous assure que
le modelé du terrain donné par la surface numérique est trés proche du modelé représenté
par les courbes de niveau; ce qui revient a dire que l'interpolateur préserve la régularité
de la pente entre deux courbes de niveau initiales consécutives.

4.3.1 En utilisant ’aller-retour CN-MNT

Une fagon simple de vérifier si la méthode d’interpolation préserve la cohérence entre
les courbes initiales (ou normales) et les courbes intercalaires, c¢’est-a-dire la régularité de
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Fi1a. 4.6 — Aptitude de la grille élastique & préserver le modéle cartographique: a) aller-
retour sans les lignes de contrainte; b) aller-retour avec les lignes de contrainte.
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la pente entre les courbes initiales, consiste a effectuer un aller-retour CNSMNT': en par-
tant des courbes de niveau initiales (CN;) de cotes (0,e,2e,... ,ne) on interpole par grille
élastique le MNT et on dérive les courbes de niveau intercalaires de cotes (%e,%e, e
2”2_ Le) ; ensuite, a partir de ce jeu de courbes on calcule un nouveau MNT et on dérive
les courbes de niveau finales (CN¢) de mémes cotes que les courbes de départ. La compa-
raison visuelle de ces deux jeux de courbes (CN; et CN¢) nous donne « 'aptitude » de la
méthode d’interpolation a conserver la régularité de la pente entre deux courbes de niveau
consécutives: plus ’écart entre les deux planches de courbes est petit, plus la méthode
d’interpolation respecte le modeéle cartographique et donc la cohérence entre les courbes

initiales et les courbes intercalaires.

La figure 4.6 illustre la mise en oeuvre du calcul d'un aller-retour pour un terrain
réel. La comparaison entre les courbes initiales (CN;) et finales (CN¢) est faite par su-
perposition, dans la méme planche, des deux jeux de courbes. La figure 4.6-a) montre
I’aller-retour en utilisant, dans le calcul du MNT, la méthode de la grille élastique sans les
lignes de contrainte ; on constate principalement que dans le talweg les courbes finales (en
gras) sont trés éloignées des courbes initiales ; donc dans ces regions la grille élastique ne
respecte pas la régularité de la pente du modéle cartographique. La figure 4.6-b) montre
I’aller-retour mais en utilisant cette fois-ci la grille élastique avec les lignes de contrainte
implicites dans les courbes de niveau; I’écart entre les courbes finales (en gras) et les
courbes initiales est maintenant plus petit, ce qui montre que, dans ces conditions, la
grille élastique respecte mieux le modeéle cartographique.

4.3.2 En utilisant la longueur
Le principe consiste a vérifier si la longueur des courbes de niveau calculées sur le
MNT varie linéairement avec I’altitude. En effet, le terrain peut étre assimilé, localement,

a un morceau de cone sur lequel la longueur de chaque fragment!? de courbe de niveau
de cote z varie linéairement avec l'altitude z (voir figure 4.7).

T

Fi1G. 4.7 — Portion de cone approximant le terrain.

19. Un fragment d’une courbe de niveau de cote z est défini par 'intersection de cette petite surface
conique avec le plan horizontal de cote z
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4.3.2.1 Analyse des courbes initiales

Si les courbes de niveau d’origine et celles dérivées du MNT sont superposables, leur
longueur doit étre du méme ordre de grandeur. En effet, le graphe de la figure 4.8 montre
que pour la surface de 'exemple 1 du chapitre 3 les longueurs des courbes de niveau sont
tout a fait comparables pour les deux MNT: le MNT calculé sans ligne de contrainte
(mnt a) et le MNT calculé avec les lignes de contrainte (mnt b).

8000

CN originales — [
7000 CN MNT-a
CN MNT-b

6000

5000 -

Longueur
B
o
o
o
T

3000 -

2000

1000 -

130 135 140 145
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Fic. 4.8 — Comparaison des longueurs des courbes de niveau; le MNT a est le MNT
calculé sans lignes de contrainte et le MNT b est le MNT calculé avec les lignes de
contrainte

4.3.2.2 Analyse des courbes intercalaires

Afin de vérifier si les courbes intercalaires dérivées du MNT respectent les courbes
normales, nous allons analyser les graphes des longueurs des courbes intercalaires.
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F1G. 4.9 — Fvaluation de la cohérence entre courbes initiales et intercalaires (equidistance
Im): a) Longueur des CN du MNT calculé sans lignes de contrainte; b) Longueur des
CN du MNT calculé avec les lignes de contrainte.
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La figure 4.9 montre des graphes de la longueur des courbes intercalaires (d’équi-
distance 1m) dérivées de la surface de 'exemple 1 du chapitre 3. Le graphe 4.9-a est
relatif a la surface incorrecte, c’est-a-dire qu’il correspond au MNT calculé sans les lignes
de contrainte; on voit que les longueurs des courbes intercalaires sont globalement en
désaccord avec celles des courbes initiales; d’autre part la forme en « U » entre deux
courbes initiales montre que les longueurs sont d’autant moins cohérentes que les inter-
calaires s’éloignent des courbes initiales. Le graphe 4.9-b est relatif a la surface correcte,
c’est-a-dire qu’il correspond au MNT calculé avec les lignes de contrainte; on voit que
les longueurs varient plus régulierement, comme il est logique de s’y attendre. On peut
méme préciser que si l'interpolation entre les courbes de niveau était parfaitement linéaire,
nous devrions obtenir un graphe linéaire par morceaux; en fait on doit s’attendre a un
graphe un peu plus lisse, puisque la grille élastique réalise une interpolation plus lisse que
I'interpolation linéaire entre courbes.

Cette analyse peut étre encore plus précise si on trace par exemple les graphes des
courbes de niveau d’équidistance de 0.5m. En fait, les graphes 4.10-a et 4.10-b, relatifs
aux mémes MNT de la figure 4.9, nous montrent que le désaccord entre courbes normales
et intercalaires était plus marqué.
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F1a. 4.10 — Evaluation de la cohérence entre courbes initiales et intercalaires (equidistance
0.5m): a) Longueur des CN du MNT calculé sans lignes de contrainte; b) Longueur des
CN du MNT calculé avec les lignes de contrainte.

Analysons maintenant ce qui se passe avec le MNT de I'exemple 2 du chapitre 3. Le
graphe 4.11-a est relatif a la surface incorrecte et le graphe 4.11-b est relatif a la surface
correcte. Ces graphes confirment aussi que la cohérence entre courbes de niveau normales
et intercalaires est indiscutablement plus évidente dans le MNT interpolé avec les lignes
de contrainte.
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F1a. 4.11 — Evaluation de la cohérence entre courbes initiales et intercalaires : a) Longueur
des CN du MNT ajusté sans lignes de contrainte; b) Longueur des CN du MNT ajusté
avec lignes de contrainte.

4.3.2.3 Evaluation numérique de I’équivalence

L’équivalence entre le modéle cartographique et le modéle numérique peut alors étre
évalué numériquement par le parameétre 6

6 _ |Ainitialos| - |Aintorcalairns|
ne

ol | Ajpitials| Teprésente I'aire du graphe des courbes initiales®, |Ajcrcatnires| aire du
graphe des courbes intercalaires, n le nombre d’intervalles et e 1’équidistance des courbes
initiales.

Exemple 1 | Exemple 2
mnt a 1615 107

mnt_b 212 4

TAB. 4.1 — Evaluation numérique de la cohérence entre courbes initiales et courbes inter-
calaires (valeurs en métres)

Le tableau 4.1 montre les valeurs de ¢ obtenues pour les deux exemples du chapitre
3. Dans l'exemple 1, la considération des lignes de contrainte dans la construction du
MNT implique une grande réduction de la valeur du parameétre 6 et donc une nette
amélioration de I’équivalence entre le modele numérique et le modele cartographique;
cecl est confirmé par la figure 3.16. Dans ’exemple 2, on observe que le MNT construit
sans lignes de contrainte était déja trés proche du modeéle cartographique et donc Deffet
des lignes de contrainte sur le MNT est globalement moins visible. En effet, comme la
surface représentée contient beaucoup de régions réguliéres, la réduction du parameétre 6
est moins évidente.

20. C’est le graphe théorique linéaire par morceaux.
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Cette observation nous a suggéré qu’on pourrait encore resteindre 1’étude de I’équi-
valence aux régions traversées par les lignes caractéristiques (c¢’est-a-dire aux régions cri-
tiques, voir Section 3.2.3.2). Toutefois, le calcul des morceaux de courbes de niveau qui
traversent ces régions n’est pas facile et n’a pas pu étre mise en oeuvre ici.

Remarque:

La longueur des courbes de niveau peut étre aussi utilisée pour évaluer I'aptitude (ou
qualité) d'un MNT a reproduire des courbes de niveau cartographiques. En effet, une
condition nécessaire pour qu'un MNT ait des caractéristiques cartographiques est que
le graphe de la longueur de ses courbes de niveau soit proche d’un graphe linéaire par
morceaux.
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4000} 4000}
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c c
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750 800 850 900 950 1000 750 800 850 900 950 1000
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F1G. 4.12 — Comparaison des longueurs des courbes de niveau dérivées de deux MNT': (a)
MNT issu de corrélation automatique d’images; (b) MNT issu d’une représentation du
relief par courbes de niveau.

Ceci est confirmé par la figure 4.12 qui montre des graphes de la longueur des courbes
de niveau. Le graphe 4.12-a est relatif a un MNT obtenu par corrélation automatique
d’images?! et le graphe 4.12-b est relatif & un MNT issu des courbes de niveau et re-
présentant la méme surface. L’irrégularité de le graphe du MNT issu de corrélation nous
montre que la surface représentée par ce modele numérique est trop irréguliere pour étre
utilisée par exemple dans le tracé de courbes de niveau; donc, il est nécessaire « lisser »
ce MNT pour 'utiliser en cartographie. Le graphe du MNT interpolé a partir des courbes
de niveau nous donne une référence pour régler ce lissage.

4.3.3 En utilisant la courbure moyenne

Dans cette section nous faisons état de 'utilisation de la courbure moyenne, bien que
les essais n’aient pas été entiérement concluants, comme nous allons le voir.

Le principe est le méme que celui utilisé pour évaluer la longueur des courbes de
niveau. On commence d’abord par vérifier si les courbures moyennes des courbes de niveau

21. 11 est interessant de remarquer que pour le MNT issu de correlation 1'histogramme des altitudes
relatives est en général rectangulaire
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originales sont comparables aux courbures des courbes MNT correspondantes (c’est-a-dire
de mémes cotes que les courbes initiales).

0.018 T

L il CN originales | |
008 CN MNT-a
CNMNT-b ||

0.014 -

0.012 -

0.01f

Courbure

0.008 -

0.006 -

0.004 -

0.002 -

125 130 135 140 145
Altitude

Fic. 4.13 — Comparaison des courbures des courbes de niveau; on note par MNT a le
MNT calculé sans lignes de contrainte et par MNT b le MNT calculé avec les lignes de
contrainte

Prenons par exemple la surface de 'exemple 1 du chapitre 3 et tracons le graphe de
la courbure moyenne en fonction de 'altitude des courbes MNT de mémes cotes que les
courbes originales (voir figure 4.13). On observe que, contrairement & ce qui se passe
avec les longueurs des courbes, les valeurs des courbures moyennes correspondantes a
différentes altitudes ne s’accordent pas entre elles. Donc, dans un premier temps ces
résultats suggeérent que la fonction courbure moyenne est trés sensible aux petits détails
présents dans les courbes.

Néanmoins, analysons ce qui se passe avec la courbure moyenne des courbes interca-
laires.

‘ Hl CN MNT normales Bl CNMNT intercalaires‘
0.016 0.016

a
0.014 0.014

0.012 0.012

0.01 0.01

Courbure
o
o
o
o5}
Courbure
o
o
o
[e5]

0.006 0.006
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F1a. 4.14 — Evaluation de la courbure moyenne des courbes de niveau.a) Courbure des CN
du MNT calculé sans lignes de contrainte; b) Courbure des CN du MNT calculé avec les
lignes de contrainte.
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La figure 4.14 montre des graphes de courbure moyenne pour les courbes dérivées du
MNT de I'exemple 1 du chapitre 3. Le graphe 4.14-a est relatif a la surface incorrecte,
c’est-a~-dire au MNT calculé sans les lignes de contrainte et le graphe 4.14-b est relatif a
la surface correcte, c’est-a-dire au MNT calculé avec les lignes de contrainte. D’abord, on
observe que les valeurs des courbures moyennes des courbes correspondant a la surface
incorrecte sont inférieures aux courbures des courbes correspondant a la surface correcte ;
donc le MNT calculé sans lignes de contrainte est plus lisse que le MNT calculé avec les
lignes de contrainte. Ensuite, la forme en « U » du graphe entre deux courbes initiales
montre que les courbes sont d’autant plus lisses que les intercalaires s’éloignent des courbes
initiales.

Bl CN MNT normales B CN MNT intercalaires
0.025 " " " " " " " " " 0.025
a
0.02¢t 0.02¢t
2 0.015 2 0.015
> >
0 0
3 3
O 0.01f O 0.01f

0.005 0.005

0 0
210220230240250260270280290300310 210220230240250260270280290300310
Altitude Altitude

F1a. 4.15 — Evaluation de la courbure moyenne des courbes de niveau.a) Courbure des CN
du MNT calculé sans lignes de contrainte; b) Courbure des CN du MNT calculé avec les
lignes de contrainte.

Ces observations sont plus visibles pour le MNT de l'exemple 2 du chapitre 3. Le
graphe 4.15-a est relatif & la surface incorrecte et le graphe 4.15-b est relatif a la surface
correcte. En fait, on constate aussi que le MNT calculé sans lignes de contrainte est plus
lisse que le MN'T calculé avec les lignes de contrainte, et qu’entre deux courbes de niveau
normales la forme en « U » du graphe est davantage accentué.

En conclusion, 'analyse isolée des graphes de la fonction courbure moyenne ne per-
met pas de distinguer une surface acceptable d’une surface incorrecte ; méme une surface
visuellement acceptable, ou acceptable suivant le critére des longueurs des courbes, donne
un graphe des courbures moyennes peu facile a interpréter.

Le fait que les courbures des courbes intercalaires soient sensiblement inférieures a
celles des courbes initiales indique que la courbure moyenne est un critére sensible, donc
probablement apte a mettre en évidence des artefacts tres fins ; mais ce critére est pour le
moment trop sensible pour notre besoin. Ce critére mériterait d’étre étudié ultérieurement
plus en détail.



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

5.1 Résumé des résultats acquis

La construction d’'un MNT de qualité a partir de courbes de niveau pose le probléeme
de I'équivalence entre le modele cartographique représenté par les courbes de niveau et
le modeéle numérique représenté par le MNT. Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un MNT soit équivalent a une représentation du terrain par des courbes de niveau
est que les courbes de niveau intercalaires dérivées du MINT s’accordent avec les courbes
initiales.

D’une maniére générale, cette condition n’est pas satisfaite par les modéles numériques
calculés a partir des courbes de niveau, en particulier pour le MNT ajusté par la méthode
de la grille élastique. En effet, si les seules informations que 'on extrait des courbes de
niveau sont les points que les constituent (ce qui revient a dire qui on traite les courbes
comme des suites des points sans lien les une avec les autres) ces MNT présentent des
artefacts qui se traduisent par des courbes intercalaires beaucoup plus tendues que les
courbes initiales ; ce phénomeéne est particuliérement visible dans les régions de crétes et
de talwegs.

Dans ce travail on a montré que le probléme des courbes intercalaires peut étre ré-
solu de facon satisfaisante en imposant a la grille élastique des contraintes telles que les
directions de I'horizontale ou les lignes de créte et de talweg. Le fait intéressant est que
ces contraintes dérivent des courbes de niveau elles-mémes, et ne nécessitent 1’apport
d’aucune information extérieure additionnelle.

Les directions de I'horizontale sont imposées a la grille élastique par l'intermédiaire
d’une grille de vecteurs. Les deux composantes de ces vecteurs sont interpolées séparément
a partir des composantes des directions de ’horizontale figurant dans les lignes polygonales
représentant les courbes de niveau.

Les lignes de contrainte constituent une approximation des lignes de créte et de talweg
et sont calculées par I'intermédiaire d’une triangulation conforme aux courbes de niveau.
L’introduction de cette triangulation a pour effet de relier les courbes entre elles, autre-

16)
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ment dit de prendre en compte la topologie, c’est-a-dire les relations de voisinage au sein
du réseau de courbes.

Les résultats obtenus avec les directions de 1’horizontale sont moins satisfaisants car il
est difficile d’estimer les directions de I'horizontale de facon précise. La fagon correcte de
réaliser une interpolation vectorielle serait sans doute d’interpoler les angles. Cependant,
ce probléme nous a paru difficile a traiter avec la grille élastique. Par ailleurs (Amodei
and Benbourhim, 1991; Chen and Suter, 1998) proposent une méthode d’interpolation
dans un champ de vecteurs (appliqué a la météorologie) mais la relative complexité du
probléme ne nous a pas encore permis d’exploiter leur résultats.

Cependant, les lignes de contrainte estimant les crétes et les talwegs constituent une
solution simple au probléme des courbes intercalaires. Contrairement aux directions de
I’horizontale qui doivent étre connues avec précision les lignes de créte et de talweg ne
nécessitent pas d’étre positionnées exactement.

S’il fallait perfectionner davantage la méthode on pourrait néanmoins penser & amé-
liorer le tracé des lignes de contrainte. Par exemple en cas de créte ou de talweg dissymé-
trique, la vraisemblance voudrait que la ligne caractéristiques ne soit pas un axe médian,
mais soit décalée vers le flanc le plus incliné.

On pourrait aussi songer a extraire ces lignes directement d’un diagramme de Voronot,
ou elles sont particulierement visibles, en suivant par exemple un approche similaire a
celle décrite par (Hangouét, 1998) ; néanmoins, cette proposition est incompatible avec la
précédente.

La cohérence entre les courbes de niveau initiales et les courbes intercalaires déri-
vées d'un MNT peut étre évaluée numériquement a partir de la longueur et la courbure
moyenne des courbes de niveau. En outre, I’écart entre les courbes finales et les courbes
initiales donné par un aller-retour CNSMNT nous montre I’aptitude de la méthode d’in-
terpolation a conserver la régularité de la pente entre deux courbes consécutives, imposée
par le modele cartographique.

Le non-respect de cette régularité se traduit par la présence, dans le MN'T, d’artefacts,
particulierement visibles dans les régions de crétes et de talwegs. Le graphe de la fonction
longueur des courbes de niveau est un outil intéressant pour détecter la présence de ce
type d’artéfacts dans les MNT ; la regularité de ce graphe exprime donc une des qualités
cartographiques des MNT.

Pour I'instant la courbure moyenne est un critére trop sensible pour mettre en évidence
la présence d’artefacts du méme ordre de grandeur que ceux détectés par la longueur des
courbes de niveau. Une solution possible consisterait peut étre a I'utiliser avec un autre
critére comme par exemple la longueur moyenne des trongons rectilignes (a une tolérance
prés) des courbes de niveau .
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5.2 Perspectives d’application

5.2.1 Lissage cartographique des MINT obtenus par corrélation

Afin d’accélérer le processus de saisie des bases de données les producteurs d’infor-
mation géographique étudient la possibilité d’automatiser partiellement la phase de res-
titution par des méthodes automatiques d’extraction de I'information topographique. En
particulier, en ce qui concerne 'information sur le relief, I'Institut Géographique National
(IGN) envisage 'utilisation des MNT obtenus par corrélation automatique des images aé-
riennes dans la production des courbes de niveau pour sa base de données topographique
(Philippe Guiavarc’h, 1995; Dupéret, 1996).
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Fi1a. 5.1 — Aspect des courbes de niveau: a) Tracées sur le MNT issu de corrélation; b)
Obtenus par restitution photogrammeétrique manuelle (provenance BDTopo - IGN).

Actuellement les corrélateurs disponibles permettent, en général, de restituer le terrain
avec une précision altimétrique, c’est-a-dire avec une erreur moyenne quadratique en z
(0,), comparable a celle observée en restitution classique du relief (Beauvillain and Jamet,
1995). Or, la qualité (mesurée en termes d’erreur o) de ces MNT, bien que suffisante pour
beaucoup d’applications, comme par exemple la production des orthophotos, n’est pas (&
ce stade de construction du MNT) satisfaisante dans la production des courbes de niveau
et de cartes de pente et estompage. En effet, la figure 5.1 montre un extrait d'un MNT
obtenu par corrélation automatique, représenté sous la forme de courbes de niveau, et les
courbes obtenues par photogrammétrie classique. Bien que ’erreur moyenne quadratique
o, du MNT soit conforme aux spécifications de qualité de la BDTopo pour les courbes de
niveau (Dupéret, 1996), on constate que les courbes dérivées du MNT de corrélation ne
sont pas satisfaisantes dans la représentation cartographique du relief car elles contiennent
beaucoup de petits détails nuisant a la « lecture du terrain », ou encore elles sont trop
bruitées.
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Pour utiliser ce MNT dans la production des courbes de niveau cartographiques il est
nécessaire donc de « lisser » le MNT. Or, le graphe de la fonction longueur peut étre
utilisée pour évaluer les techniques de lissage cartographique. En effet, il apparait sur
la figure 4.12 que ce graphe constitue un outil numérique qui nous permettra de régler
le degré de lissage que 1'on veut donner au MNT. Ce degré de lissage peut étre encore
mieux ajusté en ne considérant que les morceaux de courbes au voisinage des crétes et
des talwegs.

5.2.2 Comparaison des différents restitutions d’un méme terrain

Un probléme posé initialement dans le sujet de cette thése était de comprendre quelles
sont les caractéristiques invariantes (ou stables) dans la représentation en courbes de
niveau et en particulier le degré de généralisation des courbes.

L’idée est de comparer différentes restitutions d’'un méme terrain. En effet, si ac-
tuellement nous demandons a plusieurs restituteurs photogrammeétres et a plusieurs topo-
graphes de nous donner leur représentation du terrain sous la forme des courbes de niveau,
nous obtiendrons, pour un méme terrain, n représentations non identiques et pourtant
toutes semblables (voir figure 5.2).

)

F1G. 5.2 — Superposition de 2 restitutions:. a) faites par le méme opérateur (équidistance
10m); b) faites par deux opérateurs (équidistance 20m).

Or, cette comparaison ne nous paraissait réalisable que sur des MNT, sous réserve que
ceux-ci soient parfaitement équivalents aux modeéles cartographiques correspondants.

Disposant maintenant d’un outil garantissant une équivalence acceptable cette étude
nous semble envisageable.



Annexe A

Interpolation polynémiale par
morceaux

Soit f(x) une fonction définie dans un intervalle I = [z1,25] C R dont on connait les

valeurs z, = f(x.) aux points z. de I: z.y; = .+ h, ¢ = 1,... ,N — 1. On cherche a
estimer f(z) par une fonction g(z) telle que
ze=¢g(z;) c¢=1,... ,N. (A.1)

Dans ces conditions on dit que g réalise I'interpolation de f.

A.1 Interpolation linéaire

L’interpolation linéaire consiste a choisir g(z) égale dans chaque intervalle [z¢,z.1] &
un polynome de degré 1. En effectuant le changement de variable ¢ = #<*< le polynome
interpolateur s’écrit sous la forme P,_;(t) = at + b. Compte tenu des conditions A.1 on a

ch,h(O) = b= Ze

c’est-a-dire
meh(t) = (1 — t)Zc + th—i—l
Donc,
Ler] — X T — X,
g(x) — +1h Ze —+ i Zet+1 Vr € [«Tcychrl] (A2)

d’ou 'existence et I'unicité de g(x).

On peut aussi obtenir g(z) d'une autre facon. En effet, soit Q(¢) la fonction g(z)
d’interpolation associée a la famille {v.} telle que:

. 1 si ¢c=0
10 si ¢#0, (centier)

79
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Alors sur [z.,z.,1] la fonction

T — T T — Teyl

h )ze + Q(T)Zcﬂ

S(x) = Q(

est un polynome du premier degré qui vérifie: S(z.) = z. , S(Zcp1) = Zer1. Autrement dit
S(z) réalise 'interpolation linéaire sur [z.,x..1]; alors d’aprés 'unicité:

- . c+1 .
g(x) = Q(x hl’c)zc + Q(%)%H = Z:Q(m hxk)z/r€ Vo € [TeyXer1]
k=c

On peut préciser ()(t) en utilisant 'expression trouvée pour P, ,(t):

1— sur [0,1]
=0 pour x > 1
= () par symétrie pour z <0

c’est-a-dire (voir figure A.1),

C(1-p si 1 <1
Qw—{o S [t > 1

On peut aussi condenser I'écriture de g(z) en observant que Q(*5™%) = Q(t +c—k) =0
pour k € [c,c+ 1]¢; donc

N
T — T,
= z2Q( =) V1 € [z1,2n] (A.3)
c=1
Notons que dans cette expression z. = g(z.), ¢ = 1,... ,N et donc g(z) réalise bien

I'interpolation de f(z). En autre, Uexpression A.3 est exacte pour les polynomes de degré
< 1, c’est-a-dire, pour tout p(z) = ax +bon a

N

p(z) = ZP(%)Q(m —h%) Vz € [z1,2N]

On va démontrer que cette égalité a lieu en chaque intervalle [z.,x.41]. Soit & € [x.,Tc11],
tenant compte de I’équation A.2

Tegl — T T — T

o(a) = B p(a) + T p(wen)

qui est un polynome de degré 1 au plus. Ce polynome vérifie g(z.) = p(z.), g(xey1) =
P(Tei1), ce qui implique g(z) = p().
Le défaut de U'interpolation linéaire est que la fonction g(x) n’est pas dérivable. Si I'on

souhaite une fonction g(x) dérivable, il faut utiliser des polynomes de degré supérieur a
1.
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15— 15
.l
0.5}
0
0%, 15 11 05 0 05 1 15 2 5% 05 1 05 0 05 1 15 2

F1G. A.1 — Fonctions d’interpolation : linéaire Q(t) et cubique U(t).
A.2 Interpolation cubique

L’interpolation cubique consiste a prendre pour g(x) dans chaque intervalle [z, 2..1]
un polyndéme de degré 3. Pour que cette méthode présente un avantage réel sur 'interpo-
lation linéaire, on exigera que la fonction g(x) soit dérivable. Donc, g(x) est un polynome
interpolateur d’Hermite de degré 3 passant par les deux points

(Z'C,Zc) ) (chrlaZchl)

et dont les dérivées ont des valeurs fixes
a a

g/(l’c) = _E(zc—‘,—l - Zc) ) 9,($c+1) = —ﬁ(zc+2 - Zc)7 a#0

Afin de simplifier les calculs, I'expression de g(z) sera déduite dans un repére attaché
a lintervalle [z.,z..1], o on prend comme unité de mesure le pas h. Ainsi, en désignant

par t = 5% le polynome interpolateur d’Hermite s’écrit sous la forme

ch,h(t):ozt3+ﬂt2—|—7t+6
(t) s’écrivent :
P,.n(0) = 2z.=6
P, y(l) = zewy=a+0+v+9

n(1)
;3 n(0) = —alzer1 —20) =7
% p(1) = —a(zey2 — 2z) = 3a + 26+

Les conditions sur F;_,

d’ou
(Ze = Zeq1 + Zem1 — Zeq2) @ — 22c41 + 22,
(zc+2 + 2Zchl — 221 — zc) a— 3z, + 32c+1

= —a(zer1 — 2c)

Zc

> =2 @ L
|

ce qui montre P'existence et 1'unicité du polynome P,_,(t), avec

Poon(t) = (at —2at* + at’) ze_y + [1 — (a4 3) t* + (2 + a) t*]z +
+[—at + (34 2a)t* — (a+2) t*)zei1 + (at® — at®) ze1»
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On peut aussi obtenir g(x) d’une autre facon. En effet, soit V,(¢) la fonction g(z)
d’interpolation associée a la famille {v.} telle que:

L 1 s1 ¢=0
"“T0 si ¢c£0, (centier)
On a donc en particulier :
VI(0) = —a(v; —v_q1) =0, V(1) =—a(va —v9) =a, V](2) = —a(vs —v1) =0
Va(=1) =V(1) = —a, Vj(=2) =V;(2) =0
Alors, sur [z.,z..1] la fonction

T — Teq T — T T — Teyl

2 e+ Va2 Vi

est un polynome de degré 3 qui vérifie les propriétés:

T — T,
)Zetr1 + %(Tw)zcw

S(x) = Va(

a a

S(mc) = Zc S(xC-l-l) = Zed1 S'(mc) = _E(ZC-H - ZC—I) ) Sl(xﬁ-l) = _E(ZC—FQ - ZC)

autrement dit réalise 'interpolation d’Hermite sur [z.,z..1]. Donc d’aprés 'unicité :

c+2

= Y W

k=c—1

k)zk Vo € [XeXer1]

Notons que I'écriture de g(x) peut se condenser en observant que Vo (%) = V,(t +
c—k)=0pourk € [c—1,c+2]°; donc

=32 Va(FT) Va € [waan ] (A.4)
h

On peut aussi préciser V,(t) en utilisant 'expression trouvée pour Py, (t). En effet,

Vat)=1—(a+3)t*+(2+a)t? pour ¢ € [0,1]
Vo(t)=a (t —1) —2a(t—1)°+a(t—1)° =8at — 4a — 5at*> + at® pour t € [1,2]
Va(t) = pour t > 2
Va(— t) V,(t) par parité pour ¢t < 0

c’est-a-dire

@+ 2P —(@+3)t2+1 si 0<| <1
Vo) =< alt]? —5alt] +8alt| —4a si 1<|t] <2 (A.5)
0 si [t] > 2

Cette expression représente une famille de fonctions cubiques paramétrée par la valeur a.
La fonction dérivée est une fonction impaire (V,(—t) = —V,(t)) donnée par

(Ba+6)t* — (2a+6)t si 0<t<1
VI(t) =< 3at* — 10at + 8a si1<t<2
0 s1 t>2
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A.2.1 Choix de la fonction cubique

On a vu que chaque valeur de la fonction V,(¢) définit une courbe formée par trois
arcs de cubique raccordant en contact de —2 a +2.

Le choix du parameétre a est fait de fagon que la fonction g(z) vérifie la propriété de
reconstruction pour les polynomes de degré < 1; cela veut dire que si P(z) = gz + 7,
alors P(x) = Y, P(x)Va(*5). On va chercher pour quelle valeur de a I’égalité a lieu
dans chaque intervalle [z.,z..1]. Soit z. < & < 1 et désignons par

r — T

R@z) = 3 PlaV*)

_xc

h

LT — Te-1

L)+ Pl V(-
T — Tey2

)

T — Tet1

- P(xc—l)‘/a( h )

) + P(we1)Va(
+P(xc+2)v:1(

Alors R(z) est un polynome de degré < 3 qui vérifie:

R(ae) =~ (P(ees) = Plac)

Mais P(x 4+ h) — P(z — h) = 2hP'(x), d’on
R'(z.) = —2aP'(z.)

Pour qu’on ait R(x) = P(z) dans [z.,z.41], et en particulier R'(z.) = P'(z.), il faut donc
que:

(A.6)
Supposons maintenant que P(x) est un polynome de degré < 2, P(x) = pz? + qx + 1.
On a
R(z.) = P(zc) R(xc1) = P(2es1)
et puisque a = —%

R(z.) = P'(x.) R(xep1) =P (wei1)

autrement dit R(z) réalise U'interpolation d’Hermite de P(z) sur [z.,2q41]. Comme P(z)
est aussi un interpolant d’Hermite de lui-méme et que I'interpolation d’Hermite est unique,
c’est que

P(z) = R(z) sur [zc,Zc 1]

Ce qui prouve que pour a = —% la fonction donné par 'expression A.5, c¢’est-a-dire
(voir figure A.1)
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1P = St +1 si 0< |t <1
Ut)=< —L[tP+21tP —4ft|+2 si 1<t <2 (A.7)
0 si lt] > 2

conduit & une formule de reconstruction exacte pour les polynémes de degré < 2.

Une conséquence de la propriété de reconstruction de la fonction U est qu’elle est
la seule conduisant a une erreur de norme O(h?®) pour une fonction f(x) de classe C?;
les autres V, (a # —31) donnent une erreur de norme O(h?) (Keys, 1981). En effet, on
suppose f(z) connue aux noeuds d’interpolation x.—; .y, trois fois dérivable partout et
f"(x) bornée, c’est-a-dire | f”(z)| < A Vzx. L’estimation de f(z) par interpolation cubique
est
T — T,

o) = 30 FlaU (=)

On s’intéresse a 'erreur d’estimation e(x) = |g(z) — f(z)| dans l'intervalle [x.,xq41]. Or,
dans cet intervalle, la fonction f(z) peut s’écrire, en utilisant la formule de Taylor, sous
la forme

f(x) = pe.(2) + 120 (2)

olt p,, () est un polynome de degré 2 et |r, (z)] = 2| (t)(z — z.)%| < 4|z — z.[* avec
T, <t < x. Donc,

r — T r — Tk

9(@) = pe.(2)U( W )+ ra (@)U )

T—Tp

Mais p;, () est un polynome de degré 2, alors ), p,, (2x)U(*5%) = pa.(z), ot

r — T

9(x) = pr.(x) + 3, ra () U(——)

Si x € [Z.,Zc11], une majoration de l'erreur d’estimation est

a) = |3, ran)U ()~ o)

c+2 c+2

xr—XT
< YU - e (e)] + Alr — 2P < A fag — @l + AR
k=c—1 k=c—1
< EAh?’
6

Comme cette inégalité est indépendante de .,
e(z) = sup{e(r); 1 <z < ay} = O(h?)

ce qui prouve que 'erreur d’estimation est de norme O(h?).
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° Noueds dnterpolation
FonctionU(t)
- FonctionV, __(t)

L L L
3 4 5 6

F1G. A.2 — Reconstruction de la fonction f(x) =z + 1 par les fonctions U et V_.

Finalement, on remarque que dans la littérature certains auteurs utilisent la fonction
Va=_1(t) au lieu de la fonction U(¢). Or l'utilisation en cartographie de cette fonction ne
semble pas recommandable car, comme nous avons déja montré, elle ne permet pas de
restituer exactement une fonction affine. En effet, dans la reconstruction du polyndéme

T—T¢

f(z) = pr + q par la fonction générique g(z) = > 2.Va(*5*) on a

ap
g (z.) = _F(xc+1 — x.) = —2ap.
Or, si a = —1, ¢'(z.) = 2p # f'(z.). Cet défaut est illustré dans la figure A.2. La

reconstruction de la fonction f(xz) = x + 1 par la fonction d’interpolation V_;(¢) donne
une courbe comportant des ondulations.

A.2.2 Interpolation sur les bords

La formule A.4 est valable pour V& € [x2,zx_1]. Pour interpoler dans les intervalles
[x1,22] et [zn_1,2n], il est nécessaire d’introduire quelques conditions supplémentaires.
D’une part, dans l'intervalle [x1,22] on va obliger a la fonction g(x) a passer par les deux
points (z1,21) et (z2,22) et, pour assurer la dérivabilité, ¢'(z2) = 5- (23 — 21) ; en d’autres
termes g(z) doit étre un polynome de degré 2: g(z) = pz® + gz +r. Or, pour h =1, on a

g(0) = r=z
9(1) = p+g==2

1
g1) = 2p+q=§(z3—z1)

ce qui donne

1 1
g(t) = §(t2 —3t+2)z + (—t*+ 2tz + §(t2 — )23

En procédant de fagon identique pour = € [z2,2y_1] on obtient

1 1
g(t) = E(tz —t)an_o+ (—tQ + Dz 1+ §(t2 +1)zn
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On arrive aux mémes résultats en ajoutant deux noeuds d’interpolation supplémen-
taires xg et xy1tels que xg = x1—h et .1 = zy+h. En effet, la fonction d’interpolation
cubique g est (pour t = (x — z.)/h):

1
g(t) = 5[(—163 + 2% — t) 2o + (3 — 52+ 2)ze + (=33 + 4% + )2 +
+H(t* = %) 2c42] (A.8)

Six € [r1,22] Oon a

g(t) = %[(—Zo + 321 — 320 + 23)t2 + (—Bzy + 4z — 23)t2 + (—2 + 2)t] + 21
Mais dans cet intervalle g(¢) est un polyndome de degré 2 au plus; donc
20 =321 — 329 + 23 (A.9)
De facon similaire on conclut que

AN+l = 321\7 — 32]\[,1 + zZn_o (AlO)

En conclusion, si on ajoute les noeuds supplémentaires xg et £y, 1, Oll On suppose que
la fonction qu’on veut estimer f prend les valeurs zp et zy .1, la formule d’interpolation
cubique A.8 devient valable pour Vz € [z¢,xci1], c=1,... ,N.

A.3 Généralisation a deux dimensions

Supposons donné dans le plan un maillage régulier M, de noeuds (z.,y;), définis par
Ter1 =T+ h, ety =y +kavecc=1,... N—1letl=1,... ,M—1. La généralisation
de la formule d’interpolation se fait naturellement par

N M

gay) = DDz (V)

c=1 [=1

ot les coefficients d’interpolation z.; = f(z.,y:), et la fonction d’interpolation V est V = @
pour l'interpolation bilinéaire et V' = U pour l'interpolation bicubique.



Annexe B

Diagramme de Voronoi et
Triangulation de Delaunay

Dans la suite on désigne toujours par P = {p1,pa, ... ,p,} un ensemble fini de n points
du plan (espace affine R?). Dans cet espace, on considére définie la fonction distance

d(p,q) = \/(pw — @)+ (py—q)® VpgeP

B.1 Diagramme de Voronoi

On veut générer une partition du plan pour laquelle chaque élément V(p;) est le sous-
ensemble des points du plan qui sont plus proches d’un point p; € P que de tous les autres
points de P, c’est-a-dire:

V(p;) ={q € R*: d(q,p:) < d(q.p;), Vj#i}.

Chaque région V(p;) est appelée polygone de Voronoi associé au point p; ; ce polygone
est défini par 'intersection des n — 1 demi-plans contenant p; et délimités par les média-
trices des segments p;p; ; chaque polygone de Voronoi est donc convexe et éventuellement
non borné (voir figure B.1).

Le réseau formé des points équidistants de deux points p; constitue le diagramme de
Voronoi de P et est désigné par Vor(P); il est formé des sommets et d’arétes; les arétes
sont des portions des médiatrices et les sommets sont définis par les intersections des
arétes et donc équidistants a plus de deux points de P.

Dans la pratique, le calcul du diagramme de Voronoi est fait a partir d’une triangula-
tion de Delaunay, car elle est plus simple & mettre en oeuvre.

87
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: 2)

Fia. B.1 — Construction du diagramme de Voronoi: a) Chaque polygonne de Voronoi est
defini par Uintersection des demi-plans. b) Diagramme de Voronoi du semis de points

B.2 Triangulation de Delaunay

Par définition, chaque cellule V(p;) est non vide et associée a un point p; de P. A
partir de ces V(p;) on peut construire la triangulation de Delaunay. En effet, dans le cas
particulier ou il n’existe pas de quadruplet de points (p;,p;,pk.pi) de P cocirculaires tout
sommet de Voronoi est équidistant de trois points (p;,p;,px) de P. Autrement dit, tout
sommet du diagramme de Voronoi est centre d'un cercle (cercle de Delaunay) passant
par trois points (p;,p;,pr) et ne contenant aucun autre point p; de P (de Berg et al.,
1997). La triangulation obtenue en joignant les triplets des points (p;,p;,px) est appelé
triangulation de Delaunay. Cette propriété d’orthogonalité entre les cellules de Voronoi
et la triangulation de Delaunay est illustré dans la figure B.2.

La triangulation de Delaunay est donc caractérisee par la propriété que le cercle cir-
conscrit & chaque triangle (p;,p;,px), ¢’est-a-dire le cercle de Delaunay, ne contient aucun
autre point de p; de P. En plus, dans le cas ou il n’y a pas de points cocirculaires, la
triangulation de Delaunay est unique et maximise le plus petit angle des triangles.

Dans la littérature, on trouve beaucoup d’algorithmes qui permettent de construire
des triangulations Delaunay en deux dimensions. Une présentation et comparaison des
différents algorithmes est donnée en (Midtbg, 1993). Nous présentons ici seulement 1’algo-
rithme de « division puis fusion » (en anglais divide-and-conquer) car c¢’est cet algorithme
qu’on utilise dans la construction de la triangulation de Delaunay. Cet algorithme est du
type récursif et permet de construire la triangulation avec une complexité O(nlog,n)
dans le pire des cas; il se décompose en trois étapes:

1. Séparation de ’ensemble P en deux sous-ensembles disjoints P; et P, de méme taille
a quelques éléments pres, tels que P et P, sont séparés par une ligne polygonale o.

2. Construction des deux triangulations de Delaunay 7 (P;), 7 (P1) récursivement sui-
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e Point

a) o Centre duO

Fic. B.2 — Dualié entre le Diagramme de Voronoi et la triangulation de Delaunay. a)
Diagramme de Voronoi et Triangulation de Delaunay. b) Construction du diagramme de
Voronoi a partir de la triangulation de Delaunay

vant le méme principe; la fin de récursivité est donnée par P; ou P réduit a trois
points.

3. Fusion des deux triangulations de Delaunay 7 (P;) et T (P;)

Une fois calculée la triangulation Delaunay de ’ensemble P des points, la construction
du diagramme de Voronoi Vor(P) associé a cette triangulation est immédiat. En effet,
pour chaque point p; € P, il suffit de déterminer les triangles qui partagent ce sommet et
de calculer les cercles circonscrits a ces triangles ; le polygone de Voronoi associé au point
p; est le polygone convexe formé par les segments de droite qui joignent les centres des
cercles.

B.3 Triangulations contraintes

Maintenant on dispose d’un ensemble de points P et d’un ensemble d’arétes C (aussi
appelé champ des contraintes). On suppose que toutes les arétes de C sont des segments
définis par des points P, et que ces segments s’intersectent uniquement en leurs extrémités.

On se propose, alors, de construire une triangulation de I’enveloppe convexe de P avec
des propriétés similaires a la triangulation de Delaunay et telle que les arétes apparaissent
de l'une des deux fagons suivantes (George and Borouchaki, 1997):

— dans la triangulation conforme (en anglais conforming Delaunay triangulation),
chaque aréte de C peut étre subdivisée, chaque subdivision étant un coté de tri-
angle,
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— dans la triangulation contrainte (en anglais constrained Delaunay triangulation),
chaque aréte entiére de C est un coté de triangle.

(Shewchuck, 1997) donne une description détaillée de ces types d’algorithmes. Ses
sources de code on été adaptés et implémentés dans notre environnement de travail.
Remarquons, cependant, que 1'idée de base des deux méthodes est la méme: on part
d’une triangulation Delaunay construite sur P et on regarde quelles sont les arétes qui
ne sont pas présentes dans la triangulation. Pour ces arétes, selon la méthode utilisée, on
procéde comme suit :

— dans le cas de la triangulation conforme (c’est-a-dire, par cassage des arétes) on
introduit les points milieux des arétes et on retriangule le nouvel échantillon de
points. On répéte cette opération jusqu’a ce que toutes les arétes, définies par les
partititons introduites, soient présentes dans la triangulation.

— dans le cas de la triangulation contrainte (c’est-a-dire par forgage des arétes), on
détermine le polygone formé par les triangles dont au moins une aréte intersecte
Paréte contrainte. Ce polygone est retriangulé de facon que l'aréte contrainte soit
présente. Cette opération est répétée pour chaque aréte contrainte (voir figure B.3).

Fic. B.3 — Construction d’une triangulation contrainte.

I’avantage de la triangulation contrainte par rapport a la triangulation conforme ré-
side dans le fait que cette triangulation ne contient pas d’autres sommets que ceux qui
appartiennent a P. Par contre, dans la triangulation conforme tous les triangles sont de
Delaunay (c’est-a-dire vérifient la propriété du cercle de Delaunay), au contraire de la
triangulation contrainte. Cependant la triangulation par forcage des contraintes conserve
une des propriétés de la triangulation de Delaunay, a savoir que parmi toutes les triangu-
lations qui vérifient les contraintes C cette triangulation maximise le plus petit angle des
triangles.

La figure B.4 illustre la construction des deux triangulations (conforme et contrainte)
par la méthode décrite précédemment. La figure B.4-a montre les points (I’ensemble P) et
laréte (contraintes C) a trianguler. La figure B.4-b montre la triangulation Delaunay de
P. Cette triangulation ne contient pas l'aréte C. La figure B.4-c montre la triangulation
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5 . . . 5
a5 \ 25
0 e o ° ° 0
a) b)
0 4 8 0 4 8
5 5
25 25
0 0
c) d)
0 4 8 0 4 8

Fic. B4 — Triangulations contraintes: a) Les données sont des points et des arétes;
b) Triangulation de Delaunay des points; c¢) Triangulation conforme; d) Triangulation
contrainte.

conforme qui résulte de la triangulation de Delaunay de I’ensemble P et du point milieu
de l'aréte. La figure B.4-d montre la triangulation contrainte que résulte de l'insertion de
I’aréte dans la triangulation.
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