Departamento do Ensino Secundario
Matematica B
Programa do 129 Ano

Texto para discussao
Cursos Tecnoldgicos de:

Construgdo Civil, Electrotecnia/Electrénica, Informatica,
Mecanica, Quimica e Controlo Ambiental, Ambiente e
Conservacao da Natureza, Desporto, Administracdo, Técnicas
Comerciais e Servicos Juridicos.

1 Desenvolvimento dos temas a abordar
e respectivas indicacoes metodologicas

1.1 Modelos de probabilidade

‘ 14 aulas de 90 minutos‘
Todos os dias somos confrontados com situagoes que nos conduzem a utilizar, intu-
itivamente, a nocao de probabilidade. Nos mais variados aspectos da nossa vida esta
presente a incerteza: no jogo (totoloto, totobola,...), na probabilidade de chover ou
fazer sol, na probabilidade de sucesso de um certo produto que se pretende lancar
no mercado, ... As nogoes de probabilidade devem fazer parte da formacao de um
cidadao para que ele se possa integrar nas sociedades actuais onde a incerteza e
a aleatoriedade sao nocoes usadas frequentemente. Os conteiudos a abordar neste
tema devem ser apresentados aos estudantes depois de estes terem sido confrontados
com actividades proprias do dia-a-dia de qualquer pessoa, associadas a este tema,
como por exemplo: jogos, inquéritos, extracgoes com reposicao e sem reposicao de
bolas de uma urna, lancamento de moedas, de dados, ... Sao eles:

e Modelos de Probabilidade;

e Aproximagoes conceptuais para a Probabilidade :
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— Aproximacao frequencista de probabilidade;

— Definigao cléssica ou probabilidade de Laplace ;
e Distribuicao de probabilidades - variavel aleatoria.

e Triangulo de Pascal e Binémio de Newton.

A base da aprendizagem deve estar na experimentacdo — recorrendo a materi-
ais manipuldveis ou simulagoes — e na resolucao de problemas. Ao modelarem
situagoes, os estudantes sao conduzidos a construirem o espaco de resultados de
uma experiéncia aleatoria e a definirem acontecimentos. Os estudantes poderao
usar simulagoes para construir empiricamente distribuig¢oes de probabilidades e uti-
lizar a nocao frequencista de probabilidade comparando resultados de simulagoes
para predizer valores da probabilidade de um acontecimento. Sugere-se a consulta
da “Actividade — Exemplo de como organizar uma experiéncia na sala de aula”
(Brochura de Probabilidades, pag 36).

A definicao de Laplace de probabilidade deve ser apresentada depois de serem criadas
condicoes para se sentir a sua necessidade.

Através da apresentacao de uma actividade (como por exemplo, “Jogo dos dois
dados” (Brochura de probabilidades, pag 44) e depois de ter sido abordada experi-
mentalmente a nocao de probabilidade de um acontecimento, os estudantes podem
sentir dificuldades naturais. E esse o melhor modo de perceber o interesse de alguns
resultados tedricos.

Sera aconselhavel que os estudantes resolvam problemas utilizando raciocinios com-
binatorios sem recorrer a férmulas ou a um estudo sistematico de combinatoria.
Através de simulagoes ou quaisquer outros meios, os estudantes podem ser con-
frontados com algumas distribui¢oes de probabilidades.

E importante que os estudantes sejam capazes de estimar probabilidades de acon-
tecimentos através da andlise de um histograma. Recorrendo a calculadora, podem
determinar a média e o desvio-padrao de uma distribuicao.

A partir de situagoes simples, podem reconhecer como modelos as distribuicoes
normais e identificar algumas das suas propriedades.

1.2 Modelos discretos — sucessoes

‘ 14 aulas de 90 minutos‘

Pretende-se que os estudantes desenvolvam a capacidade de modelar e resolver
situagoes envolvendo sequéncias numéricas.

Modelos de crescimento linear ou nao linear podem resultar da abordagem de
situacoes realistas.

A folha de cédlculo pode ser utilizada como meio de organizar os dados e realizar
os calculos necessarios para resolver problemas apresentados, mas também como
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meio eficaz de estudar os efeitos da alteracao de dados iniciais numa sequéncia de
calculos. O trabalho com a folha de céalculo na procura de solucoes e na descoberta
dos efeitos desta ou daquela mudanca é por si s6 uma aprendizagem importante
para os estudantes dos cursos tecnoldgicos. Os estudantes podem também aprender
a gerar os termos de uma sequéncia na modelacao ou estudo de situagoes reais.
E aconselhdvel a visualizacao dos graficos correspondentes as situagoes criadas e
geridas a partir de listas de dados na folha de célculo.

Algumas das situagoes previstas para utilizar a folha de calculo podem também ser
abordadas usando a calculadora grafica.

1.2.1 Progressoes

As situacoes apresentadas podem ser de crescimento linear e introduzir as progressoes
aritméticas e podem ser de crescimento exponencial e servir de motivo para a abor-
dagem das progressoes geométricas. Podem ainda ser apresentadas situacoes para
outros tipos de crescimento.

Os estudantes encontrarao o poder das exponenciais explorando problemas classicos
tais como — "os graos de milho no tabuleiro de xadrez”, ” evolugao de um capital
sofrendo juros simples ou acumulados”, ”crescimento de uma populagao”,.... Outros
problemas do tipo de ”a geracao de coelhos de Fibonacci”, ”sequéncias de niimeros
(nimeros triangulares, quadrangulares,...)” ou equivalentes vao permitir encontrar
o conceito de sucessao e as diferentes formas de as definir (incluindo o método
recursivo), bem como interessantes representagoes gréficas.

Os estudantes perante experiéncias de modelacao de crescimentos devem compreen-
der e estabelecer as diferencas entre as relagoes aditivas a,+1 = a, + r e as multi-
plicativas a,+1 = a, X r e a sua correspondéncia com as expressoes y = ar + b e
y = ab”.

Podem ainda estudar sequéncias de somas parciais e descobrir que encontram uma
funcao quadratica como férmula da soma de n termos de uma progressao aritmética
e uma fungao exponencial (abordada de forma totalmente intuitiva) na progressao
geométrica.

Os estudantes poderao fazer investigacoes sobre outras caracteristicas destas sucessoes
e mesmo chegar a caracterizar e a usar representacoes tabelares das primeiras
diferencas, segundas diferencas e razoes de termos sucessivos relacionando-as com
os modelos linear, quadrético e exponencial. Poderao usar estas caracteristicas para
escolher modelos apropriados a situacoes contextualizadas.
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1.3 Modelos continuos nao lineares
— a exponencial e a logaritmica
— a logistica

|14 aulas de 90 minutos|

Em muitos problemas as varidaveis tomam valores que pertencem a modelos nao
lineares. De entre os modelos nao lineares, sao importantes e interessantes os expo-
nenciais da forma y = a(b").

Actividades como ”EliM&Minagao” (brochura F12, pag 98) ou experimentais do
tipo de ”o arrefecimento de agua numa chavena”, com sensores de temperatura
e uma calculadora grafica ou um computador, permitem aos estudantes ajustar
fungoes que nao sao de quaisquer dos tipos anteriormente estudados, mas podem
sugerir-lhes prolongamentos do estudo que fizeram com progressoes geométricas.
Os modelos exponenciais podem ser introduzidos para resolver problemas de evolugao
das populagoes, poluicao, temperaturas, drogas no sangue, materiais radioactivos,
etc, alguns deles ja abordados a um certo nivel quando da abordagem das progressoes
geométricas.

Pretende-se que os estudantes sejam capazes de :

e Reconhecer e dar exemplos de situagoes em que os modelos exponenciais sejam
bons modelos quer para o observado quer para o esperado;

e Usar as regras das exponenciais e as calculadoras gréficas ou computador
para encontrar valores ou graficos que respondam a possiveis mudangas nos
parametros;

e Interpretar uma funcao e predizer a forma do seu gréfico ...

e Descrever as regularidades e diferencas entre os padroes lineares e exponenciais.
e Obter formas equivalentes de expressoes exponenciais;

e Definir o niimero e e logaritmo natural,

e Resolver equagoes simples usando exponenciais e logaritmos (no contexto da
resolucao de problemas).

Os estudantes podem reconhecer o logaritmo como solugao de equagoes exponenciais
e a funcao logaritmica como inversa da exponencial.

Problemas como ”A construgao da barragem” (F12, pag 133) permitirao que o
estudante reencontre o conceito de assimptota ou de limite.

Actividades como 7 Sismos na Internet” (F12 pag 137) permitirao que o estudante
reconheca propriedades dos logaritmos e estude, aplicada a esta fungao, a taxa de
variagao num ponto.
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As actividades do tipo "Matematica e misica” em que o estudante, usando sensores
de som e calculadoras ou computadores, determina as frequéncias de notas de uma
escala musical e investiga relacoes e diferencas entre essas notas, permitem discussoes
muito ricas na sala de aula.

Finalmente, uma actividade do tipo da ” Evolugao da populagao portuguesa” (brochura
F12, pdg 110) permite encontrar a funcao logistica que é modelo de variados fenémenos
reconheciveis em aplicacoes a estudos feitos em outras disciplinas.

1.4 Problemas de optimizacao
- aplicacoes das taxas de variacao
— programacao linear, como ferramenta de planeamento
e gestao

‘ 14 aulas de 90 minutos‘

1.4.1 Taxas de variagoes e extremos

J&4 no 109 ano, os estudantes resolveram problemas de optimizacao, estimando ou
mesmo calculando extremos de fungoes, sobre os graficos e as tabelas das fungoes.
No 119 ano, tomaram contacto com a taxa média de variagao e com a taxa de
varia¢ao instantanea, interpretando geometricamente estes conceitos.

Os estudantes apercebem-se da relacao entre o sinal da taxa de variacao num inter-
valo e a monotonia da funcao nesse intervalo. Os novos exemplos da exponencial e
da logaritmica podem servir para confirmar essa intuicao reforcada pela repetigao
de exemplos de comportamento dos graficos de fungoes diversas.

Um problema como aquele em que se atira uma pedra ao ar e a altura em fungao
do tempo é dada por uma quadratica permite aos estudantes determinar a taxa
de variacao num instante qualquer, ty, e representar no mesmo referencial a fungao
dada e a funcao dos "declives das rectas tangentes” num intervalo do dominio da
funcao.

Tracando a pardbola e a recta derivada eles confirmarao que para os valores de
t em que a segunda é negativa a primeira decresce, bem como para aqueles em
que a segunda é positiva a primeira cresce e que no zero da afim encontrarao o
extremo da quadratica. Problemas do tipo da determinacao do volume maximo de
uma caixa feita a partir de uma folha de papel, ou outros semelhantes, constituem
oportunidades anélogas.

No contexto de situagao problematica simples, um volume de um sélido é dado por
uma ctbica. Editando na calculadora
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y1(z + 0,0000001) — y;(x)
0,0000001

a cubica e a funcao dos declives das rectas secantes para todo o = quando a amplitude
do intervalo é h = 0,0000001. [Considera-se esta abordagem preferivel ao recurso do
da calculadora por manter presente o conceito de taxa de variagao e permi-
tir comparar os dois graficos e estudar a influéncia do valor de h e procurar o extremo
da primeira funcao através do mudancga de sinal e zero da segunda. Recomenda-se a
consulta das paginas 48 a 53 da Brochura, sobre o tema da ”derivagdo numérica”|.
Este modo de proceder pode ser adoptado no estudo da monotonia das funcgoes
exponenciais e logaritmicas. Se possivel, os estudantes podem compreender que a
taxa de variacao instantanea de uma funcao exponencial é proporcional ao valor
da funcao no ponto considerado e interpretar isto como um crescimento relativo
constante.

Do mesmo modo, se pode estudar a monotonia e os extremos de fungoes trigonométricas,
em resposta a perguntas postas no contexto da resolucao de problemas.

y=ax® +br*+c ey =

1.4.2 Programacgao linear

Situacoes realistas simples com constrangimentos de produgao ou outros que podem
ser modelados por inequagoes lineares servem para delimitar um poligono convexo
que da informagao completa sobre as quantidades possiveis para cada produto.

A matematica mobilizada é simples e acessivel e as representacoes graficas apu-
radas (dominios planos) e tabelas sdo bons instrumentos que ajudam a interpretar
a situacao, as condicoes impostas a uma producao ou uma cadeia de producao,
armazenamento, distribuigao, etc.

Os problemas colocados apresentam os constrangimentos caracteristicos de cada
situagdo e um objectivo (mdximo ou minimo de uma func¢ao objectivo) a ser al-
cancado com o maior éxito nas condicoes existentes.

Pretende-se familiarizar os estudantes com situacoes de gestao e desenvolver com-
peténcias para tomar decisdes boas em termos de planeamento (da produgao, por
exemplo) que podem ter a ver com maximizar lucros, minimizar custos ou consumos,
etc.

Na aula de Matematica poderao tratar-se problemas simples com caracteristicas
idénticas. Assim cada exemplo tratarda de maximizar ou minimizar uma determi-
nada quantidade ( fungao objectivo) tendo-se em conta certas limitagdes ou cons-
trangimentos.

Se houver tempo, os estudantes podem mesmo ser colocados perante a necessidade
de tomar decisdes de novos investimentos que alterem as condigdes de fabrico (o
poligono dos constrangimentos) de modo a responder a novos desafios ou a obter
melhorias, com vantagem sobre o peso dos investimentos, nos maximos ou minimos
da funcao objectivo. No fundo, trata-se de colocar aos estudantes situagoes de
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trabalho em que seja marcante a utilidade do planeamento e benéfica a colaboragao
da matemadtica para tomar boas decisoes em empresas ou colectivos de trabalhadores.
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