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Introducéo

Um dos mais interessantes temas de matematica estudados por Pedro Nunes
(15021578) foi o das linhas de rumo. As suas contribuicdes principais nese a&3nto
sd0, de uma forma geral, bem conheddas entre os leitores de lingua portuguesa, tendo
sido varios os autores a exp0-las de forma @rreda nos Lus escritos obre Pedro
Nunes.

Uma linha de rumo (também chamada “curva loxodrémica”) é uma arva
sobre a afera wm uma definicBo muito simples. supondo tracalos obre a afera
meridianos como no globo terrestre (isto €, circulos maximos passando por dois
polos), trata-se de uma airva que @rta todos os meridianos sgundo um mMesmo
angulo. O interesse de um ta tipo de arva para anavegacd® € 6bvio. De fado, a
maneira mais natura de navegar no mar ato — ou sga sem pontos de referéncia
costeiros — € obrigar o barco a manter um éngulo constante cm o norte da busla. A
rota seguida deste modo é uma linha de rumo.

Que aurvas 10 aslinhasderumo?

Uma questédo que se mloca é ade saber que tipo de aurvas S0 as linhas de
rumo, e em particular se se trata de drculos maximos, que cmo se sabe dao os
caminhos mais curtos entre dois pontos (0s circulos maximos 0 as “redas’ da
superficie esférica). Por exemplo, se o rumo for de 0&, arota seguida €o meridiano do
lugar de partida, que €um circulo maximo. E se estivermos no equador e seguirmos
um rumo de 908, percorremos exadamente o equador, que também € um circulo
méaximo. Mas |logo vemos que, se seguirmos um rumo de 90¢é a partir de um ponto que
néo estegja sobre o0 equador, a arva descrita €0 paralelo do lugar de partida, que éum
circulo mas ndo é um circulo maximo. Logo, as linhas de rumo ndo sdo sempre
circulos maximos. A vantagem que ha en navegar mantendo o rumo constante €
portanto, acompanhada pelo inconveniente de arota seguida ndo ser a mais curta.

O primeiro matemético a oloca e andlisar estas questdes foi Pedro Nunes.
Em 1537 em anexo a sua traducd do Tratado daEsfera de Saaobosco, publicou
Pedro Nunes dois tratados em portugués bre questdes de navegacd. Destes dois
textos, o primeiro, com o titulo Tratado sobre cetas dividas da navegacio, foi
inspirado por algumas perguntas de Martim Afonso de Sousa (15001564, capitdo da
armada, explorador do Brasil entre 1531 e 1533 e futuro governador da india. O
segundo intitula-se Tratado em defesa da carta de marear, com 0 regimento da
altura. Nestes tratados, Pedro Nunes afirma cm toda a d¢areza que os circulos
maximos, que ddo a menor distancia entre dois pontos, ndo sdo, salvo no caso do
equador e dos meridianos, rotas de rumo constante. Isto €, quem quiser seguir por um
circulo maximo tem que estar sempre amudar o rumo (o angulo com o meridiano).



Diz de:

[Na ate de navegar] ha daos modos. o primeiro éir por uma mesma rota, sem fazer
mudarga (...). O segundomodoseria ir por circulos maiores(...).

E noutras passagens, mais adiante:
(...) ir por circulo maior (...) €anda menas caminho.

Se queremos navegar por circulo maior, necessario € sabermos a mudarga que fazem
os anguosda paicdo das lugares, para conforme a is mudarmos a rota.

(...) o caminho g se faz por uma rota nédo € por circulo maior que €o dreito e
continug, pois empre fazemos com os novos meridiancs anguo igud ao com que
partimos, o que ea imposdvd fazer circulo maior se por ele fosemos; antes é uma
linhacurva eirregular.

(...) os rumos [ndo sdo] circulos, mas linhas curvas irregulares, que \ao fazendo com
todos os meridiancs que passamos angudosiguas (...).

A distincdo é darissma. Nestes textos de Pedro Nunes encontra-se, pela
primeira vez, a identificac® de um novo tipo de arrva, as linhas de rumo,
acmmpanhada de dgumas figuras com a representaca grafica de uma linha de rumo,
bem como a dirmacé inequivoca de que — savo no caso do equador e dos
meridianos — as linhas de rumo séo curvas diferentes dos circulos maximos, e portanto
néo ddo os caminhos mais curtos.

Equinocial.

Figura de Pedro Nunes (1537 representando a linha de rumo de 45°
e o correspondente drculo maximo passando por um ponto do equador



Figura de Pedro Nunes (1537 representando varias linhas de rumo
vistas em projecc@o do pélo norte

No segundo dos tratados, Pedro Nunes inclui uma secc¢@ intitulada “Como se
navegara por circulo maior”, onde propde um compromis entre os dois modos de
navegacd. Sugere de gque o piloto va mudando o rumo de vez an quando, de uma
forma que descreve an pormenor, de modo que arota seguida, composta por arcos de
linhas de rumo, se groxime de um circulo méximo. Assm se cmpatibilizam e
aproveitam as vantagens dos dois modos de navegar, e esta ideia de Pedro Nunes foi
aproveitada &é as dias de hoje.

Sendo estes os fados, tdo claros e tdo antigos, ha qualquer coisa de
extraordindrio em que, ainda hoje, vérias fontes € aganem a respeito do que Pedro
Nunes dis® eestudou sobre & linhas de rumo. Serve de exemplo a seguinte passagem
da Encydopeadia Britannica, num artigo sobre aurvas (traducéd minha):

[A linha de rumo] é hakitualmente definida como a curva que crta os meridiancs de
uma esfera segundo um angudo constante. A curva foi concebida pela primeira vez
por Pedro Nunes em 155Q (...) Nunes pensava que uma [linha de rumo] que une dois
portos numa esfera era a distancia mais curta naesfera entre eses portos. Mas 0s
marinheiros do seallo 19 perceberam que a navegacdo pa circulo maximo é
preferivd para encurtar as distancias.

Claro que Pedro Nunes ndo pensava nada dis®, como atras < viu. A frase
sobre 0 que os marinheiros do séaulo 19 “perceberam” ndo merece omentarios. E a
data de 1550 € inventada: ndo existe nenhuma obra de Pedro Nunes publicada nesse
ano.



A matematica daslinhas derumo

Numa versdo desenvolvida, em latim, dos seus tratados publicada en 1566
em Baslleia, escreve Pedro Nunes bre alinha de rumo:

A linhacurva é diferente [de um circulo méximo] e ésemelhante a uma hélice(...).

E nos tratados latinos que Pedro Nunes leva mais longe asua anédlise das
linhas de rumo. Com o objedivo de permitir traca linhas deste tipo sobre globos, o
gue poderia ser um bom auxiiar na navegacd®, Pedro Nunes apresenta um
complicado proces para obter pontos obre linhas de rumo na efera. Este proces
consiste na resolugéo sequencia de varios triangulos esféricos. A figura seguinte €do
texto origina de Pedro Nunes.

O ponto a € o polo norte, e 0 ponto b € um ponto (no equador) pertencente a
linha de rumo correspondente a um angulo V dado. O proces® de Pedro Nunes
permite cdcular sucessvamente @& coordenadas dos pontos c, e, etc., que estdo
aproximadamente sobre alinha de rumo. Percebe-se porque é que a onstrucéo €
aproximada: os lados mais pequenos dos sucessvos tridngulos esféricos o arcos de
circulo maximo, e portanto em cada pas ha um ligeiro desvio em relacd® ao rumo
indicado por V. Quando os angulos no polo diminuem, os pontos sicessvamente
cdculados aproximam-se de pontos exados da linha de rumo.

Este notavel trabalho de Pedro Nunes é descrito em pormenor no artigo de
Raymond dHollander “Historique de la loxodromie”, publicado na revista Mare
Liberum né 1 (1990, p. 2969. No fim da sua @nstrucéo, Pedro Nunes inclui uma
tabela para gresentar os resultados dos cdculos para 0s rumos correspondentes aos
sete &gulos 118150, 226300, 338450, 458, 566150, 676300 e 788450. Extraordinariamente,
Pedro Nunes deixa atabela vaza, e diz que os nimeros podem ser cdculados por
“adolescentes estudiosos, segundo as precalentes demonstragdes’. No seu artigo, em
199Q d'Hollander fez os cdculos necessirios ao preenchimento da tabela.

Modernamente, a descricdo da linha de rumo é feita usando a linguagem das
fungdes (as fungbes do séaulo XVI eram as tabelas). Vamos de seguida obter a
equacd da linha de rumo correspondente @ angulo V. Mediremos os angulos em



radianos e suporemos V diferente de O e de p/2, jA que ess casos S0 triviais, como
adma referido. Usando as letras | e | para designar a latitude e alongitude, vamos
obter a equac@® naformal =1 (j ), isto é vamos obter a expressio da longitude dos
pontos da arva em fungéo da respediva latitude. Para fixar ideias, vamos considerar
a linha de rumo com angulo V e que passa pelo ponto de latitude elongitude ambas
iguaisa 0. E vamos supor que o raio da esfera €1.

Na figura seguinte, P € um ponto da linha de rumo, com coordenadas (j ,I ). O
ponto P, também pertencente alinha de rumo, é obtido dando um aaéscimo h a

latitude j . N é 0 polo norte e Q € o ponto de intersecc® do paralelo de P com o
meridiano de P.

Tomando h muito pequeno, podemos considerar que o triangulo PQP' é um
triangulo plano. Esse tridngulo é redangulo no vértice Q, e no vértice P o angulo é V.

Como a diferenca de longitudes entre Q e P é | (j +h)-I (j ), e ®™mo os dois pontos
estdo no paralelo de latitude j (que éuma drcunferéncia de raio cos j ), a distancia
entrePeQ éigua a wsj . [l (j +h)-I (j )]. Logo, tem-se

_cosj -[I(+h)-1(G)]
tgV = h

donde
') = tgV - secj
Como | (0) =0, segue-se que
]
I(j) =tgV- § sect dt .
0

A primitiva da secante ndo € das mais facas de cdcular, e asua determinacé
foi um problema que interesou varios matematicos no seallo XVIl. Achada a
primitiva, temos finamente a guac&® da linha de rumo correspondente a angulo V:

| = th-Intg(jE+%)



ou, equivalentemente,

p

] = "5t 2arctgeI coralV) )

Na figura seguinte esta a metade norte da linha de rumo de &gulo 8p/17
(cercade 85°).

Linhasderumo e espiraisno plano

Para ver como ficam as linhas de rumo “vistas de dma”, introduzimos
coordenadas redangulares para 0s pontos da esfera

X = cosj -cosl
y=o00sj -snl

(atercdara mordenada, z =d9inj , ndo interessa para isto).



Os parametros da arva plana en coordenadas polares 0 | e

=\ = o

Da expressio dej emtermosdel sa
cosj = 2¢ .
J 146 cotg(V)
0 que €0 mesmo que
r = cosed(l cotg(V)) .

Isto € uma espiral, mas ndo € a epiral logaritmica

A espiral logaritmica goarecequando se projeda alinha de rumo no plano do
equador a partir do pélo norte (na hamada “projeccd estereogréfica”). Sgjam X e Y

coordenadas redangulares no plano do equador. Um ponto (x,y,z) da efera
projedado a partir do pélo norte resulta no ponto de @mordenadas

__X_ __y
><_1-2 ' Y_1-2'

Como fica aprojeccd® da linha de rumo? Os parametros em coordenadas polares 80
omesmo | dehapouco e

r = '\,X2+Y2 = 1r-Z = COSJ

1-3nj




Como

| cotg(V) _ j py _1+sinj _ cosj
€ —tg(2+4)— cosj ~ 1-sdnj ’
vem
:e|cotg(V)

e a wrva projedada éuma espiral logaritmica

O primeiro matemético a faze esta observacé foi possvelmente o inglés
Thomas Harriot (1560-1621).

Figura de Thomas Harriot (manuscrito de 1595 representando
pontos dos ste rumos vistos em projecgo polar

O problema da carta

Igualmente importante € aparte do trabalho de Pedro Nunes dedicada a
gquestdbes de catografiaa. O matematico portugués enuncia daramente MO
propriedade desgavel para a cartas que nestas as linhas de rumo sgjam representadas
por linhas redas. O interese disto para a navegacd® € evidente: numa tal carta,
unindo o ponto de partida eo ponto de destino por um segmento de reda, obtém-se
imediatamente qual deve ser 0 rumo a seguir na viagem .



O problema matematico que se levanta € 0 de como traca catas com essa
propriedade. Intuitivamente, vé-se que, na quadricula meridianos / paraelos, o
espacanento entre estes Ultimos tem que aumentar com a latitude. Nos tratados de
1537 Pedro Nunes apenas esbogauma solugéo para o problema, que matematicamente
€ guivalente a da descricéo das linhas de rumo.

A descricéo das propostas de Pedro Nunes a este respeito fica para outra
ocasidn. Modernamente, a cata am essa propriedade wstuma damar-se “cata de
latitudes crescidas’ ou “carta de Mercaor”, do nome do cartégrafo flamengo Gerard
Mercaor (15121594, que an 1569 pilicou um mepa do mundo com a referida
intencéo. Mas o primeiro autor a descrever com exadidao o proces matematico de
desenhar cartas em que & linhas de rumo sdo representadas por linhas redas foi o
inglés Edward Wright (15581615, em 1599 num livro em que dta dundantemente
Pedro Nunes.

Como observaca final, note-se que os trabalhos de Pedro Nunes bre nautica
foram sobretudo, pelo seu rigor e predsdo, trabalhos de matematica pura. Pouco ou
nenhum interesse terdo tido para 0 esfor¢o das navegagdes do tempo, condicionadas
por ventos, correntes e incertezas quanto a posicéo dos navios. Mas € predsamente o
Seu rigor e predsdo que o0s torna importantes a longo praz. De fado, sO seailos
depois, com a navegac@® motorizada, e wm o aperfeicoamento dos métodos de
determinac@ de posi¢des, € que ideias como a navegaca por rumos ou por arcos de
linhas de rumo tiveram integral aplicac®. Como alguém dise, ndo ha nada mais
pratico do que uma boateoria.



