
Departamento de Matemática da Universidade de Coimbra
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1. Considere a sucessão de funções

fn(x) = nx e−nx2

; x ∈ [0, 1] , n ∈ N .

(a) Determine o limite simples da sucessão.

(b) Calcule

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx e

∫ 1

0

{
lim

n→∞
fn(x)

}
dx .

(c) A convergência da sucessão é uniforme no intervalo considerado?

Justifique.

2. Desenvolva em série de potências de x a função ln(1 + 2x) e determine

o respectivo raio de convergência.

Indique todos os valores de x para os quais a série converge e um

conjunto onde a convergência seja uniforme.

3. Considere a função definida em R por g(x) = sin(x4).

(a) Desenvolva g em série de potências.

(b) Calcule, justificando, g(2005)(0).

(V.S.F.F.)



4. Três das seguintes afirmações são falsas; para cada uma, apresente um

contra-exemplo:

(a) Se alterarmos a ordem dos termos de uma série numérica abso-

lutamente convergente, obtemos uma série convergente e com a

mesma soma.

(b) Se uma sucessão de funções (fn)n converge pontualmente para

uma função f e todas as funções fn são cont́ınuas então f também

é cont́ınua.

(c) O raio de convergência de uma série de potências é sempre um

número real menor do que um.

(d) Se uma série de potências converge num ponto x0 então converge

absolutamente em todos os pontos x tais que x < x0.

5. Seja f : R → R a função definida por f(x) = x2 para x ∈ (−π, π] e

periódica, de peŕıodo 2π.

(a) Mostre que a série de Fourier da função f é

π2

3
+

∞∑
n=1

4(−1)n

n2
cos(nx) .

(b) Usando a aĺınea anterior, calcule a soma da série numérica
∞∑

n=1

(−1)n

n2
.

6. (a) Demonstre a condição necessária de convergência para séries: se∑
an é convergente então an tende para zero.

(b) Mostre que se an > 0, ∀n ∈ N e a série numérica
∑

an é conver-

gente então as séries
∑

a2
n e

∑
an

1+an
também são convergentes.

Cotação:
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