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Preambulo

Antes de comegar, apresentamos algumas reflexées sobre os métodos de en-

sino e avaliacao e sobre como estudar Matemaética.

{Métodos de ensino}

As aulas tedricas sao aulas de exposicdo da matéria. A abordagem
dos assuntos deve procurar contextualizd-los historicamente e rela-
ciona-los com outros de forma elucidativa e motivadora, salientando
a sua relevancia em termos de aplicagoes futuras noutras disciplinas.
Os principais resultados devem ser ilustrados com o recurso a abun-
dantes exemplos. Expor a matéria significa essencialmente fazer a ma-
tematica, ou seja, desenvolver no quadro as demonstragoes, explicando
cada deducdo légica, justificando cada raciocinio. As demonstragoes
devem ser completas ou entao omitir-se. Nao sao admissiveis ex-
pressoes como um simples raciocinio conduz a...(o raciocinio em causa
raramente é simples) ou por um resultado conhecido...(ocorre sempre
a pergunta: conhecido por quem?); semelhantes locugoes sao, normal-
mente, a manifestacao de dificuldades experimentadas por quem as
utiliza e s6 servem o propdsito de tornar nebuloso o que deve ser cris-
talino. Nao ha demonstragoes faceis, nem dificeis; hd demonstracoes
claras, as que se percebem integralmente, e demonstracées obscuras,
as restantes. A funcgao do professor é conduzir o estudante na procura
da clareza que resulta da compreensao plena dos raciocinios. E esta

simplicidade que fascina quem gosta de Matematica.

As aulas nao dispensam a adopcao de um texto escrito, trate-se de um
livro de referéncia ou de notas de curso redigidas pelo professor. O
estudante deve ter a partida a nocao exacta daquilo que o espera, co-
nhecer em pormenor o programa da disciplina, ser-lhe proporcionada
uma visao global dos assuntos em estudo. Também as regras de ava-
liagao devem ser claramente explicitadas no inicio do curso e fornecida

a bibliografia complementar julgada adequada.



As aulas tedricas-préticas devem cumprir o objectivo de estimular o
trabalho individual do estudante e de o ajudar a marcar o seu ritmo
de estudo. O professor fornece, em cada semana, uma lista de proble-
mas que os estudantes deverao resolver até a aula seguinte, onde serao
discutidas e esclarecidas as eventuais dificuldades e duvidas. Deve
excluir-se radicalmente o cendrio em que o professor resolve os proble-
mas no quadro e os alunos copiam a resolucao para o caderno. Tal
pratica é uma pura perda de tempo ou, sem brandura, um circular
jogo de enganos: julga o professor que ensina e o aluno que aprende,

quando tudo nao passa de um equivoco estéril, ainda que ciumplice.

{Estudar Matemaética}

Ao estudante ¢ indicado, com antecedéncia, que assunto serd exposto
em cada licdo, sendo fortemente incentivado a ler, mesmo que su-
perficialmente, a matéria em questdao no livro de texto. Os méritos
de uma leitura prévia as aulas tedricas sao evidentes: familiarizacao
com conceitos e notacoes, primeiro contacto com dificuldades técnicas,
possibilidade de suprir certas lacunas relacionadas com conhecimentos
supostamente adquiridos. Acresce um outro, mais difuso mas nao me-
nos relevante, relacionado com a estimulagao do processo mental de
assimilagao passiva que faz com que, da noite para o dia (por vezes,
mesmo literalmente), certos conceitos se tornem claros ou facilmente
relaciondveis com outros sem que, pelo menos na aparéncia, se faca

para isso qualquer esforco'.

Aprender ouvindo, aprender lendo e aprender fazendo sao processos
distintos e complementares. E é desta ultima natureza que deve ser o
estudo que se segue a exposicao da matéria nas aulas. E com ele que
o estudante aprende realmente, ou ndo, o que lhe estd a ser ensinado.
Este estudo deve ser individual, profundo e completo, de papel e lapis,
dirigido & compreensao integral dos conceitos e das demonstragoes e

complementado com a resolugao de exercicios de aplicacao.

! Aos mais interessados, é fortemente aconselhada a leitura do livro Creativity de John
Cleese (membro dos Monty Python, nomeado para o Oscar de melhor argumento original
em 1988 por A fish called Wanda, um dos mais hilariantes filmes de sempre).



{Avaliacao}

A avaliacdo consiste na realizacdo de duas frequéncias ou um exame
final escrito. Sujeitar os alunos a pressao de uma prova final é um
incentivo indispensavel ao estudo individual, persistente e continuado,
para além de convidar o estudante a adquirir uma visao global das
matérias leccionadas. Acresce que a preparacao assim adquirida pode
vir a revelar-se decisiva para o éxito na vida profissional (seja na Uni-
versidade, seja numa empresa), onde o que faz a diferenca se revela

normalmente de forma discreta e nao tanto continua.

As classificagdes de mérito (superiores a 17 valores) habilitam o estu-
dante a realizar um exame escrito suplementar. Este exame é facul-
tativo, particularmente exigente e decisivo na atribuicao da nota final
aos alunos que a ele tenham acesso. Aquela nao serd, em circunstancia
alguma, inferior a 17 valores (a classificagdo que serd atribuida a quem

nao comparecer ao exame suplementar).



1 Primitivas

A primitivagdo é o processo inverso da derivagao.

Definicao 1.1 Seja I C R um intervalo e f : I — R uma funcdo. Uma

primitiva® de f em I é uma funcdo derivivel F : I — R tal que F' = f.

Para designar F' usam-se os simbolos

Pf ou /f ou /f(:c)d:c;

no ultimo destes simbolos, a particula dr nao tem nenhum significado par-
ticular, servindo apenas para indicar qual a variavel independente em causa

1O Processo.
. !/
Exemplo 1.1 Como (sinx)" = cosz, tem-se

/cosa:dx =sinz .

Observacgao 1.1 Chama-se enfaticamente a atencao para o facto de sé se
considerar a primitiva de uma funcao definida num intervalo. Sé este caso
é verdadeiramente relevante e o que se ganha em termos de facilidade na
exposicao supera claramente o que se perde em termos de generalidade.
Quando nao for explicitamente indicado o intervalo em causa, considera-se

que se trata do maior intervalo em que a funcao esta definida.
Colocam-se, de imediato, trés questoes:

1. Uma fungéo definida num intervalo tem necessariamente primitiva?
2. Quando existe, a primitiva é Unica?

3. Como se determina a primitiva de uma fungdo num intervalo?

2ou anti-derivada ou integral indefinido



A resposta a primeira questao é obviamente negativa. O teorema de
Darboux afirma que se uma fungao for derivdvel num intervalo [a, b], a sua
derivada satisfaz necessariamente a condigao do valor intermédio (mesmo
sendo descontinua). Assim, uma funcdo que nao satisfaga esta condigao
num intervalo nao pode, nesse intervalo, ser derivada de nenhuma funcao e

portanto nao tem primitiva.

Exemplo 1.2 A fungao f:[—1,1] — R definida por
0 se ze€[-1,0]
flz) =
1 se z€(0,1]

nao tem primitiva em [—1, 1], pois nao verifica nesse intervalo a condi¢ao do

valor intermédio.

A segunda questao tem também resposta negativa. Basta observar que
se F' for uma primitiva de f num dado intervalo entao F' 4+ C, com C uma

qualquer constante, também é uma primitiva de f nesse intervalo pois
(F+O)=F +C' =f+0=f.

Mas nao hé outras primitivas para além destas, como explicita o préximo

resultado.

Proposicao 1.1 Sejam Fy e Fy duas primitivas de f num intervalo I.

FEntao Fi1 — Fy € constante em 1.
DEMONSTRAGAO: A fungao Fy — Fy é continua em [ e
(FL—-F) =R -F=f-f=0.

Por um dos corolarios do teorema de Lagrange, F} — F5 é constante em I.
O

Por este motivo, de agora em diante, passamos a escrever

[1=rc.



onde F' é uma qualquer primitiva de f e C' é uma constante arbitraria.

Indicamos assim a familia de todas as primitivas de f no intervalo em causa.

Passemos agora a questao da determinacao da primitiva de uma dada
funcdo. Uma primeira nota diz respeito a impossibilidade de determinar
a primitiva nalguns casos, mesmo quando se sabe que a primitiva existe.
Veremos adiante que toda a fungao continua num intervalo I tem primitiva
nesse intervalo. Por exemplo, as funcoes

sinz 2

. ; 2y. _—

sao continuas em intervalos apropriados, tendo portanto primitiva nesses
intervalos. Sucede que as primitivas nao podem ser determinadas! Isto
significa que se demonstra nao ser possivel exprimir a primitiva usando um
nimero finito de operagoes usuais envolvendo as funcoes elementares.

O célculo de primitivas baseia-se num conjunto de regras, as chamadas
regras de primitivagdo. As mais simples sdo as que resultam da identificagao
imediata de uma fungéo como uma derivada — s@o as regras de primitivacao
imediata, que se obtém por inversao de uma tabela de derivadas.

Tratando-se a primitivacao do processo inverso da derivagao, é natural

que se obtenham regras de primitivacao a partir das regras de derivagao.

e Regra da decomposicao:

é consequéncia da regra da derivada da soma e da regra da derivada
do produto por uma constante; sejam F' e G primitivas de f e g,

respectivamente; como
(aF + BG) = aF' + BG' = af + By

tem-se

/af—i—ﬂg:aF—i-ﬂG—i-C,

Jas+sg=a[1+5[g+c

ou seja,




Exemplo 1.3

3
/(m¥+5smh@dx:2i;+5aﬁhx+c.

Regra da primitivagao por partes:

é consequéncia da regra da derivada do produto; seja F' a primitiva de
f; como
(Fg)=Fg+Fg=fg+F¢g

tem-se

/fg+Fg’—Fg+C

e, pela regra da decomposigao,

/fngg—/Fj+C7
[roe ([ (1) o6

A designacgao da regra é clara: primitiva-se primeiro um dos factores,

ou seja,

portanto uma parte (na notagao acima [ f), determinando-se depois
outra primitiva ([ ([ f) ¢'), que deverd ser mais simples de calcular do
que a primitiva inicial. Em geral, comecga-se a primitivar pelo factor
que menos se simplifica por derivagao, mas hé excepgoes a esta regra

(ver exemplo 1.5).

Exemplo 1.4

/xcosxdx: (sinm)x—/sinxdwzxsinx—i—cosx—i—C.

Exemplo 1.5
2 2

2 2
1
/mln:}:dm—élnm—/éxda:—a;lnx—a;—i—(}’.

10



Exemplo 1.6

/lnxdx:/l.lnxd$:xlnx—/x1dx:xlna:—:v—|—0.
x

Regra da primitivacao por substituigao:

é consequéncia da regra da derivada da funcao composta; seja G a

primitiva de g e f uma funcao invertivel; como

(Gof) =(Gof) f=(gof)f

[en r=cos- (/g)of
/g=</(90f) f’>0f‘1

que se pode escrever, de forma mais sugestiva, como

o= farorsoa]

trata-se, na pratica, de efectuar uma substituicao de varidvel, x = f(t),

tem-se

e portanto

que transforma a primitiva noutra primitiva mais simples de calcular.
A substituicdo adequada depende naturalmente da expressao que de-

fine g e existem tabelas que listam os principais casos.

Exemplo 1.7 Para uma funcao do tipo da indicada a seguir, a tabela

sugere a substituicdo z = Int < ¢t = e”; assim,

v 2 1 2
/ S dr = / Llal o = /tdt
cosh x t+-— 1 ot P+l ] e

= [In(t*+1)+C]

=In(e* +1)+C .

t=e®

11



2 O integral de Riemann

If I have seen further, it is by standing on the shoulders of giants.

Isaac NEWTON, numa carta para Robert Hooke, 1676.

Apesar de as suas origens remontarem a antiguidade e, em particular,
aos trabalhos de Arquimedes, foi no século XVII que se desenvolveu de forma,
sistemdtica o Célculo Integral, com a descoberta por Newton e Leibniz da
relacao de reciprocidade entre integracao e diferenciacao — a pedra angular
da Anadlise Infinitesimal. O estabelecimento de uma rigorosa teoria da inte-
gracao so foi, no entanto, possivel depois de adequadamente fundamentada

a Anaélise Real, em que se destacaram Cauchy e Riemann.

Definicao 2.1 Seja [a,b] um intervalo limitado e fechado. Uma parti¢do

de [a,b] € um subconjunto finito de [a,b] que contém a e b.

Convencionamos escrever sempre os elementos de uma particdo de um in-
tervalo [a, b],
P = {tht17"'7tn} )

por ordem crescente. Assim, na notagdo acima, a =tg < t; < ... <t, =b.
Observe-se que uma partigdo com n + 1 pontos divide (ou particiona) o

intervalo [a,b] em n subintervalos da forma [t;_1,¢;], com i =1,2,...,n.

Exemplo 2.1 {1,2,7,5} é uma partigao do intervalo [1,5]. J& {0, %, 3} nao

é uma particao de [0, 6], pois nao contém 6.

Dada uma funcao f : [a,b] — R limitada, definem-se

m= inf f(z) e M = sup f(x)
z€[a,b] z€la,b]

e, analogamente, dada uma particao P = {t¢,t1,...,t,} de [a, ],

m; = inf  f(x) e M;= sup f(z),
TE[ti—1,t4] TE€[ti—1,t4]

parat=1,...,n.

12



Definicao 2.2 A soma inferior de f relativamente a particio P € o

numero real

s(f; P) :Zmi(ti—tifl) ;
i—1

a soma superior de f relativamente a particao P € o niumero real
n
S(fsP) = Mt —ti) .
i=1

E evidente que, qualquer que seja a particao P de [a, b],
m(b—a) <s(f;P)<S(f; P)<M(b-a). (1)

Observagao 2.1 No caso em que f é nao negativa em [a,b], os nimeros
reais s (f; P) e S (f; P) sao valores aproximados, respectivamente por defeito
e por excesso, para a medida da area da regiao limitada pelo grafico de f,
pelo eixo das abcissas e pelas rectas verticais © = a e x = b. Ambos
correspondem & soma das medidas das areas de rectangulos: no primeiro

caso, inscritos na regiao, no segundo caso, circunscritos.

Definicao 2.3 Dadas duas parti¢ées, P e Q, de um intervalo |a,b], diz-se
que Q € mais fina do que P (ou que Q refina P) se Q D P.

Exemplo 2.2 {1,2,3, 7,5} é mais fina do que {1,2,7,5}.

O resultado seguinte afirma que, quando se refina uma particdo, a soma

inferior de uma funcao f nao diminui e a soma superior nao aumenta.

Teorema 2.1 Seja f : [a,b] — R limitada e Q D P duas parti¢oes de [a,b].
Entao

s(f;Q)=>s(f;P) e  S(Q)<S(f;P) .

13



DEMONSTRAGAO: Provamos apenas o resultado relativo & soma superior (o

outro caso é inteiramente andlogo). Suponhamos que

Q=PuU{r}={to,t1,....tha} U{r},

ou seja, que ) refina P por acréscimo de um s6 ponto r. Naturalmente,

r € (tj—1,t;), para algum 1 < j <n. Definindo

M' = sup f(2) e M" = sup f(x)
x€ltj_1,7] x€[r,t;]

e recordando que

M;= sup f(z),
x€[tj_1,t5]

é evidente que M; > M’ e M; > M". Assim

S(fsP)=S(f:Q) = Mty —tj—1) = M'(r—t;—1) = M"(t; —r)

= Mt;—r4+r—tj—)—M(r—tji_1)—M"(t; —r)
(Mj = M')(r — tj—1) + (M; — M")(t; — )
> 0.

No caso geral, em que @) se obtém de P acrescentando-lhe k pontos, repete-se

este raciocinio k vezes.
O

Coroldrio 2.1 Seja f : [a,b] — R limitada e P e Q duas quaisquer parti-
¢oes de [a,b]. Entdo
s(f;Q) < S(f;P) .

DEMONSTRAGAO: De facto, P U @ refina simultaneamente P e ). Assim,
resulta do Teorema 2.1 e de (1) que

s(f;Q)<s(f;PUQ)<S(f;iPUQ)<S(f;P) .

14



Resulta das desigualdades (1) que o conjunto formado por todas as somas
inferiores de f — ou seja, pelas somas inferiores de f relativas a todas as
parti¢oes de [a,b] — é limitado (e o mesmo vale para as somas superiores).

Faz portanto sentido a seguinte

Definigao 2.4 O integral inferior de f em [a,b] é o nimero real
b
| 1@ de=sup s(f:p)
a P

o integral superior de f em [a,b] é o nimero real

b
| 1@ s =gt s(5:P)

sendo o supremo e o infimo tomados relativamente a todas as particées de

[a, b].

Recordemos um resultado relativo a infimos e supremos cuja demonstra-

¢ao é deixada como exercicio (muito instrutivo).
Lema 2.1 Sejam A e B dois subconjuntos limitados de R tais que
YVaec A,VbeB,a<b.
Entao:
(i) sup A < inf B.

(i) sup A = inf B se, e s6 se, Ve >0,da € A,IJbEB : b—a<e.

Um outro corolario do Teorema 2.1 é o
Corolario 2.2 Seja f : [a,b] — R limitada, com
m< f(z) <M, Vzelab].
Entao
b b
m(b— a) < / f(x) da g/ F@)ds < M(b—a) .

15



DEMONSTRAGCAO: A primeira e a ultima desigualdades resultam trivial-
mente de (1). A outra segue-se do Coroldrio 2.1 e do Lema 2.1-(i).
O

Definicao 2.5 Uma funcao limitada f : [a,b] — R € integrdvel (a Riemann)

/abf(:c)dx:/;bf(x)d:c.

O valor comum € o integral (de Riemann) de f em [a,b], que se denota por

/ab f(zx) dzx.

Observagao 2.2 Geometricamente, e no caso em que f é nao negativa em

em [a,b] se

[a, b], a existéncia do integral significa que a regiao limitada pelo gréfico de
f, pelo eixo das abcissas e pelas rectas verticais = a e x = b é mensuravel
(isto é, pode medir-se) e o valor do integral é, por definigdo, a medida da

area dessa regiao.

Observagao 2.3 Dada uma particao P, chama-se amplitude da particdo, e
representa-se por |P|, ao maior dos comprimentos dos subintervalos de P.
Uma particao pontilhada P* é uma particdo para a qual foram escolhidos
arbitrariamente n pontos & € [ti—1,%;]. Uma alternativa a definigao de
integral apresentada consiste em considerar somas de Riemann para f

em [a, b]
n
S PY) =Y f&) (i —tio)
i=1
e tomar o limite I destas somas quando a amplitude da particao tende para

zero. Mostra-se que f é integravel se, e sO se, esse limite existe e, nesse caso,

tem-se .
I= / f(z)dx .
a
O limite é tomado no seguinte sentido:

Ve>0,35>0 ‘Z(f;P*)—I‘<e, VPP <.

16



Exemplo 2.3 Seja f : [a,b] — R tal que f(z) = ¢, para todo o = € [a, )], ou
seja, f é constante em [a, b]. Espera-se, como é ébvio, que esta fungao seja
integravel e que o seu integral seja a area de um rectangulo de comprimento
b — a e largura ¢, ou seja ¢(b — a). Seja P uma qualquer particao de [a, b].

Como f é constante igual a ¢, tem-se m; = M; =¢,i=1,2,...,n. Assim
n n
S (f7P) = Zm, (ti — ti—l) = CZ (ti — ti—l) = C(b - a)
i=1 i=1

e, analogamente, S (f; P) = ¢(b—a). Logo, os conjuntos das somas inferiores
e das somas superiores s6 tém o elemento ¢(b—a), pelo que o integral inferior

e o integral superior sdo ambos iguais a c¢(b — a). Portanto, f é integravel e

/abf(:):)dac—c(b—a).

Exemplo 2.4 A fungao de Dirichlet ¢ : [a,b] — R tal que

1 se z€Q
p(r) =
0 se z€R\Q
nao ¢ integravel. De facto, dada uma qualquer partigao @ de [a, ], tem-se
m; =0e M; =1 (i =1,2,...,n), j4 que, em qualquer dos subintervalos,
existem numeros racionais e numeros irracionais. Assim

S(p;Q) = ZMZ (ti —tic1) = Z(t’ —ti-1)=b—a
=1

=1

e, analogamente, s (¢; @) = 0. Logo,

Oz/abcp(x)d:c#/:cp(x)dx:b—a.

O teorema seguinte fornece condigOes necessarias e suficientes de inte-
grabilidade.

Teorema 2.2 Seja f : [a,b] — R limitada. Sao equivalentes:

17



(i) f € integrdvel em |a,b].
(i) Ye > 0, existem particoes P e Q de [a,b], tais que
S(1Q) —s(f;P) <e.
(iii) Y e > 0, existe uma particao R de |a,b], tal que

S(fiR)—s(f;R) <e.

DEMONSTRAGAO: O conjunto das somas inferiores e o conjunto das somas
superiores satisfazem, em virtude do Corolario 2.1, a hipdtese do Lema
2.1. Assim as implicagoes (i) = (i7) e (#i7) = (i) s@o consequéncias imedi-
atas do Lema 2.1-(ii).

Para provar que (ii) = (éi7), fixemos € > 0. Existem partigoes P e @ de
[a, b], tais que

S(f;Q)—s(f;P)<e.

Seja R = P U @, uma particdo que refina simultaneamente P e (). Pelo
Teorema 2.1, s (f; P) < s(f; R) < S(f;R) <S(f;Q), pelo que

S(fiR)—s(f;R) <S(f;Q)—s(f;P)<e.

O

Exemplo 2.5 Vamos usar o resultado anterior para mostrar que, modifi-
cando o valor de uma funcao constante num ponto, a fungdo permanece

integravel e o seu integral nao se altera. Seja f : [a,b] — R tal que

¢ se x€la,b]\{zo}
flz) = 7

d se x=ux

onde g € [a,b] e, sem perda de generalidade, ¢ > ¢. Dada uma qualquer
particdo P de [a,b], seja [tj_1,t;] o subintervalo que contém zy. Tem-se

m; = ¢, para todooi=1,2,...,n;e M; =cparai# j, M; = . Assim
S(f;P)=s(f;P)=(c =)ty —tj-1) -
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€
Dado € > 0, escolhemos uma particao P tal que t; —¢;—1 < ———. Entao
d—c

€

S(f;P)=s(f; P)=(d —o)t; —tj-1) < (' —c) =€

d—c
e, pelo Teorema 2.2, f é integravel. Mais, como todas as somas inferiores

sao iguais a ¢(b — a), tem-se

/abf(x)dx:/abf(x)dx:c(b—a).

2.1 Propriedades do integral de Riemann

A demonstragao do seguinte resultado pode ser encontrada em [4, pdgs. 308
e 317].

Teorema 2.3 Seja a < ¢ < b. Uma fun¢io f : [a,b] — R limitada €
integrdvel no intervalo [a,b] se, e sé se, as suas restrigoes aos intervalos

[a,c] e [c,b] sao integraveis. Nesse caso, tem-se
b c b
[ t@de= [ f@aes [ s, 2)

De agora em diante, convenciona-se que

/aaf(:c)da::O e /baf(x)da::—/abf(x)dm,

passando (2) a fazer sentido para quaisquer valores reais de a, b e ¢ desde

que f seja integravel no maior dos intervalos em causa.

Exemplo 2.6 Uma funcao ¢ : [a,b] — R chama-se uma fungao em escada
se existirem uma partigdo a =ty < t; < ... < t, = b de [a,b] e ntimeros

reais cy, ..., cy, tais que

Ex)=c¢, Yaxe(ti—1,t); i=1,2,...,n.

19



Usando (2) e o Exemplo 2.5, conclui-se que uma func¢ao em escada ¢ in-

tegravel e que
b n
/ f(l‘) dr = ZCZ' (ti — tifl) .
@ i=1

Observe-se que o valor do integral nao depende dos valores de ¢ nos extremos

dos subintervalos da partigao.

Teorema 2.4 Sejam f,g : [a,b] — R fungdes integrdveis. Entao:

1. se f(z) < g(x), Vz € [a,b] entao

/f dm</ g(z) dz ;

b
<[5l do
a
3. a soma f + g € integrdvel e

/ab[f(x)+g(x)] dm:/abf(x) da:-l—/abg(x) da ; (3)

4. o produto fg € integrdvel; se c € R,

[ erwar=c [ s i (4)

5. se 0 <k <|g(x)|, YV € [a,b] entdo o quociente f/g € integrdvel.

2. |f| € integravel e

x) dz

DEMONSTRACAO: 1. O resultado é trivial, bastando observar que, para
qualquer partigao P, se tem s(f; P) < s(g; P) e S(f; P) < S(g; P).

2. Para mostrar que | f| é integravel usa-se o Teorema 2.2 e o facto (cuja
demonstragao é deixada como exercicio) de, para uma funcado g : X — R
limitada, se ter

sup g(w) — inf g(x) = sup |g(@) — 9(y)| - (5)
zeX zeX z,yeX
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Dado € > 0, como f é integravel, existe uma particao P = {tg,t1,...,t,} de
[a, b] tal que S(f; P)— s(f;P) < e. Entao

S(fP) = s(f; P) = Z( sup |f(z)] — _inf ]f(x)!> (ti — ti-1)

i=1 \ZE[ti—1,ti] z€[ti-1,t;

= Y s |IF@I =W | =t
i=1 TYE[ti-1,t]

n

IN

sup | fl@) = F()| (t: = ti-)

i=1 TYE[ti—1,ti]
= > sw f@)- wf f@)) ti—ti)
i—1 \ZE[ti—1,ti] TE€[ti—1,t4)

= S(f;P)—s(f;P)<e,

onde a segunda e peniltima igualdades resultam de (5) e a desigualdade
‘|a| — |b] ‘ < la —1b|, Va,b € R é de verificagdo imediata. Logo, |f| é in-
tegravel. A desigualdade entre o médulo do integral e o integral do médulo

é consequéncia imediata de

—|f@)| < fl@) < |f(x)], Vaelab]

e da propriedade 1.
3. Seja P = {to,t1,...,t,} uma partigao de [a,b] e
"

my= inf f(z); m= inf g(z); mi= inf (f+g)(z).
TE[t;—1,t] TE€[ti—1,ti] z€lti—1,ti]

Tem-se m), +m < m; ji que, para f e g limitadas, inf(f +¢) > inf f+inf g
(a demonstragao deste facto é deixada como exercicio). Assim, qualquer que

seja a particao P,

b
S(f;P) + 5(g: P) < s(f +9: P) < / (f +9)(x) do .

Se considerarmos duas partigoes P e (), temos

s(fiP)+s(g;Q) <s(f;PUQ) +s(g; PUQ) < s(f+gPUQ)
b

< (f +9)(x) dx .

a
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Logo,
b
/f(ﬂ«“)da:+ g(x)dr = Sl;pS(f;PHSgpS(g;Q)

= sup {S(f;P) +5(9; Q)
PQ

b
< [Urowa

De modo anélogo se demonstra a terceira das desigualdades seguintes (sendo

a segunda trivial):

/aber/ang/ab(erg)S/;b(erg)S/;ber/;bg

Como f e g sdo integraveis, estas desigualdades reduzem-se a igualdades,
obtendo-se o pretendido.
Omitimos a demonstracao das propriedades 4. e 5. (ver [4]).
O

Observagao 2.4 As propriedades (3) e (4) traduzem a linearidade do in-
tegral de Riemann como operador definido no espaco vectorial das fungoes

integraveis em [a, b], com valores em R.
Coroldrio 2.3 Seja f : [a,b] — R integrdvel. Entao:

1. se f(x) >0, Va € [a,b],
/bf(a?) dx >0 ;

2. se |f(x)] <k,Vz € la,b],

/abf(x) dx

<kb-a).
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Observacgao 2.5 Uma funcao nao-negativa pode ter integral igual a zero
sem ser identicamente nula. Um exemplo é dado pela funcao f : [0,4] — R,

definida por
0 se z€][0,4\{r}

\@ se rT=Tm

No entanto, se f : [a,b] — R for nao-negativa e integravel em [a,b] e se

fz) =

for continua num ponto ¢ € [a,b] tal que f(c) > 0, entdo necessariamente

P f(x) dz > 0.

2.2 Condigoes suficientes de integrabilidade

A nocao de continuidade para uma funcéo f : X — R é uma nocao local: se
para cada ponto x € X existir uma vizinhanca V,, tal que a restrigao de f a
Vz N X é continua, entao f é continua em X.

Introduz-se, de seguida, uma nog¢ao de continuidade global, que nao de-

corre directamente do comportamento de f na vizinhanca de cada ponto.

Definigcao 2.6 Seja X C R. Uma funcao f : X — R diz-se uniforme-
mente continua em X se

z,y€e X

Ye>0,30>0 :
lx —y| < ¢

} S F (@) — fy)] <.

Nesta definicao, x e y desempenham papéis inteiramente simétricos. Fixado
€, a escolha de § s6 depende de €, ao contrario do que sucede na defini¢ao
de funcao continua num ponto em que, para cada €, a escolha de § depende

de € e do ponto em causa.

Exemplo 2.7 A fungao f:[-2,2]\ {0} — R definida por
-1 se z€[-2,0)
fz) =
1 se z€(0,2]

nao é uniformemente continua em [—2,2] \ {0}, apesar de ser obviamente

continua. De facto, fixado ¢ = 1, é possivel, qualquer que seja § > 0,
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encontrar pontos x,y em [—2,2] \ {0}, por exemplo

m:max{—2,—i} yzmin{iﬂ} ,
tais que |a:—y|:min{%,4} <del|f(x)—flyl=]-1-1=2>1=ce.

A demonstragao do resultado seguinte pode ser consultada em [4, pag. 244].

Teorema 2.5 Uma fungdo continua num conjunto limitado e fechado X €

uniformemente continua em X.

A funcao do exemplo anterior falha a condicao de estar definida num con-

junto fechado.

Apresentamos, agora, duas condigoes suficientes de integrabilidade para

um fungao f : [a,b] — R, a saber, a continuidade e a monotonia.
Teorema 2.6 Uma fungao continua f : [a,b] — R € integrdvel em [a,b].

DEMONSTRAGAO: Como [a,b] é limitado e fechado, f é uniformemente
continua em [a,b] (pelo Teorema 2.5). Fixemos ¢ > 0. Como 3= > 0,

pela continuidade uniforme de f,

pel s @l <

Escolhemos uma partigao P de [a,b] tal que t; —t;—1 < d, i € {1,2,...,n}.

36 >0 :

Entao,

S(f;P)—s(f;P) = Z(Mi —m;)(ti — ti-1)

=1
= Z (@) = flya)l (6 —tio1) 5 i, yi € [tioa, i)
=1
< b f a Z(tz — tlfl)
i=1
= - a(b —a)=¢



e a integrabilidade de f segue-se do Teorema 2.2. A segunda igualdade
acima resulta do teorema de Weirstraf, ja que f é continua em cada intervalo
fechado e limitado [t;—1,t;]. A desigualdade é consequéncia da continuidade
uniforme, ja que, para z;,y; € [ti—1,t;], se tem necessariamente |z; —y;| < 6,
em virtude do modo como foi escolhida da partigao.

O

Teorema 2.7 Uma fung¢ao mondtona f : [a,b] — R € integrdvel em |a,b].

DEMONSTRAGAO: Suponhamos, sem perda de generalidade, que f é néao-
crescente. Fixemos € > 0. Observando que f(a)— f(b) > 0 (excepto no caso

trivial em que f é constante), escolhemos uma partigao P de [a, b] tal que

ti—ti—1 < iG{l,Q,...,n}.

fla) = f(b)

Entao,

S(f;P)—s(f;P) = Z(Mi—mi)(ti—ti,n

=1
= ) [ftic1) = F(E)] (ki —tion)
=1
< f(a) i f(b) Z [f(tiz1) = f(t:)]
=1
= o M@ - T =¢

e a integrabilidade de f segue-se do Teorema 2.2.
O
Finalmente, enunciamos, sem demonstracao, uma outra condicao sufici-
ente de integrabilidade, que mostra que uma funcao limitada nao-integravel

tem necessariamente uma infinidade ndo-numeravel de descontinuidades.

Teorema 2.8 Se o conjunto das descontinuidades de uma funcdo limitada

f :]a,b] = R for numerdvel entao f € integrdvel em [a,b).
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2.3 O Teorema Fundamental do Calculo

A pedra angular do Célculo Infinitesimal é a relagdo de reciprocidade en-
tre os conceitos de derivada e integral estabelecida pelo seguinte teorema,

justamente apelidado de fundamental.

Teorema 2.9 (Teorema Fundamental do Célculo) Seja f : [a,b] = R

continua. A func¢ao definida em [a,b] por

Gla) = / F(t) dt
é uma primitiva de f em [a,b].

DEMONSTRAGAO: Mostremos que G’, (x9) = f(xo), para todo o g € [a,b).
De modo anélogo se provaria que G'_(xo) = f(x¢), para todo o zo € (a,b].

Seja entao zg € [a,b). Dado € > 0, como f é continua em z,
36>0 : te(xog—06,z0+9)N[a,b] = |f(t) — f(xo)| <€.

Seja 0 < h < 0 tal que zg + h € [a,b]. Entao,

. _ . zo+h
el o+h})L G0 | = i/m () dt — hf(xo)

zo+h
= ;l/ [f(t) — f(x0)] dt‘

zo+h
< o / F(8) — Fwo)| dt

1 0
< —he=c¢

h

porque, para t € [xg, zg + h|, se tem |t — zg| < h < §. Daqui resulta que

lim G(zo+ h) — G(z0)
h—0+ h

= f(zo) ,

ou seja, que G’ (xg) = f(zo).
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Exemplo 2.8

!/
X
(/ sint dt) = sin(2?)(2?) = 2z sin(z?) ,
0
aplicando o teorema da derivada da funcao composta e o Teorema Funda-

mental do Caélculo.

b
De agora em diante, serd utilizada a notacao F] = F(b) — F(a).

a

Corolério 2.4 (Férmula de Barrow?) Seja f : [a,b] — R continua e F

uma qualquer primitiva de f em |a,b]. Entao,

b b
/a F(x) do = F] — F(b) — F(a) .

DEMONSTRAGAO: Como duas primitivas de uma mesma fungdo num in-
tervalo diferem por uma constante (Proposi¢ao 1.1), resulta do Teorema

Fundamental do Calculo que
F(:U)—/ f)dt=C, Vzxe€lab].

Pondo = = a, vem imediatamente C' = F(a). A férmula de Barrow resulta
agora de escolher z = b nesta identidade.

O

O teorema mostra que toda a funcao continua num intervalo tem pri-

mitiva nesse intervalo e justifica a notagao [ f e a designacdo de integral

indefinido, utilizadas anteriormente para a primitiva de uma funcao.

Exemplo 2.9

1 311 1 ™ T
/ 2 de =2 = / coszdxr =sinxz| =0.
0 3Jo 3 0 0

3Tsaac Barrow (1630-1677), professor de Isaac Newton.
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2.4 Os teoremas classicos do Calculo Integral

Apresentamos, de seguida, alguns resultados que sao consequéncia, mais ou

menos imediata, do Teorema Fundamental do Célculo.

Teorema 2.10 (mudancga de variavel) Seja f : [a,b] — R continua e
g:le,d] = R de classe C* tal que g ([e,d]) C [a,b]. Entdo,

g(d) d
/ f(z) dz = / £ o) ¢'(8) dt .
g(c) c

DEMONSTRAGAO: Como f é continua em [a, b], possui uma primitiva F. A

formula de Barrow da-nos

g(d) g(d)
| t@a=r|"" = Fla(@) - Flate) (6)
9(e) 9(e)

Por outro lado, pelo teorema da derivada da fungdo composta, (Fog)'(t) =

flg(t)] ¢'(t) em [e,d] e portanto, usando outra vez a férmula de Barrow,

d

d
[ tlatrdwar = Fog)” = (Fogd) - (Fog)©
= Fl@]-Flg@) . ()

Comparando (6) com (7), obtemos o resultado.
g

Teorema 2.11 (integracgao por partes) Sejam f,g : [a,b] = R funcdes
de classe C*. Entdo,

[ rwd@ar=go’ ~ [ rgar.

DEMONSTRAGAO: Como, pelo teorema da derivada do produto,

(f9)'(x) = f'(x)g(z) + f(2)g'(x) ,

o resultado é consequéncia imediata da aplicacao da féormula de Barrow.
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Definicao 2.7 A média de uma fun¢ao continua f : [a,b] — R é o nimero

]([lbf(x)dx:bia/abf(x)dx.

Teorema 2.12 (fé6rmula do valor médio) Se f : [a,b] — R ¢é continua

real

entdo a sua média € atingida em (a,b), i.e., existe c € (a,b) tal que

[ =),

DEMONSTRAGAO: Seja F uma primitiva de f em [a,b]. Como F estd nas
condigoes do teorema do valor médio de Lagrange, existe ¢ € (a,b) tal que

Fb) = Fla) _ ,
— . F'(c). Assim,

b b _ Fla
F @ an = [y ae = OO g < g

b—a —a

O resultado tem uma interpretagao geométrica muito simples para fun-
¢Oes nao-negativas: a medida da drea da regido limitada pelo gréfico da
funcao, pelo eixo das abcissas e pelas rectas verticais © = a e x = b é igual
a de um rectangulo de comprimento igual a b — a e largura igual ao valor da

fungao nalgum ponto ¢ € (a,b).

Lema 2.2 Sejap : [0,1] — R de classe C™. Entdo, para todo on = 1,2,. ..,

n=1 ) 1 (1 _ p\n—1
_ »(0) (1-1) n
(1) = ; g +/0 oD oM (1) dt .

DEMONSTRAGAO: A prova é por indugao. O caso n = 1 resulta imediata-

mente do Teorema Fundamental do Célculo:



Suponhamos que o resultado é valido para k& — 1 e provemos que também é
valido para k. Ora, aplicando primeiro o teorema da integragao por partes

e depois a hipotese de inducao, obtemos

11 _ p\k—1
) e

_ (O (p(k—l)(t)} ! + /1 A-ot= e* (1) dt
0

(k—1)! 0 (k —2)!
(k1) =2 G)
=0
k=1 G)
= -y 20
=0

tendo em conta, na primeira igualdade, que

<(1 — t)kl)’ _ (k — 1)(1 — t)k—2 (1 — t)k—2

(k—1)! T k-Dk-2!  (k-2)

O resultado estd demonstrado.
a
A seguinte férmula de Taylor apresenta um resto na forma integral que é
util, em muitas circunstancias, para a obtengao de boas estimativas de erro

quando se aproxima uma funcao usando o seu polinémio de Taylor.

Teorema 2.13 (fé6rmula de Taylor com resto integral) Seja f uma

fungdo de classe C™ no intervalo [a,a + h|. Entao,

n—1 ;
o 2 : f(z)(a) 7 ! (1 B t)n_l n n

DEMONSTRAGAO: Definindo, no intervalo [0, 1], a fungao ¢(t) = f(a + th),
tem-se o (0) = f@(a) h*. O resultado é consequéncia imediata do Lema
2.2

|
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2.5 O logaritmo e a exponencial

Usando o célculo integral, é possivel definir o logaritmo de forma alternativa.

Definicao 2.8 Chama-se logaritmo a funcdo
In: RY — R

r +— Inzx= — .
1t

Resulta imediatamente da definicdo que Inz < Opara0 <z < 1,ln1 =0
elnz > 0 para =z > 1. E ainda evidente que o logaritmo é uma funcao
infinitamente derivavel, logo de classe C*°. Como (Inz) = 1/z > 0, é uma
funcdo monétona crescente e como (Inz)” = —1/22 < 0, é concava (tem a

concavidade voltada para baixo).
Teorema 2.14 Para quaisquer x,y € RY, tem-se In(zy) =Inx + Iny.
DEMONSTRAGAO: Tem-se

In(z )—/Iydt—/zdt—i—/xydt—lnw—i—/xydt
v 1 ti 1 t T ti T t

Efectuando a mudanca de variavel ¢ = xs, obtemos

Y dt Y ox Yds
z T 1 xS 1 S

e o resultado.

Corolério 2.5 Para quaisquer r € Q e x € R, tem-se In(z") =rlnuz.

DEMONSTRACAO: Resulta imediatamente do Teorema 2.14 que, para todo
n € N, se tem In(z") = nlnz. A extensdo do resultado a r € Z é con-

sequéncia de
0=Inl=In(z"z™") =In(z") + In(z™) = nlnz + In(z™")
que dé In(z™") = —nlnz. No caso geral r = p/q, tem-se
plnz =In(2P) =1In ((xp/q)q) =gqln (a:p/q)

donde In(z") = In (27/9) = glnx =rlnax.
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Corolario 2.6 A funcdo logaritmo € bijectiva.

DEMONSTRACAO: A injectividade é consequéncia da monotonia. A funcao é

continua, logo o seu contradominio é um intervalo. Como, quando n — +o0,
In(2") =nln2 — +o00 ; In(2™)=-nln2 — —o0

esse intervalo é (—oo, +00).
4

Sendo bijectiva, a funcao logaritmo é invertivel. A sua inversa chama-se
fungao exponencial
exp : R — RT
T — expr : y=exprsSx=Iny
e as suas propriedades poderiam agora deduzir-se a partir das propriedades

demonstradas para o logaritmo.
2.6 Integracao numérica

O célculo do valor de um integral através da féormula de Barrow exige a
determinagdo de uma primitiva da funcao integranda. Quando tal nao é
possivel, por exemplo porque a primitiva ndo é uma funcao elementar (ver
secgao 1), assume particular importancia o calculo de um valor aproximado
para o integral, através dos chamados métodos numéricos. Neste contexto,
é também muito relevante a obtencao de estimativas para o erro cometido
com a aproximacao.

O que estd essencialmente em causa nos métodos numéricos para o
calculo de integrais é aproximar o processo de natureza infinitesimal do
célculo do integral por um processo discreto — a soma de um nimero finito
de parcelas em que intervém os valores da funcao num numero finito de
pontos. Consideremos um intervalo [a, b] e uma sua particao {to,t1,...,tn}
uniforme, i.e., uma particdo em que os subintervalos tém todos o mesmo

comprimento:

ti=a+th, 1=0,1,...,n; h=
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Uma primeira possibilidade, que surge naturalmente a partir da definigao
do integral de Riemann, é aproximar a funcao usando func¢oes em escada.
Geometricamente, trata-se de aproximar a area sob o grafico da funcao pela
soma das areas de rectangulos. Sao exemplos as aproximagoes que usam o0s

valores da fungao no extremo inferior — ou esquerdo (left) — dos subintervalos
b n
[ f@)de ~ B3 ) = b (£t 4+ fta)] = L
a i=1
ou no extremo superior — ou direito (right) —
b n
[ f@hds ~ h 37 g = b [#6) 4+ 0] = Ry
e i=1

para contradominio das fungoes em escada (ou, geometricamente, para os
comprimentos dos rectangulos).

Outra possibilidade é aproximar a funcao através de fungbes seccional-
mente lineares que coincidam com f nos extremos de cada subintervalo.
Geometricamente, trata-se de aproximar a area sob o grafico da fungao pela
soma das areas de trapézios, limitados superiormente pelo segmento de recta
que une os pontos (ti—1, f(ti—1)) e (i, f(ti)), i = 1,...,n. Obtém-se, deste

modo, a regra do trapézio:

b n ' |
/mwxmhzﬂ%%wm

i=1
h

= 3 [f(to)+2f(t1)+...+2f(tn_1)+f(tn) — T, .

Trata-se, como se observa facilmente, da média aritmética das aproximagoes
anteriores: T;, = %(Ln + R,).

Outra aproximagao possivel consiste em usar trapézios limitados superi-
ormente pela tangente ao grafico de f no ponto médio de cada subintervalo

— lisit+t
= —— .
2

E elementar verificar que as areas destes trapézios coincidem com as dreas

dos rectangulos de comprimento f(Z;). Obtemos assim a regra do ponto
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médio (ou da tangente):

n

b
[ f@)de ~ n > fE = b 1@+t SED)] = M

=1

O teorema seguinte apresenta uma estimativa para o erro

b
Ey :/ f(x)dx — M,

que se comete ao aproximar o valor do integral usando a regra do ponto

médio.

Teorema 2.15 Seja f : [a,b] — R uma funcdo de classe C? tal que
|f"(@)| < K, Yz € [a,b] .

Entao

K(b—a)?

Eul| <
Enl s =502

DEMONSTRAGAO: No subintervalo [¢;—1,t;], a tangente ao grafico de f no

seu ponto médio é a recta de equagao y = ¢(z), com
¢(z) = f(t:) + f' &) (= - 1) ,

que nao é senao o polinémio de Taylor de ordem 1 de f no ponto ¢;. Consi-

derando a férmula de Taylor com resto de Lagrange

f"(c)

f(z) = é(z) + T(SU —1)%,

em que c estd entre x e t;, obtemos a seguinte estimativa:
1 c o
fi()(x - ti)2‘ dz

t;
S /
ti—1 2

K [t _
< — / (z — ;)% da
2 ti—1

K (x ti)?)]ti

[ @ - o] as

ti—1

2 3

ti—1
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K [(h/2)  (=h/2)?

3 3

Kh3
24

Assim, o erro total é majorado por

nKh® K- a)?

Eyl < —
B | < 24 24n2

g

Uma estimativa do erro para a regra do trapézio, com a mesma hipdtese

acerca da majoracao uniforme da segunda derivada de f, é dada por

K(b—a)?

BEr| <
Erl = =50

Exemplo 2.10 O célculo aproximado de

2
1
ln2:/ —dz ,
1 X

com n =5 (ou seja, h =1/5), da

21 1/ 1 1 1 1 1
7d ~ — ~ 1
/1 z 5(1,1+1,3+1,5+1,7+1, > 0,691908 ,

NeJ

usando a regra do ponto médio e

/21d Ly 2y 22 2] 0, 695635
—dr ~ — — | =~
Lz 10 1,2 1,4 1,6 1,8 2 : ’

usando a regra do trapézio. Refira-se que o erro cometido é maior no caso

da regra do trapézio.

Finalmente, apresentamos a regra de Simpson, que corresponde a
aproximar a funcao usando pardbolas que coincidem com f nos extremos
de cada par de subintervalos, ou seja, nos pontos (t;—1, f(ti—1)), (t;, f(t:)) e
(tiv1, f(tix1)),i=1,3,...,n— 1, com n par:

b h
[ @ dem 3 [0+ apw) + 262+
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o A S (bm8) 42 (bnm2)FAS (bt + S () | = S

O padrao dos coeficientes é o seguinte:

(1,4,2w..,4,2,4,1).
—_————

n—2
2

pares (4, 2)

Refira-se que S, = %Tn + %Mn, ou seja, as aproximacoes pela regra de
Simpson sao médias pesadas das aproximagoes pelas regras do ponto médio

e do trapézio. A estimativa para o erro, supondo que
’f(4)(x)’ <K, Vze€lab],
¢é dada por

K(b—a)d
Bl <2V Y
|Bs| < — gt
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3 Aplicacoes do calculo integral

3.1 Area de figuras planas

O célculo da medida da drea de uma figura plana, limitada superiormente
pelo grafico de uma funcao continua e nao-negativa, serviu de motivagao
para a definicdo de integral. Em geral, a medida da area da figura plana
limitada pelos graficos de duas fungdes continuas f,g : [a,b] — R e pelas

rectas verticais * = a e x = b é dada por

b
A=

3.2 Volume de sélidos de revolugao

/(@) = g(w)| do

Consideremos o sélido obtido por rotacao em torno do eixo OX de uma
figura plana limitada inferiormente pelo eixo OX, superiormente pelo grafico
de uma funcgao continua e nao-negativa f e lateralmente pelas rectas verticais
r = a e x = b. Para calcular o seu volume comecemos por considerar uma
particao de [a, b] e por escolher um ponto & em cada subintervalo [t;_1,t;].
O volume do sdlido obtido por rotagdo em torno do eixo OX da figura
formada pelos n rectangulos de largura t; — t;_1 e comprimento f(&;), para
1=1,...,n, é dado por

n

2
ZW [F(&)]" (8 —tim1)
i=1
j& que estamos em presenga de n cones com raio da base igual a f(&) e
altura t; —t;_1. Ora a expressao anterior nao é senao uma soma de Riemann
para a funcdo 7 f? (ver Observagao 2.3), pelo que o volume pretendido é

dado pela férmula

b
V= / f(@)]? da
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Exemplo 3.1 Uma esfera de raio R pode obter-se por rotagdo em torno
do eixo OX do semi-circulo centrado na origem e com raio R, que é grafico
da funcao f : [-R, R] — R tal que f(z) = vV R? — 22. Aplicando a férmula

acima, obtemos o volume de uma esfera de raio R:

R 2 37k
V:ﬂ'/ [ RQ—a:z} dx:W[RZx—x} :éﬂ'R?’.
—R -R

3.3 Comprimento de curvas

Consideremos a curva definida pela porcao do grafico de uma funcao de
classe C1, f : [a,b] — R, compreendida entre os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).
Dada uma particao de [a, b], o comprimento da linha quebrada formada pelos
n segmentos de recta que unem os n + 1 pontos (¢;, f(¢;)), i = 0,...,n, é

dado por

Sttty [0 - pe)] ®)
1=1

Como a fungao f é de classe C!, em cada subintervalo [t;_1,t;] existe um

ponto &; tal que
T = Ji) _ gy
i — bi—1

como consequéncia do Teorema de Lagrange. Substituindo em (8), obtemos

) \/(fz' —ti-1)® + [f’(ﬁi)r(ti —tic)?2 =) VI [FE) (6 —tin1)
i=1 i=1

que é uma soma de Riemann para a funcao /1 + [f’]?. Assim, o compri-

mento pretendido é dado pela férmula

b
C= / VIF I @P de
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4 Integrais improéprios

A definigdo do integral de Riemann sé faz sentido para funcdes definidas
num intervalo limitado [a, b] e que sejam limitadas. De facto, se o intervalo
for ilimitado, qualquer particdo contém, pelo menos, um subintervalo ilimi-
tado e, portanto, de comprimento infinito, o que inviabiliza a definicao das
somas de Darboux. O mesmo acontece no caso de a fungao nao ser limi-
tada pois nesse caso, havera pelo menos um subintervalo onde o infimo ou o
supremo da fungao nao existem. Os integrais que envolvem intervalos de in-
tegracao ilimitados ou fungoes ilimitadas dizem-se, por isso, imprdprios e o

seu significado deverd ser tornado preciso estendendo a defini¢ao de integral.
4.1 Intervalo de integracgao ilimitado

Definicao 4.1 Seja f : [a,+00) — R uma funcgdo integrdvel em cada in-
“+o0o

tervalo limitado [a, X|, para X > a. O integral impréprio / f(x) dx

diz-se convergente se existir ¢

X
lim / f(x)dz

X—+o0

escrevendo—se, nesse caso,

mf(x)dx: lim Xf(a:)dx.
/ /

X—4o00

Caso o limite ndo exista, o integral improprio diz-se divergente.
. 1
Exemplo 4.1 Seja f: [1,+00) = R tal que f(z) = —. Se a # 1, tem-se
x

1
X lea _1 a1 se o> 1
Xlim — dr = Xlim o =
T —«
e oo +o00 se a<l1

Por seu lado,
X

lim —dr= lim InX =+c.
X—+o00 J1 @ X—+4o00
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“+o00
Assim, o integral impréprio / — dx ¢é divergente para a < 1 e conver-
1 xr

gente para a > 1, com

Exemplo 4.2

too X
/ — dr = lim / ——dz
0 1 +x X—4o00 0 1 + x2

= lim (arctanX — arctan O) _T .
X—+o0 2

Para um integral impréprio do tipo ﬁ)m f(x) dz a definigao é andloga.
No caso em que f : (=00, +00) — R, escolhe-se um ponto arbitrério ¢ € R

(geralmente ¢ = 0) e faz-se

/%O (@) dx:/_; @) da:+/c+oo @) dz .

—0oQ
O integral diz-se convergente se ambos os integrais no segundo membro

forem convergentes. Refira-se enfaticamente que esta definicao nao é equi-

valente a tomar-se

lim /X f(z) dx
-X

X—+o00
que, quando existe, se chama valor principal de Cauchy do integral im-
proprio. E evidente que se o integral for convergente o valor principal de
Cauchy coincide com o valor do integral. A existéncia do valor principal de

Cauchy é, no entanto, mais geral como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 4.3 O integral impréprio fj;o xdx é divergente ja que, por exem-

plo,
X 2
X
lim zdr= llim — =+4o00.
X—+c0 Jo X —+o0

Porém, existe

+o0 X
vp rdr= lim xdr=20.
X—+oo _X

—0o0
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4.2 Fungao integranda ilimitada

Definicao 4.2 Seja f : (a,b] — R uwma func¢do ilimitada mas integrdvel
em qualquer intervalo do tipo [a + €,b], para 0 < € < b — a. O integral

b
Improprio / f(x) dx diz-se convergente se existir
a

e—0t

b
lim / f(x)dz
ate

escrevendo-se, nesse caso,

b b
[ r@ et [ faac.

e—0t a+e

Caso o limite ndo exista, o integral improprio diz-se divergente.

1
Exemplo 4.4 Seja f:(0,1] — R tal que f(z) = —. Se a # 1, tem-se
x

1 1—a 400 se a>1
. . 1—e€
hm+ —dx = hm+ T—a =
e—0 e T e—0 « 11 se a<l1
—
Por seu lado,
1
lim —dr = lim (—Ilne) = +oo .
e—0t Jo T e—07F

1
1
Assim, o integral impréprio / — dx é divergente para o > 1 e convergente
o T

para o < 1, com
| 1

O caso de uma funcao ilimitada f : [a,b) — R trata-se de forma andloga

e o caso de f : (a,b) — R reduz-se aos anteriores, escolhendo ¢ € (a,b) e

/abf(x)dx:/:f(:r)dx+/cbf(m)dx.
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4.3 Critérios de comparagao

Para determinar a natureza de um integral impréprio, isto é, decidir se o
integral é convergente ou divergente, nem sempre ¢ pratico utilizar a de-
finicdo. Assumem, por isso, particular relevancia alguns critérios que per-
mitem obter conclusoes acerca da natureza de certos integrais impréprios
por comparagao com outros cuja natureza é conhecida (como os dos Exem-
plos 4.1 e 4.4). Restringir-nos-emos ao caso de integrais impréprios em que
o intervalo de integracgao ¢ ilimitado mas existem resultados analogos para

o caso de integrais improprios de fungoes ilimitadas.

Teorema 4.1 (1° critério de comparacao) Sejam f,g : [a,+o0) — R

fungdes continuas e ndo-negativas. Se existir uma constante k > 0, tal que
fx)<kg(z), Vzé€la,+0)

e o integral improprio f;oo g(z) dx for convergente entao o integral impro-

prio f;roo f(z) dz também é convergente.

DEMONSTRAGAO: As fungoes

X X
H(X) = / f@de e o(X)= / o(x) dz

sao nao-decrescentes em [a, +00] j4 que as suas derivadas f e g, respectiva-

mente, sao nao-negativas. Como

X X
H(X) = / f(2) do < / kg(z) dr = k p(X)

e ¢ é limitada (porque o integral impréprio f;roo g(z) dx é convergente),
concluimos que ¢(X) também ¢é limitada. Logo, existe limx 1o ¢(z) € 0
integral impréprio f;oo f(z) dx é convergente.

Il

Teorema 4.2 (2° critério de comparagao) Sejam f,g : [a,+00) — R
fungoes integraveis em [a, X|, para todo o X > a, com f nao-negativa e g
positiva. Se

@ _\

e (o)
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entao

1. se X € R*, os integrais imprdprios [ f(z)dx e [ g(x)da sio da

mesma natureza;

2. se A = 0, a convergéncia de f;oo g(x) dx implica a convergéncia de

[ f(z) da;

3. se A = 400, a convergéncia de f;oo f(z)dx implica a convergéncia de
+oo
fa g(z) dx.

DEMONSTRAGAO: Consideramos apenas o caso 1. ja que os restantes se
demonstram de forma andloga.
Seja 0 < € < A. Pela definicao de limite,

f(z)

JdA > a x>A:>‘—)\'<e.
g(z)

Obtemos entao as duas desigualdades

fl@)<A+e)glz) e glr)<

vélidas em [A, +00), com A+ € e ﬁ constantes positivas. Pelo Teorema
4.1, os integrais impréprios f;oo f(z)dz e f:oo g(z) dx sdo da mesma na-
tureza. Como

/am (@) dx:/aAf(m) d:v+/+oo f(z) da

A

e 0 mesmo sucede com g, o resultado estd demonstrado.

O
Exemplo 4.5 O integral impréprio f1+oo m dx é convergente ja que
1 4
o Sy x 1
lm TR gy o ]
X—+o0 et X—+oo dx*+3x+7m 5

e o integral impréprio f1+°° %4 dz é convergente (ver Exemplo 4.1).
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Exemplo 4.6 O integral impréprio f;roo e du é convergente ja que

2
: - : a? : 2z

lim — = lm —= lim ——=0
X—too = X—+oo e X—+oo 2z e”

@

e o integral impréprio ffLoo x% dz é convergente (ver Exemplo 4.1).

1

Exemplo 4.7 O integral impréprio ffroo dx é divergente ja que

Inz
1
. e . x ) 1
lim lnTw = lim — = lim — =+o0.
X—+o0 P X—+o00 Inzx X—+o00o >

De facto, usando 3. no Teorema 4.2, a convergéncia deste integral im-
plicaria a do integral f1+°° % dx que sabemos ser divergente (ver Exemplo
4.1).

Definicao 4.3 Seja f : [a,+00) — R. O integral imprdprio fa+oo f(x) dx
diz-se absolutamente convergente se for convergente o integral impréprio

Jo N f ()] .

Teorema 4.3 (3° critério de comparagao) Seja f : [a,+00) — R uma
fungdo integrdvel em [a, X|, para todo o X > a. Se o integral imprdprio

f(;roo f(z) dx for absolutamente convergente entao é convergente e verifica-

L+mf@ym

DEMONSTRAGAO: A integrabilidade de |f| em qualquer intervalo [a, X],

se a relagao

“+oo
< / ()] da . (9)

com X > a, é garantida pelo Teorema 2.4-2., do qual resulta ainda a

Axf@ym

0 < f(x)+|f(z)] < 2|f(z)]

desigualdade
X
< [ lf@ldo. (10)

Das desigualdades

44



e da convergéncia de f;roo |f(z)| dx resulta, pelo Teorema 4.1, a con-

[ @+ i) a

A convergéncia de f;oo f(x) dz segue-se da igualdade

vergéncia de

f(@) = f(@) + | f(@)] = ()] -

Para obter (9) basta tomar lim,_, ., em (10).
O

L dx é absolutamente conver-

Exemplo 4.8 O integral impréprio || +00 sin

1 2

‘ dx é convergente pois

o8} ’ sinx
22

gente ja que f;r

1

sinzx
2

X

e o integral f;roo % dx é convergente (ver Exemplo 4.1).
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5 Séries Numéricas

A nocao de soma infinita de nimeros reais é o objecto deste capitulo. A
atribuicdo de um significado matemadtico preciso a uma expressao do tipo
a1 +as+as+ ...+ ay+ ..., com uma infinidade de parcelas, faz uso do

conceito de limite, ubiquo em Anaélise Infinitesimal.
5.1 Séries convergentes e séries divergentes

Seja (an)nen uma sucessdo de numeros reais. A série numérica de termo

—+00

geral a, ¢ a soma infinita ) '~y

Q-

Definigdo 5.1 A sucessio associada® & série numérica Z:{g an € a suces-

sdo de termo geral

n
Sp = E a; =a1+ay+...+ay, .
i=1

Definicdo 5.2 A série numérica Y 1> a, diz-se convergente se a sua
sucessio associada (sn) for convergente. Nesse caso, chama-se soma da

série ao limite da sucessao associada e escreve-se

Se a sua sucessao associada for divergente, a série diz-se divergente.

Nesse caso, ndao faz sentido falar em soma.

Observagao 5.1 A variagdo do indice mudo n na expressdo que define a

série nao tem necessariamente de ocorrer em N, ou seja, de 1 a +o00. Por

—+o00 —+00

vezes, ¢ conveniente considerar séries do tipo ) '~ a,, ou mesmo nep On;

com p um inteiro.

4ou sucessdo das somas parciais ou sucessao das reduzidas
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Exemplo 5.1 Seja a € R. A série numérica

+o0
Za”:a+a2+a3+...

n=1
chama-se série geométrica de razao a. A sua sucessao associada é
1—a”

n a
i 1—a
Sp = a' =
=1

n se a=1

se a#£1

A série é convergente (e a sua soma é %) se |a| < 1 e divergente se |a| > 1.

Exemplo 5.2 A série numérica, dita série telescépica,
—+00
o
 n(n+ 1)
tem como sucessao associada

SN |
L ¥ cEay

i=1

_ 1(1_;>_|_(;—;)+...+<ni1_i>+<;_n—1i-l>

A série é portanto convergente (e a sua soma é 1).

A determinacao da soma de uma série numérica, quando convergente,
exige normalmente o recurso a séries de fungoes, que serao estudadas mais
adiante. Os casos em que é possivel obter a soma usando apenas a definicao
esgotam-se praticamente nos exemplos anteriores e suas variantes. O prin-
cipal objectivo de ora em diante vai ser o da determinacao da natureza de

uma dada série numérica, isto é, o de decidir se a série é convergente ou
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divergente. Neste contexto, assume um carécter irrelevante a indicagao ex-
pressa dos indices na escrita do somatorio e passaremos a usar simplesmente
a notacdo »  a, para nos referirmos a uma série numérica.

O proximo resultado é uma condigao necessaria de convergéncia.
Teorema 5.1 Se Y a, € uma série convergente entdao lima, = 0.

DEMONSTRAGAO: Seja (s;,) a sucessao associada & série e s = lim s,, a soma

da série. Define-se uma nova sucessao (t,), com
0 se n=1
ty, =
Sp—1 se n>2
E evidente que limt, = lims, = s e que s, — t, = a,. Assim

lima, = lim(s, —t,) = lims, — limt, =s—s=0.

O
Portanto, se o termo geral de uma série numérica nao tender para zero
conclui-se imediatamente que a série é divergente. No entanto, o reciproco

do teorema anterior é falso. O exemplo classico é dado pelo

Exemplo 5.3 A série harménica
~+00 1
> o
n=1
cujo termo geral tende para zero, é divergente. De facto, a subsucessao

(s2n )nen da sua sucessao associada é divergente:

1 /1 1 11 1 1
sgn o= 14+t (o+)+(c+z+o+3)+..

2 3 4 5 6 7 8
2n—1+1 on

2"=1 parcelas

1 1 1 1
14+ -+2-4+4=-+.. . 4201 —
> lg 42 4o+t 5

1
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A sucessao associada a uma série Y a,, de termos nao-negativos a, > 0

é obviamente nao-decrescente pois
Sp4l — Sn =anpy1 >0, Vn .

Assim, a série converge se, e s6 se, (s,) for limitada. E diverge se, e sé se,

lim s,, = +00. Neste caso, escrevemos Y . a, = +00.

Exemplo 5.4 A série de termos positivos
+o00 1

)
ne
n=1

com « > 1, é convergente pois a sua sucessao associada é limitada:

Na verdade, dado n € N, seja k € N tal que n < 2¥ — 1. Entéo,
Sp < Sok_q

11 11 1 1
= It {getg)Hatmtgata) T

ok—1 parcelas

<1l dy L2
— 20 4o (2k_1)a

k—1 i +00 i
2 2 1
- (3) =2(z) =

1=0 i=0

visto que a razdo da série geométrica é 0 < 2!~ < 1 porque a > 1.

Apresentamos de seguida um critério de comparagao para séries de

termos nao-negativos.
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Teorema 5.2 Sejam Y a, e > by, séries de termos nao-negativos tais que,

para uma constante ¢ > 0 e um certo ng € N,
an < cb, , Vn>ng . (11)
Entao se > by, convergir, Y a, também converge.

DEMONSTRAGAO: Sem perda de generalidade, podemos supor que (11) é
vélida para todo o n € N. Sendo (s,) e (t,) as sucessoes associadas, respec-

tivamente, a > a, e > b,, tem-se imediatamente
sp<ct,, Vn€eN.
Sendo ) b, convergente, (t,) é limitada:
AIM>0:0<t,<M,VneN.

Logo, (sp) também é limitada: 0 <s, <c¢M , Vn € N. Segue-se que Y ay,
é convergente.

g

Exemplo 5.5 A série de termos positivos

+<>01

ne’
n=1

com « < 1, é divergente. Na verdade,

e a conclusao resulta do critério de comparacao e da divergéncia da série

harmoénica.
5.2 Convergéncia absoluta e convergéncia condicional
Definicao 5.3 Uma série ) a,, diz-se absolutamente convergente se a

série dos modulos > |ay| for convergente.
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Exemplo 5.6 Toda a série convergente de termos nao-negativos é absolu-

tamente convergente.
Exemplo 5.7 A série geométrica

()

3
—

¢é absolutamente convergente.

Exemplo 5.8 A série
"i’f (_1)n+1
n=1 n

nao é absolutamente convergente ji que a sua série dos modulos é a série

harménica > L que ¢ divergente.

Definicao 5.4 Uma série convergente que nao seja absolutamente conver-

gente diz-se condicionalmente convergente.

Teorema 5.3 (Critério de Leibniz) Seja (a,) uma sucessao nao-cres-
+o0o

cente com lima, = 0. Entao a série Z(—l)

n=1

"tla, é convergente.

DEMONSTRAGAO: A sucessao associada & série é
Sp=a; —ag+az+...+(—=1)""a,
A subsucessao (s2;,) dos termos de ordem par é nao-decrescente ja que
Son4+2 — S2n = —A2n+42 + A2p41 > 05
a subsucessao (s2,—1) dos termos de ordem fmpar é ndo-crescente ja que
Son+1 — S2n—1 = A2p41 — G2n < 0.

Por outro lado,

Sop — Sop—1 = —aop <0 (12)

o1



e portanto tem-se
S <84 < ... SS9 <SSy S ... <S5 <SSt

Assim, ambas as subsucessoes sao limitadas inferiormente por s; e superi-
ormente por s;. Como também sao mondtonas, sdo convergentes. Resulta

entao de (12) que
lim s9,, — lim s9,,—1 = lim (892, — S2p—1) = — limag, =0

e portanto lim sg, = lim $9,,—1 donde (s,,) é convergente.
O

Exemplo 5.9 A série do Exemplo 5.8 é condicionalmente convergente. A

g‘j (—=1)" " 1n (1 + i)

n=1

série

é condicionalmente convergente. Porqué?

Mostremos agora que toda a série absolutamente convergente é conver-

gente. Dada uma sucessao (ay,), definimos duas novas sucessoes:
a, se ap >0
pn = max{ay,0} =
0 se a,<0

designada por parte positiva de a,; e

0 se ap >0
gn = max{—ay,,0} =
—a, se a, <0

designada por parte negativa de a,. Sao de verificacao imediata as se-

guintes propriedades das partes positiva e negativa:
PnsGn 20 ; Pntan = lan| Pn = Qn = an -
Teorema 5.4 Toda a série absolutamente convergente é convergente.
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DEMONSTRAGAO: Seja Y |ay,| convergente. Como py,q, < |a,|, segue-se
do Teorema 5.2 que ) p, € ) gn sdo convergentes. Assim, também é

convergente a série > an =Y. (Pn — qn) = Y. Pn — D qn-
O

Observagao 5.2 O resultado pode interpretar-se do seguinte modo: dada
uma série convergente de termos nao-negativos, nenhuma troca de sinais dos

termos da série altera a sua natureza.

Coroldrio 5.1 Se > a, for condicionalmente convergente entio Y p, =
Z qn = +00.

DEMONSTRAGAO: Se convergir uma das séries, por exemplo > p,,, ter-se-a
> gn =) (pn — an) =D, pn— Y an € a outra também converge. Mas entao

dlan] = (pn + Gn) = D pn + D qn é convergente, o que é absurdo.
U

5.3 Critérios de convergéncia

Teorema 5.5 Seja ) b, uma série absolutamente convergente, com b, # 0,
Vn. Se a sucess@o (an/ by),, for limitada (em particular, se for convergente)

entdo a série y  a, ¢ absolutamente convergente.

DEMONSTRAGAO: Se <‘;—”> for limitada, existe ¢ > 0 tal que
"/ n

<c = ag| <clby|, VYn.

‘an

n

O resultado segue-se do Teorema 5.2.
O

Exemplo 5.10 A série > m é absolutamente convergente; de facto,

S~ L ¢é absolutamente convergente e

n3
1 ng
. nBEaAn? )
lim 2 +41n T — Jim 3 5 =
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Coroldrio 5.2 (Critério de d’Alembert) Seja a,, # 0, Vn. Se existir

uma constante 0 < ¢ < 1 e uma ordem ng € N tais que

an+1
Gn

<c, VYn>ng

An+1
an

(em particular, se lim < 1) entdo Y a,, € absolutamente convergente.

DEMONSTRACAO: Temos, para todo o n > ny,

n+1

ot _ ¢ jansal _ Jan]

lan| — cn el = e

pelo que a sucessao de termos nao-negativos (|ay|/ "), é nao-crescente a
partir de uma certa ordem, logo limitada.
Como ) ¢™ é uma série geométrica (absolutamente) convergente, segue-

se do teorema que Y |a,| é convergente.
O

Observagao 5.3 Na generalidade dos casos praticos, a aplicacao do critério

An41 _ L

de d’Alembert consiste no cdlculo de lim o

e Se L <1, a série Y a, é absolutamente convergente.

e Se L > 1, a série é divergente pois o seu termos geral nao tende para

zero ja que, a partir de uma certa ordem, se tem |a,11| > |ay|.
e Se L =1, o critério é inclusivo como mostram os exemplos das séries
1 1
2oz e g

Exemplo 5.11 A série > % ¢é absolutamente convergente:

(n+1)! n 1
Tt DD
lim(n+1),+zlim< o > =-<1.
7% n+1 e
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Teorema 5.6 (Critério de Cauchy) Se ezistir uma constante 0 < ¢ < 1

e uma ordem ng € N tais que

Vian| <c¢, VYn>mng

(em particular, se lim {/|a,| < 1) entao Y a,, é absolutamente convergente.

DEMONSTRAGAO: Temos, para todo o n > ny,

Vian| <c = |ap| <.

Como ) ¢™ é uma série geométrica (absolutamente) convergente, segue-se
do Teorema 5.2 que ) |a,| é convergente.
O

Observacgao 5.4 Na generalidade dos casos praticos, a aplicagao do critério

de Cauchy consiste no calculo de lim {/|a,| = L.

e Se L <1, a série Y a, é absolutamente convergente.

e Se L > 1, a série é divergente pois o seu termos geral ndo tende para

zero ja que, a partir de uma certa ordem, se tem |a,| > 1.

e Se L =1, o critério é inclusivo como mostram os exemplos das séries
1 1
2az e

Exemplo 5.12 A série > (lnT”)n é absolutamente convergente:
1 " 1
i /() =t " —0.< 1.
n n

O resultado seguinte, cuja demonstragao pode ser consultada em [4, pag.

143], relaciona os dois limites referidos anteriormente.

Teorema 5.7 Seja a, # 0, Vn. Se lim = L entdo lim {/|a,| = L.

An+41
Qn
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5.4 Comutatividade

Para somas finitas de ntimeros reais é valida a propriedade comutativa. No
caso das séries, nem sempre a convergéncia e a soma da série sao indepen-

dentes da ordem das parcelas.

Definicao 5.5 Uma série ) a, diz-se comutativamente convergente
se, dada qualquer bijec¢io p : N — N, a série ) ayy,) for convergente e
2. () = D n-

Exemplo 5.13 A série
+o0

Z (_1)n+1%

n=1

é (condicionalmente) convergente. Seja s a sua soma; entao

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

- |4 _ St _ Syt -t
g 53 175 677 st w0 12"
s 1 1 1 1 1 1
5 = OFgH0 04 o0 -t 0+ b0 - b,

multiplicando por 1/2 e acrescentando parcelas nulas. Somando agora termo

a termo as duas séries anteriores, obtém-se

2 3 2 5 7 4 9 11 6 7

que é uma série com os mesmos termos da série inicial, tomados por uma
ordem diferente. Esta reordenacao conduziu a uma soma diferente da inicial

logo a série ndo é comutativamente convergente.

Os dois préximos resultados mostram que as séries comutativamente

convergentes sao as séries absolutamente convergentes.

Teorema 5.8 Toda a série absolutamente convergente € comutativamente

convergente.
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DEMONSTRAGAO: Suponhamos, para comecar, que a, > 0, para todo o
n e que Y a, = s. Seja ¢ : N - N uma bijeccao e s, e t, as sucessoes

associadas, respectivamente, a ) a, € ) ay(n). Dado m € N, seja

n = max {cp(l), ©(2),..., (p(m)} .

Entao

m n
tm = Za(p(i) S Zaj = Sp, -
j=1

i=1

Analogamente, dado n € N, existe m = max {¢ (1), 1(2),...,¢  (n)}
tal que s, < t,,. Daqui resulta que limt, = lims, = s. De facto, dado
e > 0,sejanyg € Ntal quen >nyg = s—e€ < s, < s (recorde-se que s,
é nao-decrescente). Consideremos a ordem myg tal que Spy1+1 < tp,; entao,

como t,, é nao-decrescente,
n>my = §—€<Spy+1 Sty <ty <5

Falta justificar a ultima desigualdade: se, para alguma ordem m?*, £« > s,
existiria uma ordem n* tal que s, > t,» > s, o que é absurdo, pois a
sucessao nao-decrescente s, nao convergiria para s.

O caso geral reduz-se a este considerando a decomposicao da série nas
suas partes positiva e negativa Y a, = Y pp — >, ¢n. Uma reordenagao
Ay (n) dos termos da série determina uma reordenagao py(,) dos p, e uma
reordenacao do(n) dos ¢, que sao, respectivamente, as partes positiva e

negativa de a,(,). Entao, resulta do caso anterior que

Zaap(n) = Zpgo(n) - Z%@(n) = an - ZQn = Zan .

g

Teorema 5.9 (Riemann) Seja > a,, uma série condicionalmente conver-

gente. Dado um qualquer numero real o, existe uma bijeccao ¢ : N — N tal

que Y Ap(n) = 0.

DEMONSTRAGAO: Fixado o € R, definimos uma nova série Ay (n), Obtida

por reordenagao dos termos de Y _ a,, do modo seguinte: comegamos a somar
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os termos positivos de Y a,, na sua ordem natural, até que, ao somar a,,, a
soma seja, pela primeira vez, superior a o. Isto é possivel pois > p, = 00
(ver Corolario 5.1). Acrescentamos a seguir termos negativos, também
na sua ordem natural, até que, ao somar a,,, a soma seja, pela primeira
vez, inferior a o. Isto é possivel pois > —¢, = —oo (ver Corolario 5.1).
Prosseguindo deste modo, obtemos a reordenacao procurada. A sucessao t,
associada a nova série oscila em torno de o e verifica a propriedade, a partir

do termo obtido ao somar ay,,
[tn — o] < an,| ,

onde ay, € o termo que originou a ultima oscilagao em torno de 0. Como
lima,, =0 (porque a série ) a, é convergente), temos que limt, = o.

g

Observagao 5.5 Um raciocinio andlogo permite demonstrar que existem
reordenacoes dos termos da série que dao origem a séries divergentes, com

sucessoes associadas a tender para 400 (ou —00).
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6 Sucessoes de funcoes

Seja X C R e F o conjunto das fungdes reais definidas em X. Uma aplicagao
de N em F é dita uma sucessao de fungoes. Ao invés das sucessoes
numéricas, para as quais sé existe uma nocao de limite, para as sucessoes
de funcbes sdo vérias as possibilidades de definir o limite. Analisamos de

seguida as mais usuais.
6.1 Convergéncia simples e convergéncia uniforme

Definicao 6.1 Uma sucessdo de fungoes f, : X — R converge simples-
mente (ou pontualmente) para uma fung¢io f : X — R se, para todo o

x € X, setem fo(x) — f(z), ie.,
Vee X, Ve>0, dngeN : n>ng = |fo(z) — f(z)| <e€.

Observagao 6.1 A interpretacao geométrica desta nogao de limite é a se-
guinte: para cada ponto x € X, a sucessao de pontos (z, f,(z)), correspon-
dente a interseccao da recta vertical que passa por x com os graficos das
fungoes f,,, converge para (x, f(z)), o ponto de intersecgdo da mesma recta

com o grafico de f.

Exemplo 6.1 Analisemos quais os limites simples das seguintes sucessoes

de funcoes:
1. fn(:c):i, z eR.
n

~ - €T
Para cada x € R, a sucessao numérica — converge para 0, pelo que o
n

limite é a fungéo nula em R.

2. folx)=2", zel0,1].
Para cada = € [0, 1), a sucessao numérica " converge para 0; ji para
x = 1, a sucessao constante 1" tende para 1. O limite é pois a funcao
f:0,1] — R definida por

0 se z€][0,1)
flz) =

1 se z=1.
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3. folz)=2™(1—2a"), x€[0,1].

Usando o que foi dito anteriormente, é facil verificar que o limite é a

fungao nula em [0, 1].

Na defini¢ao da convergéncia simples, a ordem ng a determinar depende
nao apenas de € mas também do ponto xy. Para o mesmo ¢, nada obriga a
que, para pontos diferentes, o ng seja o mesmo. A defini¢do considera cada
ponto isoladamente e nao a fungdo como um todo. Como consequéncia,
algumas propriedades, por exemplo a continuidade, perdem-se na passagem
ao limite (cf. o exemplo anterior). A definigdo seguinte vem dar resposta a

estas limitagoes.

Definicao 6.2 Uma sucessdo de fungées f, : X — R converge unifor-

memente para uma funcao f: X — R se
Ve>0, dnpeN : n>ng = fn(:v)—f(:z))<e, Vee X .

Observagao 6.2 A interpretagdo geométrica é a seguinte: para cada e > 0,

a faixa de raio € em torno do grafico de f

{@yer? : zeX;ly—f@)l<e}
contém, a partir da ordem ng, os graficos de todas as funcoes f;,.

Observagao 6.3 E evidente que se uma sucessao converge uniformemente
para um dado limite também converge simplesmente para o mesmo limite.

O limite uniforme, se existir, sera, portanto, o limite simples.

Observacgao 6.4 A definicdo dada é trivialmente equivalente a afirmar-se

que a sucessao numérica

My = sup |fa(z) — f(2) (13)
zeX

é um infinitésimo. Esta observacao constitui um critério pratico para inves-
tigar se, identificado o limite simples de uma dada sucessao de fungoes, a

convergéncia é uniforme.
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Exemplo 6.2 Reanalisemos os exemplos anteriores quanto a convergéncia

uniforme:

1. M, = sup ‘i —0‘ = +00.
zeR | T

Logo, a convergéncia nao é uniforme. Ja se o dominio das fungoes fosse

um intervalo limitado, digamos [—L, L], a convergéncia seria uniforme:

=— —0.

- =
n

M, = sup

ze[-L,L] ' T

2. M, = sup ‘a:" —f(a:)‘ = sup z"=1.
z€[0,1] z€[0,1)

Logo, a convergéncia nao é uniforme.
n n 1
3. M, = sup ‘a: 1-z )—0‘ S
xz€(0,1] 4

Logo, a convergéncia nao é uniforme.
6.2 Propriedades da convergéncia uniforme

O primeiro teorema desta seccao justifica a afirmacao heuristica de que o

limite uniforme de funcdes continuas € uma fungao continua.

Teorema 6.1 Seja f, : X — R uma sucessao de funcdes uniformemente
convergente para f : X — R. Se cada f, for continua no ponto a € X entao

f também € continua no ponto a.
DEMONSTRAGAO: Queremos provar que
Ve>0,30>0: z€(a-6,a+0)NX = ’f(a:)—f(a)’ <E€.

Fixemos € > 0. Como a convergéncia dos f, para f é uniforme, ao niimero

real positivo 5 corresponde uma ordem ng tal que

n>ny = fn<$)—f<$)‘< , Ve e X .

Wl ™
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Fixemos uma ordem n, > ng; por hipdtese, a funcao f,, é continua em a.

Logo, dado o ntimero real positivo §,

>0 :z€(a-6a+0)NX =

fu@) = fu(@| < 5 .

Entao, para = € (a — d,a + ) N X, tem-se
@) = f@| = [F@) = 0. @) + for(@) = fo. (@) + fu.(@) = F(@)]
< £ @) — @) + f @) = Fo. (@) + | (@) = F(@)]

g

Exemplo 6.3 A sucessdo de fungoes continuas do exemplo 2. acima con-
verge para uma funcgao descontinua. Imediatamente se conclui que a con-

vergéncia nao é uniforme.

De seguida, respondemos afirmativamente a questdo da passagem ao
limite sob o sinal de integral: se a convergéncia for uniforme, o integral do

limite € o limite dos integrais.

Teorema 6.2 Se a sucessio de fungoes integraveis fy, : [a,b] — R converge

uniformemente para f : [a,b] — R entdo f € integrdvel e

/ab f@)dr = lim /abfn(x)d:v. (14)

n—-+oo

DEMONSTRAGAO: Omitimos a demonstracao de que f é integravel, ndo sem
observar que, para funcoes f,, continuas, o resultado é imediato ja que, pelo
teorema anterior, f também serd continua, logo integravel.

Quanto a igualdade (14), seja e > 0. Como a convergéncia dos f,, para f

¢ uniforme, ao nimero real positivo ;< corresponde uma ordem ng tal que

n>n, = |folz) = f(z)] < , Vo € [a,b] .

_c
b—a
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Portanto, para n > ng,

/ab fn(x) de — /abf(x) dz

e o resultado segue-se da definicao de limite de uma sucessao numeérica.

fo(x) — f(x)| dzx

€
e
b—a ’

b
< /
a

< (b—a)

O

Exemplo 6.4 Verifiquemos que o resultado nao é vélido se se exigir apenas
a convergéncia simples: a sucessao de fungoes f,(x) = na™(1 — ™) converge

simplesmente, no intervalo [0, 1], para a fungao nula. Tem-se

1 1 n’ L
— [ 0d I n(z) dr = i T2
0 /0 0dx # n—1>1}rloo/() fulx) dz n 3o (n+1)2n+1) 2

A convergéncia nao é uniforme ji que, por inspeccdo da monotonia da
funcao, se conclui que

M, = sup ‘nw”(l—x”)—o = i
2€(0.1] 4

O exemplo seguinte mostra que, no caso da derivacdo, nao é a con-
vergéncia uniforme da sucessao de funcoes que faz com que a derivada do

limite seja o limite das derivadas.

Exemplo 6.5 A sucessao de fungoes f,(r) = sin(nz)

converge uniforme-
mente em R para a funcdo nula. No entanto, a sucessao das derivadas

fn/(z) = cos(nx) nem sequer é convergente.

A condicao relevante é a convergéncia uniforme das derivadas, como se

precisa a seguir.

Teorema 6.3 Seja (f,) uma sucessio de funcées de classe Ct em [a,b]. Se,
para um certo ¢ € [a,b], a sucessdo numérica (fn(c)) convergir e a sucessdo
das derivadas (f,') convergir uniformemente em [a,b] para uma fungdo g,
entao (fy) converge uniformemente em [a,b] para uma funcgdo f, de classe
Cl, tal que f' = g.
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DEMONSTRAGAO: Pelo Teorema Fundamental do Célculo, para cada n € N,

tem-se

Ful2) :fn(c)+/wfn’(t) dt, Vrelal.

Passando ao limite quando n — -+oo, resulta da hipotese e do teorema

anterior que, para cada x € [a, b], existe

n—-+o0o n—-+o0o

fa)i= lim_fu(w) =t fu(e)+ [ gl0)dr.

Fazendo = = ¢, obtém-se ngrfoo fu(c) = f(c). Como g é continua (pois
¢ o limite uniforme de fungoes continuas), f é derivdvel, novamente como
consequéncia o Teorema Fundamental do Célculo, e f'(z) = g(z), Vz € [a, b].
Assim f é de classe O,

Resta provar que f,, — f uniformemente. Dado ¢ > 0, existem ordens

n1,nz € N tais que

n>n =

DO

€

2(b—a)’

n>ny = Vt € [a,b] .

fale) = £(e)] <
18 = 9(0)| <

Seja ng = max{ni,ne}. Entdo, para n > ny,
xr
ful@) = f(@)] =
C

Fale) + / " L) di— Fe) - / g(t) dt‘

< |- s@]+ [ |50 - g00)] de

< Gtle—c sw £/~ g0)
te(e,x)

s gtlb-adgg—g =

qualquer que seja x € [a, b].
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7 Séries de funcoes

Por analogia com o caso das séries numéricas, definimos série de fungoes
convergente através da sua sucessao (de fungoes) associada. Assim, dadas
fungoes f,, : X — R, dizemos que a série > f,(x) é convergente e tem soma

f: X — R se a sua sucessao associada
sn(x) = fel@) = filx)+...+ fu(z) , neEN, 2€X
k=1

for convergente para f.
A série converge uniformemente se a sua sucessao associada (s, ) conver-
gir uniformemente para f, o que é equivalente a dizer que a sucessao dos

restos

’I”n(ﬂf) = ka(.%‘) = fn+1(33) +fn+2(I) +...,ne N , T € X

k>n

converge uniformemente para zero. Esta equivaléncia é evidente pois
rn=f—8,, VneN.

Os teoremas relativos a convergéncia demonstrados no capitulo anterior

tém andalogos Obvios no contexto das séries de fungoes:

e Se Y f, convergir uniformemente para f e cada f, for continua no

ponto a entao f também é continua no ponto a.

e Se ) f, convergir uniformemente para f e cada f, for integravel em
[a,b] entao f é integrével em [a,b] e fff(x) de = ) f: fn(x) dz.

e Se cada f, for de classe C' em [a,b], se, para um certo ¢ € [a,b],
a série > fn(c) convergir e se a série das derivadas Y f,,’ convergir
uniformemente em [a, b], entdao » _ f,, converge uniformemente em [a, ]
para uma funcio de classe Ct e (3 f,) = f'.
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+o00 2

x
Exemplo 7.1 A série de funcoes E (1"‘72)”7 que, para x # 0, é uma
x
n=0

série geométrica, converge para a fur?géo descontinua
1+22 se xeR\{0}
flz) =

0 se x=0.

Logo, a convergéncia nao é uniforme.

A forma mais conveniente de concluir que uma série converge uniforme-

mente é dada pelo critério seguinte.

Teorema 7.1 (Critério de Weierstraf3) Sejam f,, : X — R e > a, uma

série numérica convergente, de termos a, > 0, tal que
|fn(@)| <an,, VYneN, VrelX.
Entao as séries Y |fn| € > fn sdo uniformemente convergentes.

DEMONSTRAGAO: E evidente que as séries convergem para cada x € X, em
virtude do critério de comparagao fornecido pelo Teorema 5.2. Para mos-
trar que a convergéncia é uniforme, fixemos ¢ > 0. Como a série numérica

> ay, é convergente, existe uma ordem ng tal que

Zak<e, Vn >ng .
k>n

Assim

an(w)SZ\fn(:c)ISZak<e, Vn>nyg, VreX,

k>n k>n k>n
pelo que os restos de ambas as séries convergem uniformemente para zero.

g

sin(nz) , .
—5 ¢ uniformemente convergente.
n

Exemplo 7.2 A série de funcoes Z

Na verdade, tem-se

Si, VneN, VreR

n2

. . . 1
e a série numérica de termos positivos E —5 € convergente.
n
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7.1 Séries de poténcias

Um tipo particularmente importante de séries de fungoes sao as chama-
das séries de poténcias, que constituem a generalizacao natural dos po-
linémios (podemos dizer, de forma heuristica, que sdo polindémios de grau

infinito). Uma série de poténcias de x é uma expressao da forma

o0
2
Zanx”:a0+a1x—l—a2m + .. ta"+... .

n=0

Mais geralmente,

oo

Zan(x —x0)" = ao + a1 (x — x0) + az(x — 20)* + ... Fan(r — 1) + ...
n=0
diz-se uma série de poténcias de x — xg. Serdo apenas consideradas séries
de poténcias de z e, doravante, a expressao série de poténcias quererd dizer
série de poténcias de x; o caso geral reduz-se a este através da mudanca de
variavel y = x — xg.

A importancia destas séries resulta do facto de as principais fungoes da
Anélise se poderem representar como séries de poténcias. Antes de abor-
dar esta questao, detenhamo-nos na determinacao dos valores de x para os
quais converge uma série de poténcias. O conjunto de tais valores tem uma
estrutura bem determinada, a saber, trata-se de um intervalo de centro na
origem. Tal intervalo pode ser limitado (aberto, fechado ou semi-aberto),
estender-se a toda a recta ou reduzir-se apenas a origem. Antes de de-
monstrar este facto, analisemos exemplos ilustrativos das diversas situagoes

referidas.

Exemplo 7.3 Reanalisemos os exemplos anteriores quanto a convergéncia

uniforme:

1. A série E — converge (absolutamente) para x € R, como se conclui
n

facilmente usando os mesmo critérios de Cauchy ou de d’Alembert.

(-1

n
2. A série 22_:1x2”+1 converge (absolutamente) para z € (—1,1),
n

como se conclui facilmente usando os mesmo critérios e diverge fora
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de [-1,1]. Converge ainda nas extremidades deste intervalo, como
consequéncia do Critério de Leibniz. Assim, converge para x € [—1,1].

- (-t
3. Analogamente, a série Z Tw" converge (absolutamente) para
x € (—1,1) e ainda para x = 1, como consequéncia do Critério de

Leibniz mas diverge para x = —1. Assim, converge para x € (—1, 1].

4. A série geométrica de razao z, »_ x", converge (absolutamente) para
x € (—1,1).

5. A série > n"z™ s6 converge para x = 0, j4 que o seu termo geral nao

tende para zero se x # 0.

Teorema 7.2 Uma série de poténcias . anx™, ou converge apenas para
x = 0 ou existe r € (0,+00] tal que a série converge absolutamente no

intervalo aberto (—r,r) e diverge fora do intervalo fechado [—r,r|. Se existir

L =1lim {/|ay| entdo r =1/L.

DEMONSTRAGAO: Se a sucessao ({/|ap|) for ilimitada entdo o mesmo acon-
tece, para x # 0, com a sucessao (|a,z"|), pelo que o termo geral da série
> apz™ nao é um infinitésimo. Assim, a série de poténcias converge apenas
para x = 0.

Se, em alternativa, a sucessao ({/|ay,|) for limitada entao o conjunto

1
X—{p>0 : JngeN \"/\an\<p,Vn>no}

é nao-vazio e, portanto, existe r = sup X € (0, +00]°. Mostremos que X é
um intervalo de extremos 0 e r, ou seja, que X = (0,7) ou X = (0,7] ou
X =(0,400): sejape X e 0 <z < p; entdo

1 1
Vian| < = < =, Vn>mng
p T

pelo que x € X. Mostremos agora que

5 Atencéo ao abuso de linguagem: admitimos sup X = 400 se X for ilimitado.
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e a série converge absolutamente no intervalo aberto (—r,r):

seja x € (—r,7) e p € X tal que |z| < p < r; tem-se

X
lana] = || /lan] < 'p'< 1, ¥n > ng

e a afirmagao segue-se do critério de Cauchy (Teorema 5.6);

e a série diverge fora do intervalo fechado [—r,r]:

seja |xz| > r; entao |z| ¢ X e, para uma infinidade de valores de n,

tem-se

1
Vlan| > m & apa"| > 1

pelo que a série > a,z™ diverge ja que o se termo geral ndao é um
infinitésimo.
Finalmente, se existir L = lim {/|a,| entdo, para cada p € X, tem -se
(convencionando que 1/L = 400 para L = 0)

1 1
L=1Im/|ay| < - & p< —
p

h

pelo que r = sup X < 1/L. Suponhamos, por absurdo que r < 1/L e seja
p tal que r < p < 1/L. Entao L = lim {/|a,| < 1/p e, pela defini¢ao de

limite, existe uma ordem ng tal que

Vlan| <1/p, Vn>ng .

Entao p € X e portanto p < r = sup X, uma contradigao.
a

Definicao 7.1 A r € [0, +00] chama-se raio de convergéncia da série de

poténcias e ao intervalo (—r,r) chama-se intervalo de convergéncia.

Observacao 7.1 Uma série de poténcias pode convergir ou divergir nas
extremidades —r e r do seu intervalo de convergéncia, nada podendo afirmar-

se em geral.
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Observagao 7.2 E consequéncia do teorema anterior e do Teorema 5.7

. . . a ~ . ~ .
que, se a, # 0, Vn e existir lim % = L entao o raio de convergéncia da
n

série de poténcias Y ana™ é r=1/L.

As propriedades das séries de poténcias relativas & continuidade, inte-

gracao e derivacao sao consequéncia dos resultados gerais.

Teorema 7.3 Seja r o raio de convergéncia da série de poténcias ) anx”™

e p€ (0,r). A série converge uniformemente no compacto [—p, p].

DEMONSTRACAO: O resultado é consequéncia imediata do Critério de Wei-
erstrafi:
anz”| < lan|p” , VR €N, Va € [—p,p]

e a série Y a,p" é absolutamente convergente pois p € (—r,r).
O

Corolario 7.1 Seja r > 0 o raio de convergéncia da série de poténcias
doanx™. A funcgao f: (—r,r) — R, definida por f(z) = > apnz™, € continua.

O teorema afirma que uma série de poténcias converge uniformemente
em todo o intervalo compacto contido no seu intervalo de convergéncia. A
série pode nao convergir uniformemente no intervalo de convergéncia. No

entanto, vale o seguinte resultado (para a demonstracao, ver [4, pag. 388]).

Teorema 7.4 (Abel) Seja r, positivo e finito, o raio de convergéncia da

n

série de poténcias Y anx™. Se Yy anr™ convergir entdo a série de poténcias

converge uniformemente em [0,r]. Em particular,

lim (Z anx") = Zanr” .

T—rT

Teorema 7.5 (Integracao termo a termo) Seja r o raio de convergén-

cia da série de poténcias Y apz™. Se [a, ] C (—r,r) entdo

/j (Z anx”) dx = Z naijl (ﬁ”'H — a”“)
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DEMONSTRAGAO: A convergéncia é uniforme no intervalo compacto [« f]
contido no intervalo de convergéncia. Logo, pode-se integrar termo a termo.

g

Teorema 7.6 (Derivagao termo a termo) Seja r o raio de convergén-
cia da série de poténcias y oo o anx™. A funcio f: (—r,r) — R, definida
por f(z) = 300 janx™, € derivdvel, com f'(z) = Y o0 na,z™ ', A série

de poténcias de [’ ainda tem raio de convergéncia r.

DEMONSTRAGAO: Omite-se a demonstracao de que o raio de convergéncia
da série das derivadas ainda é 7.
Seja x € (—r,r) e p € (Jz|,r). Como a convergéncia da série das deriva-

das é uniforme em [—p, p|, f é derivavel e vale a igualdade

[e.e] ! o0
f(x) = Zan:c” = Znanfvn_l .
n=0 n=1
O

Observacgao 7.3 Ao integrar termo a termo uma série de poténcias com
raio de convergéncia r, pode acontecer que a nova série convirja em alguma
das extremidades de (—7,7), ou em ambas, sem que isso acontega para a série
original. Ao derivar termo a termo, pode acontecer o inverso e perder-se a
convergéncia em alguma das extremidades do intervalo de convergéncia, ou

mesmo em ambas.

Corolério 7.2 Sejar o raio de convergéncia da série de poténcias y |, anz™.
A fungio f : (—r,r) — R, definida por f(x) = > anz™, € de classe C*.
Para cada k € N, tem-se

7R (z) = Zn(n —1)...(n—k+1)az™ "%, VYoe(-rr).
n>k
*®)(0
Em particular, ap = f]d()
Assim, ag+ai1x+...+a,z" é o polinémio de Taylor de grau n da fungao

f(z) = > apz™ em torno do ponto x = 0.
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Coroldrio 7.3 (Unicidade) Sejam > anz™ e > b,a™ duas séries de po-
téncias convergentes em (—r,r) e X C (—r,r) um conjunto com um ponto
de acumulagdo nesse intervalo. Se Y apz™ = > bya™, para todo o xz € X,

entao a, = by, Vn € N.

Estudadas as séries de poténcias, interessa-nos agora saber em que condi-
¢oes se pode representar uma dada funcao através de uma série de poténcias,

ou seja, como se pode desenvolver uma funcao em série de poténcias.

Definicao 7.2 Seja I um intervalo e f : I — R uma funcdo com derivadas

de todas as ordens em xg € I. Chama-se série de Taylor de f em torno

2L F) ()
do ponto xy a série de poténcias Z " (z — )"

|
n:
n=0

Resulta imediatamente do Corolario 7.2 que a série de Taylor em torno
de zero da fungao f : (—r,r) — R, definida por f(z) = > a,z™, é precisa-
mente Y apx™.

Dada uma fungao de classe C*° e determinada a sua série de Taylor,
digamos em torno de zero, colocam-se duas questoes: a de se saber para que
valores de x a série converge e a de determinar se a série converge para f(z).

Isso acontecerd se o resto da férmula de Taylor

n (k)
£ =3 LWk 4 go)
k=0

verificar lim R, (z) = 0.

n—o0

Exemplo 7.4 A funcdo f: R — R, definida por

e V7 se g # 0
fz) =

0 se x=0,

é tal que f(™ (0) =0, Vn € N. Assim, a sua série de Taylor em torno de
zero, que € a funcao nula, é uma série convergente mas nao converge para

f(z) em nenhum intervalo.
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Exemplo 7.5 A féormula de Taylor em torno de zero, com resto de La-

grange, para a fun¢ao exponencial é dada por

"Lk e 11

T n

e’ = E i +7(n+1)!37 . e < x| -
k=0

. e’
Como lim ———2"T! =0, para todo = € R, tem-se

n—oo (n + 1)!
o0 n
x
T _
e —E T reR.
n=0

Exemplo 7.6 A féormula de Taylor em torno de zero, com resto de La-

grange, para a funcao seno é dada por

n 2k+1 - 1(2n+2)
. E_T [sin] (€) on+2
= - : < x| .
sin g_o( ) D G ” le| < ||
Como %x%”‘ < (‘glj_t;r;, — 0, para todo z € R, tem-se
0 p2n+1
: _ 1\
smx—g (—1) ek reR.
n=0

Mas nem sempre é pratico utilizar este procedimento de escrita da for-
mula de Taylor e inspecgao do limite do resto para obter o desenvolvimento
em série de poténcias de uma dada funcao. Podem usar-se as propriedades

das séries e obter desenvolvimentos a partir de outros ja conhecidos.

Exemplo 7.7

1, . . [ &K " & n "
coshz = §(e +e ):2(2 ﬁ—i—Z(—l) n‘)

l s T
= 2n§_0 A+ (=D 5
o 2n
X
= E , TER
~ (2n)!
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Exemplo 7.8 A expressao para a soma de um numero finito de termos de

uma progressao geométrica de razao x é dada por

1— n+1
l4z+.. . +a"=—"
1—=2
Logo,
1 n+1
14zt a2 .
1—=2 1—=2
n+1
Como, para |z| < 1, se tem lim = 0, obtém-se
n—oo ] —x
LI R E: Vo e (—1,1)
— = x x" x € (— .
1 —r b )
Esta série é a série de Taylor de f(x) = 7 em torno de zero, donde
—x
FM0)=n!.

Exemplo 7.9 Como |72 < 1 & |z| < 1, tem-se

o0 [e.9]

1 1
et e B DI R LD DI RGN LI C R
n=0 n=0
Integrando termo a termo, vem
i~ 2n+1
T
tanx = )™M dt = —)n

para z € (—1,1). Mas esta série converge, pelo Critério de Leibniz, nas
extremidades do intervalo e o Teorema de Abel permite entao estender a

igualdade acima a x € [—1, 1]. Fazendo x = 1, obtemos a férmula de Leibniz

T 1+1 1+
4 3 5 7 7
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7.2 Séries de Fourier

As séries de poténcias permitem representar, em intervalos apropriados,
um vasto conjunto de fungoes mas apresentam uma limitacao evidente: as

6 na sua Théorie

fungoes tém que ser regulares. A descoberta por Fourier
analytique de la chaleur, de que para uma muito mais vasta classe de fungoes,
incluindo fungoes descontinuas que surgem em intimeras aplicagoes em Me-

canica, era valida uma representacao em série trigonométrica da forma
a > nwx nmwx
JE— O —_— 3 —
f(z) = 5 + nél (an cos — + by sin 7 ) (15)

teve, pois, uma enorme importancia no desenvolvimento da Analise.

Verifica-se facilmente que as fungoes cos “7* e sin *7* sao periédicas de

periodo (positivo minimo) igual a % Um periodo comum a todas elas é,
portanto, 2L, e a validade de (15) implica naturalmente a periodicidade de f.
Esta é uma restricao relativamente inécua, ja que uma funcao definida num
intervalo limitado pode ser estendida a toda a recta de forma a tornar-se

periédica.

Admitindo a validade de (15) e a convergéncia uniforme da série tri-

gonométrica, basta multiplicar por cos *7* ou sin [ e integrar termo a

termo para obter, por forca das seguintes relagoes de ortogonalidade

L nwTr . MTT
cos — sin =0
L L L
L
nmwT mmx L se n=m
COS —— COS =
L L L 0 se n#m
L
. nmTxr . mnx L se n=m
sin — sin —— =
L L L 0 se n#m

validas para quaisquer n, m € N, expressoes para os coeficientes a,, € b,.

6Joseph Fourier (1768-1830)
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Definigao 7.3 Seja f : R — R uma funcdo periddica, de periodo 2L, in-
tegravel em cada intervalo limitado. Os coeficientes de Fourier de f sdo

08 numeros reais

1 [F nwT
- = - > : 1
an, L/_Lf(:v) cos — dz | n>0 ; (16)

1 L
b, = L/_Lf(x)sinnzxdm, n>1 . (17)

A presenca do factor % no termo independente de (15) justifica-se por tornar

vélida a férmula (16) para n = 0.

O principal resultado relativo a séries de Fourier estabelece as condigoes
em que uma funcgao periddica por ser representada pela sua série de Fourier,
ou seja, uma série trigonométrica da forma (15) em que os coeficientes sao

determinados pelas férmulas (16) e (17).

Definicao 7.4 Uma fungdo f : I — R diz-se seccionalmente continua
se, em cada intervalo limitado, tiver apenas um niumero finito de desconti-
nuidades, todas de primeira espécie. Se xqg for uma descontinuidade, define-

Se

flwo+0)= lim f(z) e  flzo—0)= lim f(z).

x—zoT T—x0~
A funcao diz-se seccionalmente derivdvel se for seccionalmente continua

e a sua derivada também.

Observacgao 7.4 Uma funcao seccionalmente derivavel nao precisa de estar

definida nos seus pontos de descontinuidade. Nesses pontos, faz-se

oy = L6304 1020

ou seja, toma-se para valor da funcao a média dos limites laterais. O mesmo

vale para a sua derivada.
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Exemplo 7.10 A fungéo definida por

0 se —7T<x<0

fz) =

1 se O<z<m

é seccionalmente derivavel. O seu valor na descontinuidade x = 0 pode

tomar-se f(z) = 3.

Teorema 7.7 (Dirichlet) Seja f : R — R wma fungdo seccionalmente
derivavel e periddica, de periodo 2L. Entdao a sua série de Fourier converge

em cada ponto r € R e

f(m+0)—;—f(x— = +Z (ancos + by, sin ”Lﬂ)

A demonstragao esta para além do ambito da disciplina; pode ser consultada
em [3].

Exemplo 7.11 Seja f: R — R a funcao periddica, de periodo 27, definida

em [—, ) por
0 se —7<x<0

fz) =

1 se 0<z<m.

Os coeficientes de Fourier de f sao

1 s
ag = / lde=1;
T Jo

1 ™
anp = / cos(nx)dxr =0, n>1;
T Jo
r[". 0 $
b, = / sm(nx)dm:{ 9 se. m e bar , n>1.
T Jo = se n éimpar

logo, como a funcao é seccionalmente derivavel,

o0

f(a:+0)';'f(x— +Z 2n—1 sjn[(zn—l)x].
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Fazendo x = /2, obtemos novamente a férmula de Leibniz

E—l—l—l-}—l—l—
4 3 5 7 7

Se uma funcao periddica f : R — R, de periodo 2L, for par entao a sua
série de Fourier é uma série de co-senos. Na verdade, os seus coeficientes de

Fourier sao

) L
an, = L/o f(a:)cosn—zxdx, n>0 ;

b, = 0, n>1 .

pois as fungdes f(z) cos “T* e f(z)sin "I sdo, respectivamente, par e impar.

Analogamente, a série de Fourier de uma funcio impar é uma série de

Senos.

Exemplo 7.12 Seja f(x) = x em [0,7]. Se quisermos desenvolver f em
série de co-senos, temos que prolongar a fungao por paridade a [—m, 0] (ou
seja, f(z) = —x em [—m,0]) e, de seguida, estendé-la, de modo periédico

(com periodo 27) a toda a recta. Os coeficientes de Fourier nao-nulos séo

2 ™
ag = — rdr =1 ;
T Jo

2 [T &
an, = / xcos(na;)dx—{ 04 Se e bar , n>1.
0

T ——— se n éimpar

nsm

Como a funcao é continua e seccionalmente derivavel, vem

x:g—iz_:laniw cos [(Qn—l)x] .

Se quisermos desenvolver f em série de senos, prolongamo-la como fungao
impar (ou seja, f(z) = x em [—7,0]). Os coeficientes de Fourier nao-nulos

sao entao

bn:/xsin(n:z)da::, n>1
0
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& 2(_1)n+1
T = —— i .
Z - sin(nx) (18)
n=1
Terminamos com uma importante férmula, a chamada identidade de

Parseval.

Teorema 7.8 (Parseval) Seja f : R — R wuma func¢do seccionalmente
continua e periddica, de periodo 2L. Entao os seus coeficientes de Fourier

verificam a identidade

1 5 - 2 2 1 [t 2
§a0 —i—;(an —|—bn):L/_L]f(:c)] dx .

Exemplo 7.13 Recordando (18) no exemplo anterior e utilizando a férmula

de Parseval, obtém-se

o0
4 1 [7 272
E:/IzdSU:ﬂ-
n? T 3

n=1 -
donde
i 1 - 72
S =
= n 6
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