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Resumo

O Capitulo 1 trata de problemas de otimizacdo envolvendo grafos e subconjuntos especiais de arestas
chamadas T -juncdes e T-cortes, bem como a demonstracdo do Teorema de Edmonds e Johnson que
permite tornar o problema de otimizagao num linear cujos poliedros associados sdo inteiros.

O Capitulo 2 mostra uma generalizacido dos problemas apresentados no Capitulo 1 sob a forma de
clutters ideais, bem como de uma conjectura ainda ndo resolvida do Seymour sobre os problemas de
otimizagdo associados aos clutters ideias e seus respetivos duais.

O capitulo 3 generaliza o estudo dos problemas do Capitulo 2 ao estudar programacio linear sobre os
nimeros racionais d-adicos para caracteriza-los e mostrar que sdo computacionalmente tratdveis do
ponto de vista pratico.

O capitulo 4 recorda o trabalho dos restantes capitulos, os principais pontos novos apresentados e
perspectivas para trabalho futuro.
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Capitulo 1

Otimizacao sobre 7-juncoes e T-cortes

Neste capitulo estudaremos problemas de otimizacdo linear associados a procura de 7T'-cortes e

T-jungdes de peso minimo num grafo.

Comegaremos por introduzir o que sdo 7-cortes e T-juncdes de um grafo, como se relacionam
estruturalmente e como podem ser usados para formar matrizes, poliedros e subsequentes problemas
de otimizacdo linear. O principal resultado que permitird ligar o problema no grafo a um problema de
otimizagdo linear serd o Teorema de Edmonds e Johnson [8], que serd demonstrado na secgdo 1.2.

1.1 Grafos, T-cortes e 7-juncoes

Seja G = (V,E) um grafo e seja T um subconjunto de V com cardinalidade par. Comegamos com um

lema famoso que serd ttil ao longo de toda a primeira sec¢do:

Num grafo, existe uma quantidade par de vértices com grau impar.

Dado 0 # U C V, chamaremos corte induzido por U, denotado por §(U), ao conjunto minimal de
arestas que, quando removidas, desconectam U do restante do grafo. Formalmente, podemos escrever

que sdo todas as arestas que t€ém uma extremidade em U e a outra em V\U, logo
S(U) E{vl\/z ekE:v EU, 1% ¢ U}.

Decorre diretamente da defini¢do que 6(U) = §(V\U) e diremos que um corte € trivial se |U| = 1 ou
V\U| = 1.
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Exemplo 1.1.1

Para U = {1,2,5}, o seu respetivo corte serd
8(U) ={14,23,24,53,561),56(2)}, onde
56() & a i-ésima aresta entre 5 e 6.

Definicao 1.1.1: T-corte

Num grafo G = (V,E), um T-corte € um subconjunto de arestas da forma §(U) em que [UNT|

¢ impar.

O grau de v € V relativamente a S C E define-se por grg(v) = |8(v) N S|, diremos que grg(v) é o grau
induzido por S. Em particular, gr(v) = grg(v) = [8(v) NE| = [8(v)].

Definicao 1.1.2: T-juncao

Num grafo G = (V,E), uma T-jun¢do é um subconjunto de arestas J de E que induz um
subgrafo aciclico para o qual gr;(v) é impar se e somente se v € T

Com algum abuso de linguagem, trataremos de forma indistinta uma 7 -jungio e seu respetivo grafo
induzido.

Se T =0 e J é uma T-jungdo, seu grafo induzido G’ = (V,J) tem todos os vértices com grau par, logo
deve ser uma unido de ciclos disjuntos. Como, por definicao, J € livre de ciclos, segue que J = 0.

Exemplo 1.1.2
Para T = {1,2,3,5}, os conjuntos de arestas {12,35} e {14,46,65,23} sdo T-jungdes.

Como a figura sugere, 56 representa apenas uma das aresta entre 5 € 6.

Dados 77 e T, conjuntos de vértices de cardinalidade par, J; C E uma 7j-juncdo e J, C E uma
T>-jungdo, J1 AJ, induz grau impar apenas nos vértices de 7y ATz, onde A € a diferenga simétrica. De
facto, temos

gy a0 (v) = [8() N (1 AL)|
= |8() | +18(v) N o] —28(v) NIy N
= grjl (V) + grjz (V) - 2gr]1ﬂ]2 (V),
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logo gr; A ;,(v) € impar se e somente se gr; (v) +gry, (v) € impar, o que ocorre quando os termos da
soma tém paridade diferente, assim J; AJ, induz grau impar em v se e somente se v € T{AT».

Proposicao 1.1.1

Seja G = (V,E) um grafo conexo e T um subconjunto de vértices. Entdo existe uma 7-jungio

se e somente se |T'| € par.

Demonstragdo. Se |T| é impar, o Lema dos Apertos de Mao 1.1.1 garante que ndo existe 7 -juncao.

Reciprocamente, os conjuntos de cardinalidade par podem ser separados em pares disjuntos de vértices
{tri—1,tr;} para 1 <i<n=|T|/2. Como o grafo é conexo, existem caminhos C; que conectam cada
par de vértices {ty_1,t;} e, pela discussdo anterior,

J=CACACA--- AC,

induz grau fmpar nos vértices de {t1,%2} A{13,t4} A -+ A{tjp—1,1j7)} = T, pois s@o pares de vértices
disjuntos. Note que, como um ciclo induz grau par em todos os vértices, se J possui um ciclo, podemos
exclui-lo de J sem alterar a paridade dos graus que J induz. Apds eliminar todos os ciclos, J serd uma
T-jungao. O

Quando G ndo € conexo e G1, G, ...,Gy sdo suas componentes conexas, existird uma 7'-jungdo se e
somente se, para cada G;, existir uma (7 NV (G;))-jungdo, diga-se J;. De facto,

J=J1UuLU---UJp

serd uma 7-juncdo de G. Portanto, pela Proposi¢do 1.1.1 G tem uma 7-juncdo se e somente se
TNV (G))

é par paratodoi=1,2,... /.

Proposicao 1.1.2: [ , Proposicao 5.25]

Num grafo, toda 7-juncédo é a unido de caminhos simples disjuntos (nas arestas atravessadas)
que ligam |T'|/2 pares (disjuntos) de vértices de 7.

Demonstragdo. Sejam u € T, J uma T-jungdo e H uma componente conexa de G' = (V,J) que
contém o vértice u. Pelo Lema dos Apertos de Mo 1.1.1, existe outro vértice ve TNV (H) e, como
H é uma componente conexa, existe um caminho C C J entre u e v que serd uma {u,v}-jun¢do. Assim,
JAC = J\C nio possui ciclos, logo serd uma (7 A{u,v})-juncdo, isto é, uma (7\{u,v})-juncio.

Como podemos repetir o processo de eliminar caminhos de J que ligam pares de vértices de T até
torna-lo vazio, concluimos que J é formado por caminhos disjuntos. O
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Exemplo 1.1.3

Pela proposigédo 1.1.2, quando 7 = {u,v}, as T-jungdes sdo os caminhos simples entre u e v.

Para uma T-juncdo J e para U C V tal que |U NT| é impar, a Proposi¢do 1.1.2 garante que existe um
caminho contido em J que liga um vértice de U a um vértice de V\U, logo 6 (U) NJ nunca € vazio.

Proposicao 1.1.3

Para qualquer 7-jun¢@o J e para qualquer T-corte B = 8(U) do mesmo grafo, |J N B| é impar.

Demonstracdo. Notemos que uma aresta e € J pode conectar: (i) dois vértices dentro de U;; (ii) dois
vértices de V\U ou; (iii) um vértice de U a um vértice de V\U.

As arestas dos tipos (i) e (ii) adicionam uma quantidade par de graus aos vértices de U (2 e 0,
respetivamente), e cada aresta do tipo (iii), que s@o as arestas de J N B, adiciona exatamente um grau,
donde

|JNB| = Z gr;(v) (mod 2).

velU

Por defini¢do de T-jun¢do, J induz grau impar apenas nos elementos de T e, por definicdo de T-corte,
[unt

¢ fmpar, logo podemos separar a soma de acordo com U = (U\T)U (U NT) e obter

Ye,0)= ¥ enm+ ¥ e()=0+1 (mod2).

velU veU\T veUNT

Portanto, a intersecdo original tem cardinalidade impar. O

Vejamos agora que os T-cortes podem ser caracterizados por T-juncgdes.

Proposicao 1.1.4

Seja G = (V,E) e S um subconjunto de E. Entdo S contém um 7'-corte se e somente se SNJ # 0
para toda T-juncio J.

Demonstragdo. Se S contém um 7'-corte, pela Proposicdo 1.1.3, S interseta todas as 7-jungdes.
Reciprocamente, suponha que S interseta todas as 7-jun¢des mas ndo contém nenhum 7'-corte. Nesse
caso, dada uma componente H do grafo G’ = (V,E\S), temos que |V(H)NT

é par, caso contrdrio
0(V(H)) seria um T-corte contido em S. Assim, cada componente H admite uma (V(H) N T)-jung¢do
Ju que, unidas, formam uma 7 -jun¢@o que ndo interseta S, uma contradico. O

O andlogo deste resultado para T-jungdes é também verdadeiro e a sua demonstracio é semelhante.
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Proposicao 1.1.5

Seja G = (V,E) e S um subconjunto de E. Entéo, S contém uma 7-jungéo se e somente se
SN B # 0 para todo T-corte B.

Demonstragdo. Analogamente a demonstracdo anterior, se S contém uma 7 -juncio, pela
Proposi¢do 1.1.3, § interseta todos os T'-cortes.

Reciprocamente, suponha que S interseta todos os T-cortes e ndo contém nenhuma 7'-juncio. Para
toda T-jungdo J temos S NJ # J, implicando que (E\S) NJ # 0. Pela Proposigdo 1.1.4, E\S contém
um 7T -corte que, em particular, ndo interseta S, levando a uma contradig@o. O

Proposicao 1.1.6

Seja G = (V,E) um grafo e T um subconjunto de V com cardinalidade par. Entdo, J C E é
uma 7'-juncdo se e somente se for um conjunto minimal, por inclusdo, que interseta todos os
T-cortes.

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 1.1.5, um conjunto minimal por inclusdo que interseta todos os
T-cortes ¢ uma T'-juncéo.

Reciprocamente, suponhamos que J ¢ uma 7T-juncdo. Pela Proposi¢do 1.1.5, J interseta todos
os T-cortes e s6 precisamos de mostrar que J é minimal. Seja J' uma T-jung¢do tal que J' C J,
entdo J'/AJ = J\J' é uma (T AT)-jungdo. Como TAT = 0, segue da definicdo de T-jungdo que
J\J =0. O

1.2 Teorema de Edmonds e Johnson

Seja G = (V,E) um grafo conexo com pesos ndo negativos w € Z% nas arestas; diremos que (G, w) é
um grafo pesado.

Um carteiro comeca o dia num vértice de um grafo com o trabalho de entregar uma carta em cada
aresta do grafo e, no fim, retornar ao vértice de inicio. O Problema do Carteiro Chinés consiste
num passeio que permite ao carteiro cumprir a sua tarefa minimizando o peso final, sendo uma
generalizacao natural da procura por um circuito euleriano.

O problema é completamente resolvido de forma algoritmica no artigo [8] através do seguinte
resultado:
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Teorema 1.2.1: [ ]

Seja (G,w) um grafo conexo pesado e T o conjunto dos vértices de G com grau impar. Entéo
o problema do Carteiro Chinés em G € equivalente a encontrar a 7-jun¢ao de peso minimo.

Ideia da demonstragdo. Um grafo conexo possui um circuito euleriano se e somente se todos os seus
vértices tém grau par, logo, quando o grafo possui vértices de grau impar, qualquer passeio que passa
por todas as arestas e volta ao vértice de inicio tem de necessariamente repetir arestas.

Quando T € o conjunto dos vértices de grau impar (que tem cardinalidade par), uma 7-juncéo € uma
unido de caminhos que ligam pares de vértices de grau impar, em particular G’ = (V,E\J) possui
apenas vértices com grau par e, portanto, admite um circuito euleriano.

O caminho do Carteiro Chinés serd formado pelos circuitos eulerianos em G’ = (V,E\J), onde J é
uma 7'-juncdo de peso minimo, junto dos caminhos em J percorridos duas vezes, 0 que minimiza o
peso dos caminhos duplamente percorridos. O

Diferente da abordagem de Edmonds e Johnson [8], vamos enquadrar o problema da 7T-juncdo de
peso minimo como um problema de otimizacao linear. Fixaremos até ao fim da seccdo um grafo
G = (V,E), T um subconjunto de V com cardinalidade par e um vetor nio negativo de pesos w € ZE.

Dado S um subconjunto de arestas de G, o vetor caracteristico de S, denotado por x/(S), é o vetor de
RE definido por
1,seeels,

X(S)e =
0,seedsS.

Denotaremos por J a matriz cujas linhas sfo vetores caracteristicos das T-jungdes de G e por C a
matriz cujas linhas sdo vetores caracteristicos dos T-cortes.

Pela Proposi¢do 1.1.5, S contém uma 7-jungéo se e somente se Cx(S) > 1, logo o problema da
T-jung¢do de peso minimo pode ser modelado como

min{wx : €x > 1,x > 0,x € ZF}. (1.1)
A este problema de minimizag¢ao estd associado o poliedro
P(C):={x:Cx>1,x>0}.

é o Poliedro das coberturas dos T-cortes. Pela Proposicao 1.1.5, todo vetor caracteristico de uma
T-jung@o pertence a P(C).
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No resto desta seccdo, dedicar-nos-emos a demonstracdo de que os pontos extremos deste poliedro
sdo vetores de inteiros, conhecido como Teorema de Edmonds e Johnson [8], seguindo a abordagem
apresentada no trabalho "Combinatorial Optimization: Packing and Covering" [4], o que permitird
desconsiderar a restricdo da integralidade de x em (1.1) e finalmente apresentar o problema da
T-jung¢do de peso minimo como um problema de otimizacdo linear.

Embora a demonstra¢do do Teorema de Edmonds e Johnson possa ser encontrada em [5] e [4], aqui
detalhamos a parte final da demonstra¢do que é omitida nos outros trabalhos.

Parax € RE e S C E, denotamos x(S) = Y,cgxe = x(S)x.

Um poliedro com pontos extremos diz-se inteiro se todos 0s seus pontos extremos sao inteiros.

Teorema 1.2.2: Edmonds-Johnson [ ]

O poliedro P(C) é inteiro e os seus pontos extremos sdo as linhas de J.

Ideia geral da demonstragdo. Comegamos por fixar um ponto extremo X € P(C). Quando % é um
ponto extremo associado aos T-cortes triviais , usaremos um lema auxiliar para mostrar que X € o
vetor caracteristico de uma 7T'-juncio.

Caso contrdrio, procederemos por indug¢do no nimero de vértices. Serdo criados dois grafos a partir de
G, chamados G| e G, com estritamente menos vértices do que G e dois novos conjuntos de vértices,
T\ e T, cujos respetivos poliedros das coberturas dos 7;-cortes t€m como pontos extremos vetores
caracteristicos de 7;-jungdes. Usaremos as 7;-jungdes dos grafos G e G, para construir 7-jun¢des no
grafo maior e concluir que X é ele préprio o vetor caracteristico de uma 7 -jun¢ao. O

Dividiremos a demonstracdo numa sequéncia de lemas e observagdes para tornar a leitura mais fluida

e intuitiva.

Para o primeiro lema, precisaremos de uma relaxac@o do poliedro P(C). Seja € a submatriz de C
cujas linhas sdo os vetores caracteristicos dos T-cortes triviais e seja

P(€)={x:Cx>1,x>0}.
Com isso, é evidente que P(C) C P(C').

Um grafo é uma estrela se for uma drvore em que no méximo um vértice tem grau superior a 1,
chamado centro da estrela.
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Seja & € RE um ponto extremo do poliedro P(€’). Entdo as componentes conexas do subgrafo
de G induzido pelas arestas de supp(X) = {e € E : x, > 0} séo:

* Ciclos impares com vértices em T e arestas e tais que £, = 1/2, ou;

* Estrelas com vértices em 7', exceto possivelmente o centro, e arestas e tais que X, = 1.

Demonstragdo. Como X € ponto extremo de P(C’), existe um subsistema do sistema de desigualdades
Cx>1,x>0 (1.2)

que tem % como tinica solugdo. Por isso, em particular, |supp(&)| < |7, onde 7" identifica as restrigdes
em (1.2) satisfeitas como igualdade por X quando a desigualdade é tomada como igualdade. Mais, se
E(H)| > |V(H)| —1) entdo

H denotar uma componente conexa de G = (V,supp(X)) (e, portanto,
[E(H)| < |[V(H)NT| < |V(H)],
pelo que H é uma érvore (caso |E(H)| = |V(H)| — 1) ou uma quase-arvore (caso |[E(H)| = |V (H))).

(i) Suponhamos que H é uma quase-drvore e, portanto, contém um tnico ciclo. Como |E(H)| =
|V(H)| entdo V(H) C T'. Seja C o tinico ciclo em H e, por absurdo, suponhamos que H # C. Entio,
existe u € V(H)\ V(C) de grau um (em H) — um vértice-folha de H. Como V (H) C T entio, sendo
e = uw a Unica aresta de H incidente em u, tem-se £, = 1, o que implicaria que V(H) = {u,w}, uma

contradi¢do. Portanto, H € um ciclo.

Agora, se H fosse um ciclo com um nimero par de arestas, existiria d definida por componentes +1 e
—1 alternadamente ao longo das arestas do ciclo C (e zero nas restantes) tal que ambos X+ ed, X —ed €
P, para algum € > 0 (suficientemente pequeno) e, para além disso, X = (X+&d)/2+ (X —€d)/2, 0
que € uma contradicdo para o facto de X ser ponto extremo de P. Portanto, por redugdo ao absurdo,
concluimos que H € um ciclo com um nimero impar de arestas.

Além disso, ao longo do ciclo C, o valor da correspondente componente de X alterna entre maior ou
igual a 1/2 e menor ou igual a 1/2. Como se trata de um ciclo impar, isso s6 é possivel se todas essas
componentes forem exatamente 1/2.

(ii) Suponhamos que H é uma arvore, pelo que |V (H)| — 1 < |[V(H)NT| < |V(H)|. Portanto, no
maximo, um dos vértices de H nio pertence a 7. Se |V(H)| = 1 entdo H ndo tem arestas. Se
|V(H)| = 2 entdo H tem uma tnica aresta e = uw. Como, sem perda de generalidade, u € T entdo
£, = 1. Finalmente, suponhamos que |V (H)| > 2, e seja u um vértice-folha de H que pertenga a T (H
tem, pelo menos, dois vértices-folha). Sendo e = uw a tnica aresta de H incidente em u entio w ¢ T
(caso contrdrio, ter-se-ia |V (H)| = 2) e £, = 1. Portanto, V(H)NT = V(H)\ {w}. Portanto, para
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todo vértice u de H distinto de w, se e = uv € E(H) entdo v = w (pois, caso contrdrio, |V (H)| = 2).
Concluimos que H é uma estrela com centro em w & T'. O

Vamos agora a teoria necesséria quando % ndo é ponto extremo de P(C') Dado um T-corte &(U),
denotemos por Gy = (Viy,Ey) o grafo com o conjunto de vértices U contraido num tnico vértice u.
Assim, Vy = (V\U)U{u} e

Ey={viv, €E :vi,va ¢ UYU{viu:viu' € §(U) para algum u' € U}.

Podem existir arestas multiplas em Ey mesmo que nao existam arestas multiplas em E.

Contragio, u

G Gy

Consideremos o conjunto de vértices Ty = (T\U) U{u}, que é par pois |T NU| é impar pela defini¢do

de T-corte.
Nesta operagdo, as arestas de E(U) sdo suprimidas e Gy mantém todas as outras arestas. Por isso,
dado um vetor x € R”, a sua contracdo para REV | que denotaremos X, estd bem definida e coincide

com x sem as componentes dos indices de E(U).

Podemos ainda construir a matriz dos Ty -cortes € e o poliedro das coberturas dos Ty -cortes P(C).

Seja x € RE e a sua respetiva contracio & € RV, Se x € P(@), entdo % € P(C).

Demonstracdo. A condi¢do de ndo negatividade € trivialmente satisfeita.

Podemos identificar qualquer subconjunto de vértices de Gy que ndo contém o vértice contraido u
como um subconjunto de vértices de G. Todo Ty-corte em Gy define um T-corte em G. De facto, se

W C Gy define um Ty corte em Gy, entdo

W, seud¢Ww,
(W\{u})UU, seuecw,

estd contido em V e 6(W’) é um T-corte (pois [T NW'| é impar) que coincide com §(W) como

conjunto, donde X(6(W)) =x(6(W')) > 1. O
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No préximo lema identificamos as Ty/-juncdes ora como vetores caracteristicos, ora como conjuntos
de arestas de forma indistinta.

Lema 1.2.3

Sejam Jy,Ja,...,J; C Ey Ty-jungdes e X € REV tal que %(8(u)) = 1. Se, para alguma combi-
nacao convexa

4 4
Z:Z/li]igi, Elizl, ll'>0,
i=

Il
i,

entdo cada J; contém uma tnica aresta de 8 («). Em particular, X, = z, para todo e € & (u).

Demonstracdo. Como u € Ty e toda Ty-juncdo € a unido de caminhos disjuntos entre pares de
vértices de Ty, cada J; tem ao menos uma aresta de (u) e todos os A; aparecem ao menos uma vez na
combinagdo convexa das componentes de z correspondentes a 6 (u), donde

onde a ultima desigualdade se deve & hipétese de que X(0(u)) = 1. Como a soma destas componentes
¢ 1, segue que cada A; apareceu uma e apenas uma vez, logo J; possui uma tnica aresta de & (u).

Como z < X e, ao longo das componentes de 0 (u), aparecem todos os A; em z, temos 1 < z(d(u)) =
X(8(u)) = 1. Se houvesse e € 6(u) tal que z, > x,, terfamos X(8(u«)) > 1, uma contradi¢do. Conclui-
mos que z, = X, para todo e € 0 (u). O

Teorema 1.2.3: Edmonds-Johnson [ ]

O poliedro P(@) é inteiro e os seus pontos extremos sdo as linhas de J.

Demonstragcdo. Seja X um ponto extremo do poliedro P(C). A demonstragéo é feita por indugio no
numero de vértices do grafo G, em que o resultado segue trivialmente no caso de G ter 2 vértices; a
hipétese de inducido serd utilizada mais adiante.

Suponha inicialmente que X seja também um ponto extremo do poliedro definido no Lema 1.2.1, isto

z A

é,%(8(U)) = 1 para T-cortes triviais. Seja H = (V,E) uma componente conexa do grafo induzido
por supp(X).

Como as arestas fora do suporte so nulas, temos X(8(V)) = 0, que é menor do que 1, logo §(V') ndo
é um T-corte e, portanto, V contém um nimero par de vértices de 7. Pelo Lema 1.2.1, H ndo pode
ser um ciclo de comprimento fmpar; segue entdo que H é uma estrela e todas as componentes de X
sdo inteiras.
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Ainda pelo mesmo lema, como H contém um niimero par de vértices de 7', o vértice central da estrela
¢é fimpar. Consequentemente, as componentes positivas de X induzem

pertence a T se, e somente se, |E
grau impar exatamente nos vértices de 7. Assim, H € livre de ciclos e induz grau impar apenas em 7,

0 que mostra que X € o vetor caracteristico de uma 7 -juncéo.

Suponha agora que X ndo é um ponto extremo do poliedro do Lema 1.2.1. Entdo, existe um T-corte
ndo trivial §(U) tal que X(6(U)) = 1. Usaremos agora a contra¢do estudada anteriormente para

aplicar a hipétese de inducéo.

Seja G; = G/U o grafo obtido a partir de G pela contracdo de todos os vértices de U num tnico

vértice v; e defina
T = {Vl}U(T\U).

De modo anélogo, seja G, = G/(V\U) o grafo obtido pela contragdo de V \ U num tnico vértice v,

e defina
T :=(TNU)U{v}.

V\U

vi V2

G Gy
Seja C; a matriz dos T;-cortes em G; e P(C;) os seus respetivos poliedros das coberturas para i = 1,2.
Note que, como |U|,|V\U| # 1, G e G, tém estritamente menos vértices do que G.

Denotemos por &' € R% a restrigio de % a E;. Pelo Lema 1.2.2, & € P(C;).

Por hipétese de indugéo, os pontos extremos de P(C;) sdo vetores caracteristicos de 7;-jungdes, pelo

que existem combinacdes convexas de 71-jungdes J 11 ,J21 yen ,J,l e de T>-jungdes J %,J%, ... ,J,% tais que

1

7' = wiJ? <% (1.3)

I
™-

YIRS z’

N

1 1

1

Pelo Lema 1.2.3, z!,z” e & coincidem nas arestas de 8 (U). Dadas uma T7-jungio J,-1 e uma 7;-junc¢do
Jj2 que coincidem nas arestas de §(U), isto é, ambas utilizam a mesma aresta, temos que J; UJJ2 ¢ uma
T-juncdo em G. De facto, Jl-1 garante a paridade correta dos vértices em V\U, J]Z garante 0 mesmo

para os vértices de U e nenhuma delas contém um ciclo.
Para cada e € S = supp(X) N0 (U ), consideramos as T;-jungdes de (1.3) que a contém:
I'={itecJ! 1 <i<k}, E={j:ecl1<j<t}

Ainda pelo Lema 1.2.3, cada Tj-juncdo usa apenas uma aresta de (U ), logo cada um dos dois
conjuntos de indices induz particdes {I!}ecs € {I2}ecs de {1,2,...,k} e {1,2,...,£} respetivamente,
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assim Y
N ilj
Y A= ¥ =, donde ¥ ¥ I —s.
i€l} JEI? i€ll jerz ¢

Construimos a combinacao convexa de T -juncdes:

=Y Y Y AR,

e€Sicl) jerz e

Vejamos que X domina essa combinagdo convexa de T-jungdes, isto é, z < X nas arestas de E(U),
E(V\U) e 8(U) separadamente.

Se e* € E(V\U), trata-se de uma aresta que pertence as Tj-jungdes, isto é, (J! UJ]Z)E* = (J!)e+, entdo:

)Ll:uj (Jil)e* = Z Z )Li(']il)e* Sﬁi* =Xt

e e€Siel)

=2 )

ecSiell jeI?

Analogamente, podemos mostrar que z,+ < £+ quando ¢* € E(U). Por fim, se e* € §(U),

=) )

iell, jelA

};‘ff(J}w})e* =Y Y @:fﬁ.

Xpox
e P ) e
i€l jel

Notemos que se e ¢ supp(X), é imediato que z, = £, = 0. Logo, X domina uma combinagdo convexa
de T-jungdes. Como todo vetor caracteristico de uma T'-jun¢@o pertence ao poliedro P(C) e X é um
ponto extremo, concluimos que ele préprio deve ser o vetor caracteristico de uma 7-jun¢do.

Reciprocamente, como qualquer vetor caracteristico de uma 7-juncio € um vetor de zeros e uns
minimal (nas restri¢des de p(C)) que pertence ao poliedro, serdo pontos extremos, pelo que os pontos
extremos serdo exatamente todas as linhas de J. O]

Uma consequéncia imediata do Teorema 1.2.3 € que a relaxacéo linear do problema (1.1) sempre
possui uma solugdo 6tima que € o vetor caracteristico de uma 7'-junc¢éo de peso minimo, logo

min{wx : €x > 1,x > 0,x € ZF} = min{wx: Cx > 1,x > 0}.

Concluimos que encontrar uma 7'-jun¢do de peso minimo e, portanto, resolver o problema do Carteiro
Chinés, é equivalente a resolver um problema de otimizagdo linear.

O nosso objetivo inicial era encontrar a 7-jung@o de peso minimo, mas e se o objetivo for encontrar o
T-corte de peso minimo?

Analogamente ao que ocorre com as T-juncdes, pela Proposicdo 1.1.4, o problema do T-corte de
peso minimo pode ser modelado por

min{wx : Jx > 1,x > 0,x € ZF}. (1.4)
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O poliedro P(J) = {x: Jx > 1,x > 0} subjacente ao problema é o Poliedro das coberturas das
T-jungdes. No Capitulo 2 demonstraremos o seguinte teorema como um corolario de um resultado
mais geral.

Teorema 1.2.4

O poliedro P(J) € inteiro e os seus pontos extremos sdo as linhas de C.

O Teorema 1.2.4 permite reduzir (1.4) a outro problema de otimizacdo linear ao ignorar a restri¢ao de
integralidade.






Capitulo 2

Clutters ideais

No Capitulo 1, as matrizes J e C, cujas linhas sdo, respetivamente, os vetores caracteristicos de
T-jungdes e T-cortes de um grafo, tinham duas caracteristicas marcantes: suas linhas eram vetores

caracteristicos e os poliedros obtidos a partir do processo
P(A) ={x:Ax>1,x> 0},
que chamamos poliedros das coberturas, tinham pontos extremos inteiros.

Neste capitulo, veremos que estas propriedades aparecem em mais matrizes além destas; em particular,
elas fazem parte do estudo de estruturas chamadas clutter.

Este capitulo pretende apresentar os conceitos basicos necessarios a formulacao de clutter ideal e as
suas propriedades. Apresentaremos a conjetura de Seymour [22] de 1979 e as suas solucdes parciais
existentes, bem como um enfraquecimento da conjetura que [12] sugere ser verdadeiro.

2.1 Definicao de clutter e clutter bloqueador

Seja S um conjunto finito e Z2(S) as partes de S. Uma familia § C Z(S) € uma familia de Sperner
[9] de S se
VF|,F, € F com Fy # B, temos F| € F>.

15
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Exemplo 2.1.1

Para S qualquer e k < |S|, a familia dos subconjuntos de S com cardinalidade k
F={FCS:|F|=k}

¢ uma familia de Sperner. Para k = 0, F = {0}.

Definicao 2.1.1: Clutter

Um clutter é um par ¢ = (S,5F) composto por um conjunto finito no vazio S e uma familia &
de Sperner de S.

Um clutter € = (S, F) pode ser também caracterizado pela sua matriz de incidéncia |F| x |S|, denotada
por M (%), cujas linhas sdo os vetores caracteristicos dos elementos de F.

Exemplo 2.1.2

Sejam G = (V,E) um grafo e 7 um subconjunto de vértices de G com cardinalidade par.
Pela Proposicdo 1.1.6, a familia das T-jun¢des, que denotaremos por F;, é uma familia de
Sperner, isto é, €7 = (E,J) é um clutter. Neste caso, M(%;) = J é a matriz das T-jungdes.

Um subconjunto E de S diz-se uma cobertura do clutter ¢ = (S,F) se interseta todos os elementos
de &, isto é,
VF e F,ENF #0.

Em particular, o conjunto S é sempre uma cobertura do clutter. Uma cobertura £ C § € minimal se
ndo contém nenhuma outra cobertura. Dito por outras palavras, quando E € minimal por inclusdo com
a propriedade de intersetar todos os elementos de J.

Além disso, se Ej,E; C S sdo duas coberturas minimais diferentes, E| g E, e E> ;t_ Ey, pelo que
concluimos que a familia das coberturas minimais forma uma familia de Sperner de S. Ao denotar por
& a familia de coberturas minimais, chamamos ao clutter bl(%’) == (S, £) o bloqueador de € .

Exemplo 2.1.3

Dados G = (V,E) um grafo, T um subconjunto dos vértices de G com cardinalidade par e F¢ a
familia dos T'-cortes minimais (por incluso), pela Proposi¢do 1.1.4, ¢ = (E,F¢) € o bloqueador
do clutter das T-jungdes, isto é, 6¢ = bl(¢)).

O préximo lema auxiliard na demonstragdo do Teorema 2.1.4.



2.2 O poliedro das coberturas 17

Lema 2.1.1

Seja S um conjunto finito ndo vazio e sejam % = (S,F) e .# = (S, €) dois clutters tais que:

1. Todo o elemento de F contém um elemento de &;
2. Todo o elemento de € contém um elemento de F.

Entdo H = X.

Demonstracdo. Dado F € F, existe E € € tal que E C F. Por sua vez, existe F/ € F tal que F' CE,
portanto F' C E C F. Como J é uma familia de Sperner, segue que F/ = E = F e, portanto, F C &.
A outra inclus@o decorre por simetria. O

O proximo teorema € cldssico e a sua demonstracio tem uma natureza semelhante as demonstracdes
das Proposicdes 1.1.5, 1.1.4 e 1.1.6 do Capitulo 1.

Teorema 2.1.4: [ ]

Seja ¢ = (S, ) um clutter, entdo blbl(¢) = %

Demonstragdo. Sejam bl(€) = (S,€) e blbl(€) = (S,F"). Se F = {0} ou F' = {0}, temos F = & =
F" = {0} e temos o pretendido.

Supondo que ambas contém um elemento néo vazio, vamos mostrar que F = F’ utilizando o Lema
2.1.1. Dado F € J, por defini¢do de bloqueador, F NE # 0 para todo o E € &, portanto, F' é uma
cobertura de bl(€) e necessariamente contém uma cobertura minimal F’ € F'.

Dado agora F' € F’, suponha que F' ndo contém nenhum elemento de F, entdo S\ F’ interseta todos
os elementos de JF e, portanto, contém uma cobertura minimal de €’ que ndo interseta F’, logo F' ¢ F7,
uma contradi¢io. Concluimos que F’ necessariamente contém um elemento de . O

2.2 O poliedro das coberturas

Seja ¢ = (S, ) um clutter representado pela matriz A = M(%’). O poliedro
P(?¢)={x:Ax>1,x>0}

€ o Poliedro das coberturas de €. No Capitulo 1, vimos o poliedro das coberturas dos clutters dos
T-cortes e das T-jungdes. Um clutter ¢ diz-se ideal quando o seu respetivo poliedro das coberturas
P(%) é inteiro, isto &, se seus pontos extremos sdo inteiros (ver Anexo B).
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Sejam ¢ um clutter, A = M(%), B= M(bl%’) e v um ponto extremo de P(bl%) que satisfaz
v>AB para algum A >0tal que A1 = 1. Entdo v é uma linha de A.

Demonstragdo. Seja B= M(bl%’). Consideremos o conjunto convexo
S={x:x>24,1>0,A1=1}
Note que, para x € S, temos X > AA > 0 e, por defini¢édo de bloqueador, BAT > 117, donde
Bx" >BATAT >11"AT =1.

Logo S C P(bl%). Em particular, v € S é necessariamente um dos seus pontos extremos pois, caso
ndo fosse, seria uma combinagdo convexa de elementos de P(bl %), o que contradiz a escolha de v.
Finalmente, S € o conjunto de todos os vetores maiores ou iguais a qualquer combinacgio convexa das
linhas de A, assim os seus pontos extremos sdo necessariamente linhas de A, donde concluimos que v
¢ uma linha de A. O

Se x € Z3 é minimal (em cada componente) tal que Ax > 1 e x > 0 onde A é uma matriz de zeros e
uns, entdo X terd componentes zeros e uns. De facto, qualquer entrada maior que 1 pode ser alterada
para 1 diminuindo as componentes do vetor sem alterar a validade da desigualdade.

Sempre que P(%’) é ideal, os seus pontos extremos séo vetores inteiros nao negativos minimais (em
cada componente) com a propriedade de Ax > 1, isto é, sdo coberturas de %’. Dito por outras palavras,
os pontos extremos de P(%’) sdo as linhas de M (bl%).

Teorema 2.2.1: [ , Teorema 1.15]

Um clutter € € ideal se e s6 se bl(%) € ideal.

Demonstragdo. Suponha que P(%) é ideal e sejam B = M(bl%’) e v um ponto extremo de P(bl%).
Para qualquer linha B; de B tem-se B;v > 1; como as linhas B; sdo pontos extremos de P(%), existira
um ponto extremo x € P(%) tal que xv = 1.

Pelo Teorema da Dualidade Forte da Programacao Linear,
I =min{xv:Bx>1,x >0} =max{Al:v>AB,A >0}
Entdo existe A > 0 com A1 = 1 tal que v > ABeo pretendido segue do Lema 2.2.1.

A equivaléncia é consequéncia do Teorema 2.1.4. O
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Podemos, entdo, revisitar o Teorema 1.2.4 que aqui recordamos sob a forma de um corolério do
Teorema 2.2.1.

Corolario 2.2.1

Sejam G um grafo e 7 um subconjunto de vértices de G com cardinalidade par. O poliedro
das coberturas das T-jungdes P(%)) € inteiro e os seus pontos extremos sdo as linhas de
C=M(%c).

2.3 A Conjetura de Seymour

Para um clutter ¢ = (S,F) com matriz A = M (%) e um vetor ndo negativo w € Z5, podemos construir
o problema de otimizagdo
Tw(%) = min{wx : Ax > 1,x > 0}, P)

cuja regido admissivel € o poliedro das coberturas do clutter. O problema possui solugdo 6tima inteira
sempre que ¢ € ideal. Mesmo que ¢ seja ideal e (P) tenha solugio 6tima inteira, o seu dual

V(%) = max{yl:yA <w,y > 0} (D)

pode nao ter solucdo 6tima inteira, como mostra o Exemplo 2.3.1 a seguir.

Exemplo 2.3.1 max  yi+y2+ys+ya
O clutter Qg = (S,F) tem S = {1,2,...,6} e saa yi+y, <1
<1
F={{1,2,4},{1,3,5},{2,3,6},{4,5,6}} AESE
yitys<l
é ideal [18]. Para w = 1, temos o dual D ao ya+ys <1
lado cujo valor 6timo € 2 e sua solucdo 6tima yatys <1
éx=(1/2,1/2,1/2,1/2), que ndo é um vetor B
yitya<l

de inteiros.
Y1,Y2,¥3,Y4 >0

No Capitulo 1, estuddmos sob a forma (P) os clutters das 7T-jun¢des e T-cortes de um grafo cujas
matrizes sao C e J:
Tw(%c) = min{wx : Cx > 1,x > 0} (Pc)

Tw (%) = min{wx : Jx > 1,x > 0}, (Pr)

ambos com solucdo 6tima inteira. Os duais destes problemas tém comportamentos interessantes.
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Teorema 2.3.2: Lovasz, 1987 [ ]

O problema dual (F¢),
Vw(%c) =max{yl:yC <w,y > 0} (DFc)

admite uma solug@o 6tima ¥ tal que 2y é um vetor inteiro.

Dizemos que (DP¢) possui sempre solucdo 1/2-inteira.

Entretanto, para o dual de (7)),
Vw(€r) = max{yl:yd <w,y >0} (DPy)

Seymour mostrou, através de um contraexemplo [22, Contraexemplo 4.3], que pode ndo existir solugio
1/2-inteira nem 1/3-inteira, identificando para este contraexemplo apenas uma solugio 1/4-inteira.

O contraexemplo apresentado por Seymour
envolve um grafo de Petersen modificado, sub-
stituindo um dos vértices por um tridngulo,
onde cada aresta do vértice original se liga a
um vértice do tridngulo.

A conjetura original de Seymour vai mais adiante. Dizemos que um nimero racional r é 2-adico se
existem a,k € Z tais que r = a/2*. Um vetor é 2-ddico se todas as suas componentes sdo 2-adicas.

Conjetura 2.3.1: (de Seymour) [ ]

Seja € = (S,F) um clutter ideal, A = M(%) e w € ZS20~ Entdo (D) possui solugdo 6tima
2-4dica.

O Teorema 2.3.2 garante a validade da conjetura para o clutter dos T-cortes e em 2022, a conjetura
foi confirmada também para o clutter das T-jungdes no artigo [2].

Teorema 2.3.3: Abdi, Cornuéjols, Palion (2022)[ ]

O problema (DPy) admite uma solugdo 6tima § que é 2-adica.

Também em 2022, a tese de mestrado [12] apontou uma extensdo da conjetura durante o estudo de
digrafos. Num digrafo G = (V,E), onde V é o conjunto de vértices e E é o conjunto de arcos, uma
dijun¢do € um conjunto de arcos que, quando contraidos, resultam num digrafo fortemente conexo

(para mais detalhes, ver o anexo A).

A familia das dijun¢des minimais forma uma familia de Sperner de E e o clutter das dijungdes de um
digrafo ép; = (A,Fp) é ideal [19]. Consideremos Ap = M (%p;) a matriz das dijun¢des de um dado
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digrafo e o seu respetivo problema de otimizagao:
Tw(%pi) = min{wx : Apx > 1,x > 0}. (2.1

Dizemos que um niimero racional é [p|-adico se existem inteiros a, b tais que r = a/b e a fatoriza¢do
de b em primos possui apenas primos em {1,2,...,p}. Note que um nimero é [2]-ddico se e s se é
2-4dico. Daremos mais aten¢do a caracterizagdo deste tipo de racional no Capitulo 3.

Teorema 2.3.4: [ , Teorema 2.13]

O dual de (2.1),
Vy(%pi) = max{yl : yD <w.,y > 0},

possui uma solug@o [Ty (%p;)]-ddica.

Portanto, a Conjetura de Seymour 2.3.1 se verifica para o clutter das dijun¢des de um digrafo sempre
que Tw(%p) = 2 e dd espago a uma reformulac@o da conjetura para os casos restantes.

Conjetura 2.3.2: (de Seymour, modificada) [ ]

Seja ¢ = (S,F) um clutter ideal, A = M(%) e w € Z,. Entdo (D) possui solugdo 6tima
[Tw(%)]-adica.

O Exemplo 2.3.1 em particular se encaixa nas duas conjeturas pois possui 2 como valor 6timo.






Capitulo 3

Programacao linear sobre d-adicos

No final do Capitulo 1 e no Capitulo 2 estuddmos problemas de otimizacdo linear que admitiam
solugdes Gtimas racionais cujos denominadores tinham fatores primos bem definidos, nomeadamente,
racionais [p]-ddicos e 2-adicos. Este capitulo tratard de estudar uma generaliza¢do destes problemas

sup{wx : Ax < b,x é d-ddico}

Embora ndo tratemos diretamente dos algoritmos, veremos que estes problemas sdo computacional-

mente tratdveis, isto €, podem ser resolvidos em tempo polinomial.

Este capitulo é completamente baseado no artigo [1] com a diferenca de que néo exigiremos que d
seja primo, mostrando as respectivas extensdes dos resultados do artigo para essa generalizagao.

O capitulo comegard por apresentar os d-adicos para caracterizar a existéncia de solugdes d-adicas
para sistemas de equacdes lineares. Com os sistemas de igualdades estudado, passaremos para
sistemas de desigualdades e finalmente para otimizag@o sobre d-adicos. Aqui, caracterizar o problema
significa mostrar que sdo tdo computacionalmente tratdveis quanto o seu problema sem a restri¢do
d-édica.

Ao longo do capitulo assumiremos que as matrizes sdo inteiras por conveniéncia, mas é simples
verificar que os resultados podem ser facilmente generalizados para matrizes racionais visto que, se
A € Q™" existe a € Z tal que aA € Z™*". Diremos que um problema ¢ fdcil se pode ser resolvido

computacionalmente em tempo polinomial.

23
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3.1 Os d-adicos e sistemas de equacoes lineares

Dado um inteiro d > 2, dizemos que um racional r é 1 /d-inteiro se existir a € Z tal que r = a/d; e
dizemos que r é d-ddico se existem a,k € 7Z tais que r = a/d*, ou seja, se for 1/d*-inteiro para algum
ke Z.

Assumimos que os fatores primos de d sdo conhecidos, bem como sua fatorizacdo em poténcias de
primos.

Exemplo 3.1.1
Os racionais 5,1/2 e 5/12 sio 6-adicos pois: 5 =5/6; 1/2 =3/6'; 5/12 =15/6°.

Denotaremos o conjunto dos d-adicos por A,. Alertamos que na literatura de Teoria dos Numeros
existe outro significado para nimeros p-adicos [10] que ndo coincide com o estudado no presente
trabalho.

Teorema 3.1.2

Um racional r = a/b, com a,b € Z, é d-adico se e somente se b/ mdc(a,b) possui, na sua
decomposi¢do em fatores primos, apenas primos que dividem d.

Demonstracdo. Suponhamos sem perda de generalidade que mdc(a,b) = 1 e sejad = p‘f‘1 pg‘2 . p,‘fk
a decomposicdo de d em poténcias de primos distintos.

Se r é d-adico, r = a'/d* parad' .,k € Z e

a d k /

E = ﬁ = ad =d b
Como mdc(a,b) = 1, b s6 pode ter primos que dividem d* (e, portanto, que dividem d) na sua
fatorizacdo.

Reciprocamente, suponha que b/ mdc(a,b) = b contém apenas fatores primos de d, isto é,

b:pl'pgz...pfl,

onde f; > 0. Como ¢; > 1, existe k € Z tal que ko; > B; paratodo 1 < i </, assim

o a B aplldxl—ﬁl ”.plgw—ﬁk B i/
- , k ko gk’
pllalngpE( plal...pgg d

o que conclui a demonstracio. O
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Pelo Teorema 3.1.2, dado um racional qualquer, decidir se ele é d-ddico envolve calcular um mdc e
decidir se um niimero pode ser fatorizado como poténcias de primos conhecidos, que pode ser feito
pelo algoritmo de Euclides (que é computacionalmente eficiente).

Exemplo 3.1.3

1/5 néo é 6-ddico nem 14-ddico, mas é 5-ddico e 10-ddico.

Pode-se verificar que A, contém zero, é fechado para as operacdes de soma, subtragcdo e para o
produto (mas nio para divisdo).

Recordamos que no Teorema 2.3.4 do Capitulo 2 definimos nimeros [p]-ddicos como racionais
r =a/b em que b/ mdc(a,b) é produto de primos menores do que ou iguais a p. O Teorema
3.1.2 mostra que um nimero é [p]-ddico se e somente se for d-adico para d = ppa,..., px, onde

P1,P2,-- -, Pk $40 0s primos menores do que ou iguais a p.

Teorema 3.1.4

O conjunto dos d-ddicos € denso nos reais.

Demonstracdo. Vejamos que todo real € ponto de acumulacdo de A,. Seja x € R e € > 0 qualquer.

Como d > 2, existe k € Z tal que 1/d* < €. Para k com essa propriedade, o d-adico ijckJ satisfaz
| xd* | xd* — | xd| 1
A e T e P
O que conclui o pretendido. O

Um vetor x € R" diz-se d-adico (resp., 1 /d-inteiro) se todas as suas componentes forem d-adicas
(resp., 1/d-inteiras). Denotamos o conjunto dos vetores d-ddicos em R” por A/. Uma consequéncia
direta do Teorema 3.1.4 € que AJ, ¢ denso em R".

Uma matriz U € Z"" diz-se unimodular se det(U) = +1.

Sejam A € Z™*", b € Z™ e uma matriz unimodular U € Z™". O sistema de equa¢des Ax = b

possui solucdo d-adica (resp., 1 /d-inteira) se e somente se o sistema (AU )x = b possui solugdo
d-adica (resp., 1 /d-inteira).

Demonstragdo. Suponha que AX = b possui uma solucdo 1/d-inteira X. Como U é unimodular,
U~! € Z"™", entio § = U~'% é ainda 1/d-inteira e é solugio de AUy =b. Como U~! é também
unimodular, a equivaléncia segue por simetria.
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Se Ax = b possui uma solugio d-adica, possui soluciio 1/d*-inteira para algum k e o resultado segue
do caso anterior. ]

A forma normal de Hermite [21] de uma matriz A € Z"*" com caracteristica m é a matriz H = [B 0]
com as seguintes propriedades:

* B é ndo singular, triangular inferior, ndo negativa e o maior elemento de cada linha se encontra
na sua diagonal;

e Existe U € Z™" unimodular tal que AU = H.

Exemplo 3.1.5

B
—_—~
2 -1 -1 -1
e N T o I
1 1 3 2 oo 00 1 0
0 0 0 1
N————
A U H

A forma normal de Hermite existe e € tinica para qualquer matriz m X n com caracteristica m [21,
Corolario 4.2a]. Além disso, pode ser encontrada computacionalmente em tempo polinomial[13].

Teorema 3.1.6

Sejam A € Z"™*" com caracteristica m, b € Z" ¢ H = [B 0] a forma normal de Hermite de A.
O sistema Ax = b possui solugdo d-ddica (resp., 1 /d-inteira) se e somente se B~'b é d-adico
(resp., 1/d-inteiro).

—1
Demonstragdo. Seja U unimodular tal que AU = H. Se B~'b é 1/d-inteiro, entio [B o ] é uma
solug@o 1/d-inteira de Hx = b e o resultado segue do Lema 3.1.1.

Por outro lado, se X é uma solugdo 1/d-inteira de Hx = b, consideremos a parti¢do x = [zj , segue

Hi=b < [B 0][ }zb@qu:b(:)fq:B’lb,

X
X
logo B~'b é 1/d-inteiro.

Para o caso da solugdo d-ddica, existe uma solugio 1/d*-inteira para algum k e o resultado segue do
caso anterior. O
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Exemplo 3.1.7

Temos o seguinte sistema "Ax = b" do Exemplo 3.1.5

" 2 10 o] 2
2l =lileovetor B 'b=|-1/2 172 of |1| = |-12
- 1 -1 0 1|1 -1

X4

Os denominadores das componentes de B~'b sdo apenas 1 e 2, logo, pelo Teorema 3.1.6, o

sistema admite solucdo d-ddica apenas para d par, em particular, solugdes 2-ddicas.

Observacao 3.1.8

Dadod = p{'p3?... p,‘j" a decomposi¢io de d em primos distintos e d’ = pp; - - - px 0 produto
dos primos que dividem d, o Teorema 3.1.2 mostra que um niimero € d-adico se e somente se for
d’'-adico.

Sempre que for conveniente podemos assumir, sem perda de generalidade, que d € livre de

quadrados, ou seja, é produto de primos distintos.

Dado d livre de quadrados, com divisores primos py, p2,.. ., px € um vetor & = (0, 0, ..., 0% ) € Z’;O,
denotamos

o)

d%=pi' p3* - pi*

Para uma matriz A € Z™*" com m < n, seu Mdximo Divisor Comum, denotado mdc(A), é o maximo

divisor comum de todos os menores m X m de A.

Seja A € Z™" com caracteristica m ¢ H = [B 0] a forma normal de Hermite de A. Entdo
mdc(A) = |det(B)|.

Demonstragdo. Seja U unimodular tal que AU = H. Para cada submatriz H' m X m, existe uma
submatriz U’ n x m de U tal que AU’ = H'.

Pela férmula de Cauchy-Binet [16],

det(H') = det(AU') = Y det(A;)det(U)),
Ic{l,..n},|[I|=m

onde U; denota a submatriz m x m de U’ com linhas indexadas por 1.

Logo, cada det(H") é combinagio linear inteira dos menores m X m de A. Portanto, mdc(A) | det(H)
Em particular, tomando H' = B, obtemos mdc(A) | det(B).

Por outro lado, como U é unimodular, também existe U~! € Z"™" tal que A = HU ~'. Aplicando o
mesmo argumento, cada menor m X m de A € combinacdo linear inteira dos menores m x m de H.
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Mas o tnico menor ndo nulo de H = [B 0] é B, logo det(B) | mdc(A). Concluimos que mdc(A) =
|det(B)]. O

Proposicao 3.1.1

Sejam A € Z"™*" de caracteristica m, b € Z" e d livre de quadrados tais que Ax = b possui
solucdo d-adica e seja & € Zk>0 um vetor minimizante de

min{ o + -+ 0 : Ax = b tem solugdo 1/d*-adica, o € Z~,}

Entio d% divide mdc(A).

Demonstracdo. Por hipétese, Ax = b possui pelo menos uma solugo, logo o minimizante & existe.
Se & = 0, é imediato. Caso contrdrio, seja AU = [B 0] a Forma Normal de Hermite de A .

Quando & =0, dl.&" = 1 divide det(B). Seja i€ {1,...,k} tal que &; > 0 e consideremos &(i) =
(@,...,6;—1,...,64). Pelo Teorema 3.1.6 e pela minimalidade de &, § = B~'b é 1/d%-inteiro mas

ndo é 1/d*" inteiro. Utilizando a regra de Cramer, existe um indice j € {1,...,m} tal que
; d%q; d® ~ d*g; N
d%p; = L =NecZ —P;= I=—¢7
Vi) =N o G " F

Portanto, N det(B) = d%q; e p; nio € divisor de N. Como p; é primo, é divisor de det(B). Mais, como
pi" é divisor de N det(B), concluimos que p{‘ é divisor de det(B). Ao repetir a mesma anlise para
todos os indices, concluimos que d* divide |det(B)| = mdc(A) pelo Lema 3.1.2. O

Exemplo 3.1.9
Do Exemplo 3.1.5,

=2

[SSIEE N V)
NS S )

11 1 0 0
mdc| |1 3 =|det|1 2 0
11 0 0 1

Se d* = p?‘l ...p," divide 2, segue que d* = 2% onde a; € {0, 1}, logo, pela Proposi¢do 3.1.1

as solugdes racionais de um sistema com essa matriz sio inteiras ou 1/2-inteiras.

3.2 Sistemas de desigualdade e poliedros

Nosso objetivo final € estudar o comportamento de problemas de otimizacdo linear cuja regido
admissivel serdo os pontos d-adicos de um poliedro.
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Um conjunto ndo vazio P C R™ diz-se um poliedro se existem A € R™*" ¢ b € R” tais que
P={x:Ax<b} (3.1)

Um poliedro pode ser geometricamente interpretado como a interse¢do de semi-espagos. Diremos que
o poliedro P ¢é definido por matrizes inteiras quando existem A € Z™*" e b € Z" que satisfazem (3.1).

O invélucro afim de S C R”, denotado aff(P), é o menor espago afim, por inclusio, que contém .

Como um espaco afim é um subespaco linear transladado, podemos escrever
aff(S) = {z+Dy :y € R'}, (3.2)

para alguma matriz D € R"*‘ e z € R" (consultar [20, Capitulo 1] para mais detalhes), onde as escolha
de z é independente de D, isto é, se z,w € aff(S),

{z+Dy:yec R} ={w+Dy:yecR}.

Diremos que aff(S) é racional se existe D com entradas racionais (ou inteiras sem perda de generali-
dade) que satisfaz (3.2).

Para a demonstracdo do proximo resultado precisamos da nocdo de interior relativo [20]. Para § C R”,
seu interior relativo é o conjunto

ir(S) = {x € §: Bo(x,€) Naff(S) C S, para algum € > 0},

onde B.. denota a bola na norma ||-||. Equivalentemente, ir(S) € o interior de S sobre o subespago

topoldgico aff(S).

O interior relativo de um conjunto convexo é sempre ndo vazio [20, Teorema 6.2]. Como um poliedro

P ¢ interse¢do de semi-espacos (que sdo convexos), ir(P) é sempre ndo vazio.

Denotamos a norma do mdximo para matrizes por ||-||,, dada por

Al = max|a;;|
l7]

e por ||-||« & norma matricial induzida pela norma vetorial infinita. Notemos que ||Al| < n||A]|y, onde

n € o ndmero de colunas de A.

Teorema 3.2.1

Seja S C R” convexo tal que aff(S) € racional. Entao

SNAY # 0 se e somente se aff(S) NAY # 0
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Demonstracdo. Como S C aff(S), a primeira implicagéo é imediata.

Suponhamos que existe z € aff(S) N AJ. Como aff(S) é racional, existe uma matriz de inteiros
D € 7" tal que aff(S) = {z+ Dy :y € R‘}.

Sejam a € ir(S) e € > 0 tais que Bw(x, &) Naff(S) C S e seja ¥ tal que a =z + DY.

Escolhemos k € Z de modo que

1 < €
d* = n|D|x
para construir o vetor d-ddico w com componentes w; = LyA:g’J . Para cada i € [m] temos
" o dT]| |dgi— ]| _ 1 €
we| — A — R —
N T @ |5 <l

Como D é inteira, o vetor u = z+ Dw € aff(S) é d-adico e satisfaz
[a—ullo = [DW =D || < [|D]joo]|W = F ]| <&,

logo u € B..(a, &) Naff(s) C S. O

Embora a demonstracdo do Teorema 3.2.1 possa ser feita sem recorrer a normas diferentes, a norma

do méximo serd 1til no restante deste capitulo, bem como sua relagdo com a norma induzida ||-{|c.

A demonstracéo do Teorema 3.2.1 se resume a escolher um ponto do interior relativo de S e mostrar
que sempre existe um d-adico e-préximo desse ponto que ainda pertence a S. Em outras palavras,
mostramos que, sob as condi¢des do teorema, os d-adicos s@o densos no interior relativo de S.

Corolario 3.2.1

Seja § C R” convexo tal que aff(S) é racional. Se SN.A’} # 0, entdo o fecho topolégico SN.A%

coincide com fecho topolégico S.

Demonstragdo. Como S é convexo, por [20, Teorema 6.3], ir(S) = S. Pela demonstragio do Teorema

3.2.1ir(S) Cir(S)NA% C S, o que conclui o pretendido. O

Nosso interesse no espago afim de um poliedro € justificado pelo préximo teorema.
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Teorema 3.2.2: [ , Seccao 8.2]

Seja P = {x : Ax < b} um poliedro. Entdo existem submatrizes por linhas A= eb~deAeb
tais que
aff(P) ={x:A™x=b"} =z+N(A7)

ondezétalque A=z=b~" e N(A™) ={x:A"x=0}.

\ 7

Quando o poliedro P é definido por matrizes inteiras, aff(P) = z+ N(A™) e, por Eliminacao de Gauss,
pode-se verificar que N(A™) possui uma base de vetores de racionais que pode ser escalonada a uma
base de vetores de inteiros. Logo, os elementos de aff(P) sdo da forma z+ Dy com D inteira e cujas
colunas sdo base de N(A~), donde aff(P) é racional.

Além disso, encontrar as submatrizes A~ e b~ pode ser feito em tempo polinomial (ver anexo B) e,
portanto, encontrar aff(P) é facil.

Combinando os Teoremas 3.2.2 e 3.2.1, vemos que procurar um vetor d-adico no poliedro é equiva-

lente a encontrar uma solucio d-adica para um sistema de equagdes lineares. Podemos determinar se
n .

PNAY # 0 com os passos:

1. Descobrir submatrizes A~ e b~ tais que aff(P) = {x : A=x=b~};
2. Encontrar H = [B 0], a Forma Normal de Hermite de A~;
3. Determinar se B~ 'b= é um vetor d-adico.

Observacao 3.2.3

A submatriz A~ ndo tem necessariamente caracteristica completa por linhas, mas como o objetivo
é resolver A=x = b~, podemos remover linhas linearmente dependentes da matriz aumentada
[A= b~] até s6 sobrarem apenas linhas linearmente independentes.

3.3 Majorando denominadores de d-adicos

Sempre que um sistema de desigualdades Ax < b possui solucdo d-ddica X, é imediato da defini¢do
que % é 1/d*-inteiro para algum k. Uma pergunta natural que surge em [1], para d primo, e que
expandimos aqui para d qualquer, é

Qual o menor k tal que Ax < b possui solugio 1/d*-inteira?

Nesse sentido vamos fornecer um majorante para k que depende apenas da matriz A como extensao
de [1, Teorema 4.3]. A demonstracio do Teorema 3.2.1 segue a sequéncia de passos:



32 Programacdo linear sobre d-adicos

1. Escolhemos um d-ddico z no invélucro afim e uma matriz de inteiros D tal que aff(P) =
{z+Dy:yc R},

2. Escolhemos um ponto a no interior relativo € uma bola no interior relativo de S centrada em a;

3. Construimos um vetor d-adico u dentro da bola com base em a;

Nosso objetivo serd majorar os denominadores de cada um destes passos de modo a obter um
vetor d-4dico final com um majorante para o denominador. Para uma matriz quadrada Q m x m, a
Desigualdade de Hadamard [11] diz que

det(Q)] < ﬁuqinz < (V| Q)"

onde q; sdo as colunas de Q e |||, é a norma euclidiana.

Seja S = {x: Ax = b} em que A tem caracteristica r. Entdo existe D € 7<) ta] que

N(A) ={Dy:y e R""}, 1Dl < (VrlIAllu)"

Demonstracdo. Seja A’ uma submatriz r x n de A com caracteristica completa por linhas, de modo
que N(A) = {x: A’x = 0}. Denote-se a j-ésima coluna de A’ por a;. Pela desigualdade de Hadamard,

para todo subconjunto de indices B C {1,2,...,n} com r elementos, a submatriz por colunas Ay
satisfaz
[det(Ap)| < Tllajll2 < (VrllAplln)" (3.3)
JEB

Sem perda de generalidade, suponha que para B = {1,2,...,r}, Ap é invertivel. As outras a; colunas
de A’ podem ser escritas de modo tinico como combinagdo linear das colunas de Ag, isto €, existem
tnicos X; tais que ApX; =aj para j =r+1,r+2,...,n. Ao denotar por X a matriz cujas colunas sdo
0s vetores X, note que as colunas de

D = det(Al) m

formam uma base de N(A’) e, como consequéncia da regra de Cramer, é de inteira e seus elementos
sd0 majorados, em modulo, por determinantes de menores r x r de A’. Em particular, como A’ é uma
submatriz de A, segue por (3.3) que ||D|; < (VT||A|lw)" O
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Lema 3.3.2

Seja § = {x: Ax = b} tal que SN.A’, # 0. Se K é o menor inteiro nao negativo tal que S tem

um vetor 1/dX-inteiro, entdo
i < (VallAll)", (34)

onde p; denota o menor divisor primo de d.

Demonstragdo. Sejam A’ r x n uma submatriz de A com linhas linearmente independentes, b’ seu
respectivo vetor de modo que S = {x: A’x = b’} e A” uma submatriz nio singular quadrada de A" .
Pela Desigualdade de Hadammard

mde(4") < |det(A")] < (val|A"]lw)" < (VnllAll,)" (3.5)

pois A” é também uma submatriz de A.

Seja d = pi' ... pf‘ a fatoriza¢do de d em poténcias de primos distintos € d’ = p;...ps. Pela
Proposicgdo 3.1.1, existe & € Zezo tal que Ax = b possui uma solugdo 1/d’%-inteira com s = &; + 6 +
-+ @y minimo que serd também 1/ p°-inteira, pois, para qualquer ¢ € Z,

c c C‘plflsfﬁtl EZS*OA!@ o
—Q = A ~ — =
d'“  pi---pyf Pl &

pois o; < fB;s. Por definicio de K, K < se pf < p} <d% <mdc(A’) e o pretendido segue de (3.5).

O

Lema 3.3.3

Seja P = {x:Ax <b} tal que PNA’, # 0. Dados a € ir(P) e € > 0 tal que B..(a, ) Naff(P) C P,
existe um vetor 1/d*-4dico em P para todo k satisfazendo

ph > /ALY a6

onde p; denota o menor divisor primo de d.

Demonstragdo. Temos que aff(P) NAJ # 0 e, pelo Teorema 3.2.2, podemos tomar as submatrizes de
Aeb, A= e b, tais que aff(P) = {x : A=x = b~ }. Notemos que ||A=|,, < ||A||x-

Pelo Lema 3.3.2, existe um z 1/dX-4dico para algum K minimo satisfazendo pX < (y/n||Al],)".

Pelo Lema 3.3.1 e pelo Teorema 3.2.2, aff(P) = {z+ Dy : y € R""} onde D tem entradas inteiras e

1Dl < (VrllAllw)"



34 Programacdo linear sobre d-adicos

Sejam § tal que a = z+ D§ e k satisfazendo (3.6). Consideremos o vetor 1/d*-inteiro s = z + DW

k,\‘ . . . . ’
onde w; = %. Por minimalidade de K, temos que K < k, caso contrdrio poderiamos escolher s ao

invés de z. Como D € inteira, s é 1/p* inteiro e ainda

| | ALdkny<1<1< €
PO T @S T vl
Temos que
|2 =8l <[IDllec|§ = Wllew < nf|Dl|ul|§ — Wl < €
Logo s é um ponto d-adico do poliedro que satisfaz o pretendido. O

Por fim, vamos garantir que o termo 1/€ que aparece no Lema 3.3.3 € pequeno. Da demonstra¢do do
Teorema 3.2.1, procuramos pelo raio maximo da bola no interior relativo de P.

Lema 3.3.4

Dado P = {x: Ax < b} ndo vazio, existe a € ir(P) e € > 0 satisfazendo

1
: < (nllAlL) (Vi + T]|A] )" (3.7

tal que B..(a, &) Naff(P) C P.

Demonstracdo. Denote-se por A™x < b~ o subsistema do sistema de desigualdades Ax < b que
contém as desigualdades que sao satisfeitas como igualdade em todo x € P(O subsistema que define
aff(P)), e denote-se por Agx < by o subsistema constituido pelas restantes desigualdades. Se R = 0
entdo P = aff(P), pelo que o resultado desejado é imediatamente verdadeiro. Suponhamos que R # 0
e consideremos o problema linear

max{t: ATx=b7,A;x+t1g < bg} (3.8)

que é admissivel porque P é ndo vazio. Além disso, por definicdo de R, existe X € P tal que AgX < bg.
Por isso, existe em (3.8) uma solugdo admissivel (a,r) com ¢ > 0.

Se (3.8) é ilimitado entéo, em particular, existe (a,), admissivel tal que

R n+1
/i< (VarTalll)”

Se (3.8) tem valor 6timo (finito) 7 > 0 entdo tem solucéo bésica admissivel (a,7) que é solugdo Gtima.
Portanto, existe I’ C I~ dos indices das igualdades e existe R' C R tal que (a,7) € a tGnica solugio do



3.3 Majorando denominadores de d-adicos 35

Ay Op| |a]  |bp
Arp 1| |t N by

Pela Regra de Cramer e usando o facto de que A, b sdao matrizes de inteiros,

sistema de n+ 1 equacdes lineares

A]/ 01/

det A 1
R R R n+1
i= g < (VatT Ally)

A 1 1
det v b
Ap bp

pois, pela Desigualdade de Hadamard,

n n+1
det < (\/n—f—l ||A|yM) V1< (\/n—f—l |yA||M) .

R 1r

Ay 0,,]

Em ambos os casos, a € ir(S) porque para todo y suficientemente préximo de a tal que A~y = b~
ainda se tem ARy < bg, peloque y € S.

Seguidamente, provamos que, B(a, &) Naff(S) C S para € = 7/n||Ag||,,. De facto, se A"y =b~ e
|ly — al| < € entdo, em particular, |y —a| < €1, onde o médulo |-

¢ aplicado em cada componente.
Assim
Ag(y—a) < |Ag|ly —a| < ||Ag|l, 11" el <71

de onde decorre que Agy < bg e, portanto, y € S. Finalmente

R n+1
1/e = nllArllu/i < (allAL) (VA T A1)

donde segue o resultado. O

Teorema 3.3.1

Seja P = {x:Ax < b} tal que PNA), # 0. Se K é o menor inteiro tal que P tem um vetor
1/ pk-inteiro, entido
pi < (@A) (Al v+ 1> (3.9)

onde p; denota o menor divisor primo de d.

Demonstracdo. Pelo Lema 3.3.4, existe a € ir(S) e existe € menor ou igual a 1, sem perda de
generalidade, satisfazendo

0<1/e< (\/n+1 ||A||M)"+1 (nl|A]L). (3.10)
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tal que B(a, £) Naff(S) C S. Pelo Lema 3.3.3, existe em S um vetor 1/pF-inteiro, para todo o inteiro
ndo negativo k satisfazendo

pi >n(vn|lAll.)" /e (3.11)
Em particular, para todo k tal que p¥ > (n?||A]|,))(v/n+1 ||A]|<)*" ™ ||A||c tem-se
Py > ([ All) (VAT [[A]l)> !

> n (v )" (VA T Jall)™ (elal)
> n (v Al e

Portanto, (3.9) decorre da defini¢do de K. ]

3.4 Otimizacao linear sobre d-adicos

Por fim, vamos justificar que um problema de otimizacao linear sobre os d-adicos pode ser resolvido
em tempo polinomial.

Fixado w € Z", estudaremos o problema de otimizagao
vy =sup{wx:Ax <b,x € A;} (3.12)

que € admissivel sempre que sua regido admissivel PN.A’; € ndo vazia, onde P € o poliedro subjacente.
A partir daqui, assumiremos que (3.12) é admissivel.

Notemos que um poliedro é uma intersecdo finita de conjuntos fechados e convexos e portanto é
fechado e convexo. Pelo Coroldrio 3.2.1, PN A, = P, donde, para quaisquer € > 0 e x € P, existe
X € PN A, tal que [wx — wX| < €. Disso, encontrar o valor 6timo de (3.12) é equivalente a encontrar
o valor 6timo de sua relaxacdo aos reais

v = sup{wx : Ax < b}, (3.13)

isto é, v; = v. Determinar se v € finito e descobrir seu valor 6timo é computacionalmente facil e
cldssico na programacao linear [13],[14].

Uma vez conhecido vy, existe solugdo 6tima x € Aj, M P se e somente se existem vetores d-adicos na
face 6tima F = {x: Ax < b,wx = v}. A face 6tima é também um poliedro pois

F={x:Ax<b,wx=v}={x:Ax<b,wx<v,—wx < —V} (3.14)
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Existe um subsistema de desigualdades Apx < br de (3.14) (que, recordamos, pode ser encontrado
em tempo polinomial B) tal que
aff(F) = {x: Apx=br}

Uma vez que aff(F) N A’ # 0, podemos :

1. Encontrar aff(F) e um vetor de d-adicos z € aff(Py) NAJ} através da Forma Normal de Hermite
de Ap;

2. Encontrar a € ir(F) e € > 0 tais que B(a,&) Naff(F) C F;

3. Utilizar a demonstracao do Teorema 3.2.1 para construir um d-ddico de F.

Caso ndo exista solucdo 6tima, ainda como consequéncia do Coroldrio 3.2.1, existe uma solucao
€-6tima para todo € > 0, isto €, uma solucdo d-adica X € P tal que |wX — v| < €. Vejamos que uma
solugdo e-6tima ainda pode ser obtida em tempo polinomial.

Seja € > 0 fixo, e N € N tal que 1/N < €. Como (3.12) é um problema de maximizagdo, para todo
X € P, temos wx < v, donde podemos considerar o poliedro definido por matrizes inteiras

Py={x:Ax<b,—Nwx < 1-—-Nv}.

Notemos que se X € Py, temos que X € P e ainda v —wx < 1 /N < €. Novamente, podemos encontrar
um X € Py N.A através dos mesmos passos utilizados anteriormente, mas com o poliedro Py.

Exemplo 3.4.1
O problema tem valor 6timo 2/3 e o espago afim da face
max 2x; + 3x; +2x3 otima € 3x; + 9x, + 3x3 = 1, donde
sa: o +26 41 <1, Ar =[3 9 3], a forma normal de Hermite é
H =[3 0 0] e existird uma solugdo 6tima 3-
X1+ 5x) +x3 <1

- ddica. Uma delas serd X = (0,0,1/3).
3x1 +9x + 3x3 <1,

X1,X2,X3 > 0.

Concluimos que (3.12) pode ser resolvido em tempo polinomial, o que nos leva ao nosso ltimo
teorema e ao fim da discussdo sobre os d-adicos.
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Corolario 3.4.1

Sejam A € Z™*",b € Z" e w € Z". Se existe solu¢do 6tima d-adica para

sup{wx:Ax <b,x € A;}, (3.15)
entio existe uma solugdo 6tima 1/d*-inteira para k que satisfaz
P < (8)(6vn+1)>*!

onde 8 = max{||A||s,||W||-} € p1 denota o menor primo que divide d.

Demonstragdo. Pelo que foi discutido anteriormente, (3.15) tém solug@o 6tima d-adica se e somente
se a face 6tima, definida por (3.14), possui um d-adico. O resultado segue do Teorema 3.3.1. O



Capitulo 4

Conclusoes e Trabalho Futuro

Nesta dissertacdo estabeleceu-se uma ligacdo rigorosa entre a otimiza¢ao combinatdria cldssica, a
teoria poliédrica de clutters ideais e a programacdo linear sob os d-4dicos, partindo de problemas

fundamentais em grafos até alcancar questdes em aberto, como a Conjetura de Seymour.

4.1 Sintese do trabalho desenvolvido

No Capitulo 1, analisdmos a estrutura de 7-jun¢des e 7T-cortes em grafos. Através do Teorema de
Edmonds e Johnson, mostramos que os poliedros de cobertura associados possuem pontos extremos
de inteiros, permitindo modelar o problema do Carteiro Chinés e a busca por jun¢des de peso minimo

como programas lineares trataveis.

No Capitulo 2, estendemos a abstrac@o para a teoria de clutters. Demonstrdmos que as matrizes
bindrias originadas por T-juncdes e dijungdes sdo ideais, o que garante a integralidade dos pontos
extremos dos seus poliedros de cobertura. Este fundamento permitiu abordar a Conjetura de Seymour
e a sua variante modificada, evidenciando os comportamentos fracionarios peculiares, nomeadamente
os 2-adicos e [p]-adicos.

4.2 Contribuicoes principais

A principal contribuicdo desta dissertacdo (Capitulo 3) consiste na generalizacdo da programacgao

linear diddica e p-ddica [1] para uma base d genérica, ndo necessariamente prima.
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Ao prescindir da exigéncia de primalidade, provdmos que os resultados de tratabilidade se mantém
para vetores d-adicos. Caracterizimos a existéncia de solugdes d-adicas em sistemas de equacdes e
desigualdades e demonstrdmos que a otimizacao linear sobre o conjunto de vetores d-ddicos permanece
computacionalmente tratdvel, sendo resolivel em tempo polinomial.

4.3 Perspetivas de trabalho futuro

Tanto a conjectura principal de Seymour como sua versdo enfraquecida permanecem abertas. Como
continuidade desta investigacdo, propomos o estudo analitico do suporte de solucdes Stimas para o
caso d-adico geral.

A literatura atual estudou a majoracdo da cardinalidade do suporte ao cendrio diddico [1]. O objetivo
futuro é formular e provar um limite superior polinomial para o tamanho do suporte quando d é um
nimero composto, investigando o impacto da sua decomposicdo em multiplos fatores primos.
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Anexo A

Dijuncoes e dicortes

Aqui apresentaremos as defini¢des de digrafo, dicorte e dijun¢des bem como suas principais pro-
priedades. As demonstragdes adicionadas correspondem ndo s6 as mais elegantes, mas também as que
mais se distanciam das demonstragdes ja presentes no Capitulo 1. Para uma leitura mais aprofundada

sobre grafos e digrafos, recomendamos [6].

A.1 Definicao e propriedades

Um digrafo G = (V,A) é essencialmente um grafo em que os elementos de A, chamadas arcos, sdo
arestas orientadas com um vértice de inicio e fim. Todo digrafo tem um grafo subjacente G' = (V,E)

onde as arestas sdo os arcos de G desconsiderando-se sua orientacao.

Dado 0 # U C V, o seu corte de saida 8 (U) é conjunto de arcos que saem de U, isto é
ST(U) ={(u,v)€A:ucUeveV\U}

Analogamente define-se o corte de entrada 6~ (U) como sendo o conjunto de arcos que entram em U
0 (U)={(u,v)eA:uecV\UeveU}

Exemplo A.1.1
ParaU = {1,2}, 6" (U) = {14,13}, 6 (U) = {32}.

|

ey a

N
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44 Dijuncdes e dicortes

E imediato da defini¢do que §*(U) = §(V\U)
O corte, induzido por U, denotado por 8(U ), é a unido dos cortes de entrada e saida
S(U):=8T(U)US (U)

E pode ser identificado como o corte realizado no grafo subjacente ao digrafo.

Exemplo A.1.2

O corte induzido por U = {1,2} serd
S(U)=06T(U)ud (U)=1{14,13,32}

Um corte 6(U) é um dicorte se 6(U) = 67 (U) ou 6(U) =8 (U). No exemplo A.1.2, U =
{1} produz um dicorte pois 6({1}) = 6" ({1}) = {14,13,12}, bem como U = {4} pois 6({4}) =
0~ ({4}) ={14,24,34}.

Alternativamente dizemos que 6 (U) € um dicorte se  ~(U) for vazio.

Proposicao A.1.1

Um digrafo conexo G = (V,A) é fortemente conexo se e somente se ndo possui dicortes.

Solugdo. Suponha que §(U) = 67 (U) é um dicorte, entdo ndo existe caminho entre vértices de V\U
e U e G ndo ¢ fortemente conexo.

Por outro lado, se G ndo possui dicortes, entdo para todo U C V temos 61 (U) # 0. Fixadov €V,
denotemos por C, o conjunto dos vértices u € V tal que existe um dicaminho de v para u.

Como G é conexo, se C, # 0 temos J(C,) # 0, logo existe um arco (a,b) € §7(C,). Como existe um
dicaminho de u para a, através desse arco existe um dicaminho de u para b, o que € uma contradi¢do
pois b ¢ C,. Concluimos que C, =V O

Definicao A.1.1: Dijuncao

Uma dijun¢do é um subconjunto de arcos que interseta todo o dicorte.

Exemplo A.1.3

O arco 14 interseta todos os dicortes. c‘a
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Dado um conjunto de arcos L, podemos construir o digrafo G/L = (V,Ar) com todas os arcos de
L contraidos. Nesse caso, os vértices de G/L sdo da forma (v;v;...v), correspondendo os vértices
de G que foram unidos. Dois vértices de D fazem parte do mesmo vértice contraido em G/J se e
somente se existe um arco em L que liga ambos (em qualquer sentido).

Proposicao A.1.2

Seja G = (V,A) um digrafo. Entdo J C A é uma dijun¢@o se e somente se G/J é fortemente

conexo.

Demonstrag¢do. Seja J uma dijungdo. Fixado um vértice v em G/J, denotemos por C, o conjunto
de vértices u € V; tais que existe um dicaminho de v para u em G/J e seja C, C V o correspondente
subconjunto de vértices em G, isto é, os vértices em C, sem a contracdo. Nesse caso a € C, see
somente se a faz parte de um vértice contraido u em C,.

Precisamos mostrar que existe um caminho direcionado entre quaisquer dois vértices no digrafo
G/J = (V;,A;) obtido apds a contragdo dos arcos de J.

Suponhamos que C, # V;, entdo G, =V e podemos considerar o corte & (C’v) em D. Sendo G conexo,
5(C,) # 0 e por definigdo de dijungio temos J N &(C,) # 0, donde existe um arco (a,b) € JNS(C,).
Assumindo sem perda de generalidade que a € C, e b € V\C,.

Como a € C,, trata-se de um vértice que faz parte de um vértice contraido u € C,. Como (a,b) € J, é
um arco contraido em G/J, logo a e b fazem parte do mesmo vértice u € C, e portanto b € C,, uma
contradi¢do. Concluimos que C, = V.

Por outro lado suponhamos que G/J é fortemente conexo e seja §(U) = 61 (U) um dicorte. Se
JN&(U) =0, apos a contragio dos arcos 0 (U;) continua a ser um dicorte, contradizendo que G/J é
fortemente conexo. 0

Exemplo A.1.4

O conjunto singular S = {14} é uma dijungio.






Anexo B

Nocoes elementares de poliedros e
programacao linear

Uma boa referéncia para mais detalhes além do anexo ¢ o livro [21].

Seja P C R" um poliedro. Um subconjunto nio vazio F' C P diz-se uma face de P se existe um vetor
weR"\ {0} talque F={xcP:wx=434},onde § = max wy.

ye
Um ponto x € P diz-se um ponto extremo (ou vértice) de P se ndo pode ser escrito como combinacio
convexa ndo trivial de dois pontos distintos de P, isto é, se de

x=Ay+(1—-21)z, y,zeP, A€ (0,1)

segue que x =y = z. Os pontos extremos correspondem as faces de dimensao zero e desempenham
um papel central na otimizacao linear, uma vez que qualquer solucdo 6tima de um problema de
programacao linear pode ser tomada num ponto extremo de P.

Um problema de otimizacdo linear pode ser resolvido em tempo polinomial por [15], [13] ou

[14], sendo o primeiro conhecido como método do elipsoide e historicamente o primeiro algoritmo
funcional.

47



48 Nogdes elementares de poliedros e programacao linear

B.1 O invélucro afim do Poliedro

Seja P ={x € R": Ax < b}, com A € R"*" ¢ b € R". Pretendemos obter uma submatriz A’ de A e 0
correspondente subvetor b’ tais que

aff(P) ={xeR":A7x=b"}.
Para cada linha A;x < b; de Ax < b, considere o programa linear
max{A;x:x € P}. (B.1)

Como P C {x: A;x < b;}, o valor 6timo é no méaximo b;. Além disso, A;x = b; paratodox € P se e
somente se o valor 6timo do problema

min{A;x :x € P} (B.2)

e de B.1 sdo ambos iguais a b;. Neste caso, a restri¢do € satisfeita com igualdade por todos os pontos

de P e, portanto, define uma equag@o vélida para aff(P).

Repetindo este procedimento para todas as m restricdes, obtém-se o conjunto de indices
I={i:Aix=b;paratodox € P}.

Se A~ € a submatriz de A formada pelas linhas indexadas por I e be™ o correspondente subvetor de b,
entao
aff(P) ={x:A™x=b"}.

De facto, toda a restrigio em A'x = b’ € satisfeita por todos os pontos de P, logo aff(P) C {x: A™x =
b~}. Reciprocamente, qualquer restri¢do vélida para todos os pontos de P é combinac@o linear das
equagdes obtidas, pelo que o conjunto de solugdes de A’x = b’ coincide com 0 menor subespago afim
que contém P.

Como sdo resolvidos apenas 2m programas lineares e cada um deles pode ser encontrados em tempo
polinomial, a matriz A~ e o vetor b~ podem ser computados em tempo polinomial.

B.2 Um ponto no interior relativo de um poliedro

Pela sec¢do anterior, € possivel determinar em tempo polinomial uma representacdo do invélucro afim
de P,
aff(P) = {x e R": A'’x=Db'}.
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Considere entdo o problema de otimizagao linear
max {r:Ax+r<b; (i¢l),Ax=b, r>0}.
onde I € o conjunto dos indices das restri¢des que definem aff(P).
Se o valor 6timo satisfaz r* > 0, entéo para toda a restricdo i ¢ I tem-se
AX" < b;,
pelo que x* € ir(P). Além disso, r* define o raio pretendido.

Como o problema acima é um problema de otimizagdo linear com dimensao polinomial na descrigdo
de P, segue da existéncia de algoritmos polinomiais para programagio linear que um ponto x* € ir(P)
e um raio r* > 0 podem ser computados em tempo polinomial.
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