Digressao por 'caminhos, arvores e flores™

Joao Soares
Departamento de Matematica,
Universidade de Coimbra,
E-mail: jsoares@mat.uc.pt

15 de Outubro de 2003

Resumo
Incluimos a demonstragdo de um resultado de Cunningham e Marsh sobre o poliedro
dos emparelhamentos e descrevemos o método Hungaro para o problema da afectagao, em
particular, demonstrando que pode funcionar em O(n3) operagoes aritméticas e comparagoes.
O titulo faz alusdo ao artigo de Jack Edmonds [17] onde é descrito o primeiro algoritmo
polinomial para o problema do emparelhamento de cardinalidade méxima, que é recordado
na palestra.

O poliedro dos emparelhamentos

Dado um grafo nao dirigido G = (V| E), com m arestas e n vértices, seja P C R™ o poliedro
definido pelo seguinte sistema de desigualdades

dowe<1l  (i€V) (1a)

e€d (i)
ZTe >0 (e € E). (1b)

O conjunto dos vectores incidéncia de emparelhamentos de G é precisamente o conjunto PNZ"™. O
invélucro convexo dos vectores incidéncia de emparelhamentos de GG é, normalmente, denominado
poliedro dos emparelhamentos e denotado Pyat(G).

Quando G é bipartido, as desigualdades (1) definem um politopo cujos pontos extremos sdo
inteiros e entdo Ppat(G) = P. No entanto, quando G néo é bipartido existem pontos extremos de P
que ndo sdo inteiros. Para caracterizar Ppa:(G) serd necessario acrescentar restrigoes a defini¢ao
de P cujo propésito é o de cortar os pontos extremos que nao sao inteiros sem criar pontos
extremos adicionais. Veremos que esse proposito é conseguido com as seguintes desigualdades que
se mostra serem vélidas para Pyt (G):

—1
> zeg|s‘2 (SeS={ScCVv:|S
ecE(S)

¢ fmpar, |S| > 3}). (2)

O Teorema 1 abaixo mostra que o politopo definido pelo sistema de desigualdades (1)-(2) é inteiro
e, por isso, define Ppat(G).

Teorema 1 (de Cunningham e Marsh, 1978) ([42]) Qualquer que seja o grafo ndo dirigido
G = (V,E), o sistema de desigualdades (1)-(2) é TDIL
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Prova: (Acompanhdmos a demonstragdo descrita em [32, Teorema 11.15, p. 256]) Precisamos
provar que para todo o vector ¢ € Z™ que faca com que o problema linear seguinte possua valor
6ptimo finito

. |S]—1
min T+ zZs
s.a Z Yi + Z Zg 2 Ce (e€ E) (3)
i€V e€d(i) SeS: ecE(S)
y; >0 (ieV)
25 >0 (Ses8)

existe pelo menos uma solugao éptima inteira. Note-se que (3) é o dual de max{cz: (1)-(2)}, cuja
regido admissivel denotamos por P.

Admitamos a existéncia de um contra-exemplo para a afirmacao que se pretende provar. Isto
é, admitimos a existéncia de um grafo G = (V, E) e um vector ¢ € Z™ tal que (3) possui valor
optimo finito mas para o qual nao existe qualquer solugao éptima que seja inteira. Escolha-se o
par (G, ¢) que torna minimo o valor de

VI+IE+ D leel. (4)

eckE

Uma primeira consequéncia da defini¢ao de (G,c) é a de que ¢, > 1, para todo ¢ € E. De
facto, se existisse uma aresta € € E tal que ¢z < 0 entdo a respectiva restricio em (3) seria
redundante com ou sem restricao de integralidade nas varidveis. Por esse facto, seria possivel
definir um contra-exemplo com menos uma aresta e com valor da quantidade (4) ainda menor, o
que é absurdo.

Uma outra consequéncia da definigio de (G, ¢) é a de que: § = 0 em toda a solugao éptima (g, z)
de (3). De facto, se existisse uma solucdo éptima (3, z) tal que g5 > 0, para algum k € V', entao,
pelo teorema da complementaridade de folgas da Programacao Linear, a restricdo ") | . 5(k) Te < 1
verificar-se-ia como igualdade em toda a solu¢do éptima do dual de (3). Entéao, considere-se um
novo vector ¢ que coincide com ¢ excepto nas componentes ¢, = ¢, — 1, para todo e € §(k).
Atendendo a que

max 'z _ [ max cx =} o5 Te _ gy [ max e
sa xe€P | sa x€P B 5

entdo o valor éptimo de (3) com ¢ substuido por ¢’ seria menor em exactamente uma unidade.
Como (G, ) néo é contra-exemplo, entdo existe uma solugao éptima inteira (g, 2). Através de
um simples ajustamento em uma unidade na componente g, obtemos uma solucao admissivel em
(3) que vale apenas mais uma unidade na funcéo objectivo e, como tal, é solugdo 6ptima. Entéao,
teriamos encontrado uma solugao éptima inteira, o que é absurdo.

Depois de termos demonstrado estas duas propriedades do contra-exemplo (G, ¢) assim definido,
escolha-se (0, ), de entre todas as solugbes éptimas para (3), aquela que torna méximo o valor de

S IS]zs. (5)
Ses

Notamos que (0, Z) estd bem definido porque, atendendo a que |S| > 1 para todo S € S, (5) é
limitado no conjunto de todas as solugoes 6ptimas.

Seguidamente, provamos que o conjunto F = {S € S: zg > 0} é um conjunto laminar, isto é,
para todo X,Y € S,

X\Y=0 ou Y\X=0 ou XnY=0
De facto, admitamos que F nao é um conjunto laminar, isto é, existem X,Y € F tais que

X\V#£0 e Y\X#£0 e XNY#D.



Seja ainda € = min(zx, zy) > 0 e consideremos dois casos distintamente, consoante |X NY| é par
ou impar.

Se | X NY|é impar entdo X NY, X UY € F mas ndo X \ Y, Y \ X. Seja 2’ coincidente com z
excepto nas componentes

/ = ! =
Zy = Zx — €, Zxny = Zxny T €

/ = / _
Zy = Zy — €, Zxuy = ZXuy T €.

O ponto (0, z’) é admissivel em (3) pois (0,2") > 0 e, para todo e € E, - veja-se a Figura 1(a) -

0 seeg E(XUY)

;o _ —€+e—c+e see€ E(XNY)
Y. A= ) s+ —e+e seec (E(X)UEXY))\E(XNY)
SES: e B(S) SES: e B(S) . se e={i,j} talquei € X,j €Y

que em qualquer dos casos é superior ou igual a c.. Mais, (0, 2’) é solugdo dptima para (3) porque

19— 1, IS|—1_ [ |X|-1 [Y|-1 |XnY|-1 |XUY|-1\
D D D G i e =0
Ses Ses

No entanto, chegamos a um absurdo porque

> ISP =Y 1SPzs

(- XP - YP+|XNYP+[XUY]?)

Ses Ses
= e(|X|-|XNnY])(Y|-|XNY]) >0.
D) (E]
g—— ~
(A) _ﬁz (&) &) {F (o)
(A o)
(a) | X NY| é impar (b) |IXNY]| é par

Figura 1: Esquema de possibilidades para e € E (I).
Se | X NY| éparentdao X \Y, Y\ X € Fmasndo XNY,XUY. Seja (v, 7') tal que
yi=¢ (ieXnNY), e yi=0 (ig€XnNnY).
e 2z’ coincidente com Z excepto nas componentes

/ - ’ =
Zxy = Zx — €, Zx\y:ZX\Y+67

=/ = / —
Zy = Zy — €, y\x = *v\x T €



O ponto (y', 2’) é admissivel em (3) pois (¢/,2) > 0 e, para todo e € E, - veja-se a Figura 1(b) -

doouit Y, #%=

i€V : e€d(i) SeS: ecE(S)
—e+e scec E(X\Y)UE(Y \X)
e+te—e—e seec E(XNY)
_ Z soqd €€ seec (E(X)UE(Y))\E(XNY)
o 0 see={i,jlcomig XNY,j¢XUY
§€5: eCE(S) 0 see={i,j}comiec X\Y,jeY\X
€ see={i,j}comie XNY,j € XUY

que em qualquer dos casos é superior ou igual a ¢,. Mais, (y, z") é solu¢do ptima para (3) porque

15| — 1 S| —1_
<Z D D
eV Ses Ses

IX[-1 [Y|-1 [X\Y]-1 |Y\X|1>
- - + +

2 2 2 2
€
= S @XNY[ = [X[-[Y[+ X\ Y[+ Y\ X]) =0,

= e|XﬂY+e(

o que é absurdo pois, como § # 0, (, Z) nao pode ser solugao éptima de (3). Concluimos que F é
um conjunto laminar.

Figura 2: Esquema de possibilidades para e € E (II).

Como Z nao é um vector de nimeros inteiros entdo existe um conjunto X € F tal que € =
zx — |zx] > 0 maximal em F. Sejam X1, X, ..., X € F subconjuntos préprios de X maximais
(relativamente & inclusdo). Como F é laminar, todos estes conjuntos X1, X, ..., X sdo disjuntos.
Seja z’ coincidente com Z excepto nas componentes

2 =Zx — ¢ Zy, = Zx, + €

Portanto, (0,2z") > 0. Para concluir que (0, 2’) é admissivel em (3) é suficiente considerar trés
possibilidades para todas as arestas e € E - veja~se a Figura 2. Se e ¢ E(X) entao

Z Zg = Z Zs 2 Ce.
5€8: eeE(S) 5€8: eeE(S)
Se e € E(X) e existe X; tal que e € E(Xj;)
Z 2g > Z Zg —€+€> ce.
SES: ecE(S) SES: ecE(S)

Se e € E(X) e nao existe X; tal que e € E(X;) entao

entao

>ce €L
E zgv = g Zig —|—23( = E Zs+zZx —€ > ce.
SeS: ecE(S) SeF:ecE(S),SDX SeF:ecE(S),SOX
€7 E€Z



Além disso,

k
SI-1. e SI-1. o XI—1 X —1
D D D sl e e D D
Ses SeS i=1
k
€
2(—|X|+Z|X1‘|+1—/€>,

i=1

que é negativo, qualquer que seja k > 0. Chegamos a um absurdo porque, entao (0, Z) nao seria
solugdo 6ptima de (3). O

Atendendo as propriedades dos sistemas de desigualdades TDI, o préximo teorema surge como
corolédrio do teorema anterior.

Teorema 2 [16] Qualquer que seja o grafo nao dirigido G = (V, E), o poliedro dos emparelhamen-
tos de G € o conjunto dos pontos x que satisfazem o sistema de desigualdades (1)-(2).

Este teorema foi demonstrado pela primeira vez por Jack Edmonds em [16] onde apresentou
uma demonstracao construtiva, baseada no algoritmo proposto em [17]. Para além da demon-
stracdo que decorre do nosso desenvolvimento varias outras demonstragoes do Teorema 2 sao
conhecidas, veja-se [36, 42] por exemplo.

Exercicios.

1. Mostre que as desigualdades (2) sdo vdlidas para Ppat(G). Solugao: Seja x o vector car-
acteristico de um emparelhamento M e seja S € S qualquer. Como cada vértice j € S é
incidente em, no méximo uma aresta de M, ndo pode haver mais do que ||S|/2] = (|S]—1)/2
arestas de M com ambas as extremidades em S.

2. Use o Teorema 1 para caracterizar o poliedro dos emparelhamentos perfeitos de um qualquer
grafo nao dirigido G = (V| E). Sugestdo: Num sistema de desigualdades TDI se substituirmos
alguma desigualdade por igualdade, o sistema resultante permanece TDI.

3. Use a alinea anterior para caracterizar o poliedro dos emparelhamentos perfeitos de um
qualquer grafo nao dirigido G = (V, E) como sendo o conjunto dos pontos = que satisfazem
o seguinte sistema de desigualdades:

dae=1  (ieV) (6a)

e€d(i)
ZTe >0 (e € E). (6b)

Y xe>1 (S€S={SCV:|S|émpar}). (7)
e€E(S)

4. Use o o Teorema 1 para demonstrar o Teorema de Tutte-Berge [6]: Em qualquer grafo nao
dirigido G = (V, E),
2v(G) + max (g6(S) - |5]) = [V,

onde ¢g(9) denota o nimero de componentes com um ndmero fmpar de vértices de G — S
e, ¥(G) denota a cardinalidade do emparelhamento de maxima cardinalidade de G.



Afectacao

Afectagdo é um dos tépicos introdutérios em Optimizagdo Combinatéria por servir de ilustragao
da Unimodularidade Total e por possuir algoritmos que resolvem esse problema de modo elegante
e eficiente. O problema possui uma descrigdo simples: como afectar n individuos a n tarefas de
modo a minimizar o tempo total na execucao dessas tarefas sabendo, antecipadamente, o tempo
exacto que cada individuo demora a executar cada tarefa. A formulacao algébrica cléssica usa as

varidveis bindrias x;;, para i,j = 1,...,n, e é a seguinte:
n
max E CijTqj
i,j=1

n
sa Y my=1 (j=1,2,...,n)
i=1

n
injzl (i:1,2,...,n)
j=1

Tij Z 0 (Z,
Ti5 € Z (27

ou, na forma matricial, max{cz: Az = 1,2 > 0,z € Z"*"}, onde A é a matriz de incidéncia
vértice-aresta de um grafo bipartido completo.

Sendo A uma matriz Totalmente Unimodular, o problema (8) pode ser resolvido ignorando as
restrigoes de integralidade nas varidveis, através do método de Simplex especializado para lidar
com a estrutura especifica do problema. Mais, o problema de afectagao é, simultaneamente, um
problema de fluxo maximo e um problema de fluxo de custo minimo para os quais sao conhecidas
implementacoes especificas do método de Simplex que funcionam em tempo polinomial.

No entanto, o problema de afectacao pode ser resolvido por uma outra classe de métodos,
ditos combinatérios por serem métodos que, na sua génese, nao usam a formulagao algébrica do
problema - esse nao é o caso, por exemplo, do método de Simplex e do método elipséide. Um
desses métodos é o método Hiingaro proposto por Kuhn na década de 50 [33], que pode ser
implementado em O(n?) operagoes aritméticas e comparagdes [35], conforme demonstraremos.
Como também veremos, o método mantém a dual admissibilidade e complementaridade durante
todo o seu desenrolar e termina quando for alcancada a primal admissibilidade. Portanto, apesar
de nao ser um método de Simplex classico nao lhe é muito diferente.

Uma consequéncia imediata do Lema 1, abaixo, é que podemos assumir, sem perda de gen-
eralidade, que ¢;; > 0 para todo ¢,j. Outra consequéncia é o facto de a funcdo objectivo de (8)
poder ser substuida por szzl (cij — u; — vj) x;; sem que o conjunto de solucées Sptimas fique
diferente.

Lema 1 Seja T admissivel para (8) e u,v € R™ quaisquer. Entao,

n

n n n
E CijTi5 = E (Cij — U; — Uj) T + E u; + E Vj.
— i=1 J=1

i,5=1 i,j=1

Prova:

n
1=

n n n n
Z CijTij = Z (C,’j — U; — Uj)l_?ij + Z U; Z.’fij + Z

1j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 j=1



O Lema 1 permanece verdadeiro para qualquer problema de optimizagao cuja regiao admissivel
esteja contida na regiao admissivel do problema de afectacao. KEsse é o caso, por exemplo, do
problema do caixeiro viajante assimétrico ou de problemas de afectagao com restricdes adicionais
(quando, por exemplo, algumas varidveis x;; estdo fixas a zero).

Como a matriz A é Totalmente Unimodular, o valor éptimo de (8) ndo muda se ignorarmos
as restricoes "x;; € 7. Por isso, o conjunto de solugdes éptimas do problema linear de afectacao
max{cz: Az = 1,z > 0}, que vamos designar por problema relaxado, é o invélucro convexo do
conjunto de solugdes 6ptimas do problema de afectacio (8). O dual do problema relaxado é

n n
min u; + vj
2wt )
=1 Jj=1
sa U+ > ¢ (i,j=1,...,n),
com a ajuda do qual podemos demonstrar o seguinte resultado.
Lema 2 Uma solug¢do T admissivel para (8) é dptima se e sd se existirem u,v € R™ tais que
EijECij—’LLZ'—'UjSO, i’ij:1:>5ij:0 (z,]:1,2,,n)
z - z n n
Nesse caso, o valor dptimo € 37, u; + Y5 ;.

Prova: Se Z é solucdo 6ptima para (8) entdo & também é solucdo Optima para o problema
relaxado. A condigao necessaria é, entao, consequéncia da dualidade forte da programagao linear.
Reciprocamente, se u,v € R"™ satisfazem as condigoes do lema entao, relativamente ao problema
relaxado, temos uma solu¢ao dual admissivel (u,v) e uma solugdo primal admissivel Z tais que

n
Z (Cij — U; — ’Uj) Tij = 0.
=1

Atendendo ao Lema 1, verificamos dualidade forte da programacao linear, pelo que (u, v) é éptima
para o dual (9), e Z é 6ptima para o problema relaxado. Como Z é inteira, T é éptima para (8). O

O problema de afectagao pode também interpretar-se como um problema de emparelhamento
perfeito de peso maximo num grafo bipartido completo da maneira que explicamos a seguir. E
esta caracteristica que coloca o problema de afectagao entre o leque de problemas analisados em
Optimizagdo Combinatdéria. Reciprocamente, os problemas de emparelhamento perfeito em grafos
bipartidos podem ser interpretados como problemas de fluxo em redes de custo minimo, nos quais
todas as capacidades e requerimentos sao unitarios.

Seja G = (V4, Vs, E) um grafo bipartido com pesos ¢;; > 0, para (i,j) € E C Vi x Va e
considere-se o problema de determinar em G o emparelhamento perfeito de peso maximo. Entenda-
se por peso de um emparelhamento como sendo a soma dos pesos das arestas que constituem esse
emparelhamento. Este problema pode formular-se algebricamente por

max E CijTij

(i,j)EE
t.q. Z T =1 (Z € Vl),
(4,5) €67 () (10)
> my=1 (je),
(4,5)€6~ (4)
x520 (i,5) € E,
Tij € Z (Z,j) € FE,

ou, na forma matricial, max{cz: Az = 1,2 > 0,2 € Z™}, onde A é a matriz de incidéncia vértice-
aresta do grafo G e m = |E|. Novamente, como A é Totalmente Unimodular, existe Dualidade



Fraca e Forte entre (10) e o problema dual

min Zui—l—Zvj

i€eVy JEV2 (11)
sa  w v > e ((¢,4) € E)
Como uma condigdo necessiria para que o problema (10) seja admissivel é |Vi| = |Va|, se

E =V; x V5 entdo o problema (10) é apenas uma maneira diferente de descrever o problema de
afectacao (8). Em geral, estaremos interessados na resolugdo de (10) quando E C V; x Va. Isso
é equivalente a resolver o problema de afectacao impedindo determinadas afectagoes individuo-
tarefa.

Numa das secgoes seguintes, vamos apresentar o método Hingaro que determina o emparel-
hamento perfeito de peso méximo num grafo bipartido em O(n3) operacdes, com n = |V;| = |Va|.
O método usa em cada iteracao o algoritmo para determinacao do emparelhamento de méxima
cardinalidade num grafo bipartido que recordamos na préxima seccao.

Emparelhamentos Perfeitos

Consideremos o problema de determinar, num grafo bipartido G = (Vi, Vs, E), o emparelhamento
de méxima cardinalidade. A resolucao deste problema permite assegurar a existéncia, ou nao, de
uma solucao admissivel para (10). O problema pode formular-se algebricamente do seguinte modo

max E Tij

(i,J)EE
t.q. Z Tij <1 (Z € Vl),
(i,5) €67 () (12)
>, w1l (je),
(4,5)€6~(4)
x5 2 0 (i,7) € E,

ou, na forma matricial, max{lz: Az < 1,z > 0,z € Z™}, onde A é a matriz de incidéncia
vértice-aresta de G.

A abordagem natural para resolucao deste problema é a de obter sistematicamente caminhos
aumentados no grafo G, como decorre da préxima proposi¢ao que é valida para qualquer grafo
nao orientado. Recordamos que um caminho aumentado relativamente a um emparelhamento M
é um caminho alternado relativamente a M tal que ambas as arestas inicial e final pertencem a
E\ M. Um caminho alternado relativamente a um emparelhamento M é um caminho simples
entre dois vértices que alterna entre arestas de M e de E \ M.

Teorema 3 ([5]) Seja G = (V, E) um grafo ndo orientado e M um emparelhamento de G.

1. Se P é um caminho aumentado relativamente a M entdo M' = MAP = (MUP)\(MNP)*
é um emparelhamento de G e |M'| = |M]| + 1.

2. Se ndo existe caminho aumentado relativamente a M entdo M é um emparelhamento de
mdxima cardinalidade de G.

Prova: (Acompanhdmos essencialmente a demonstracao descrita em [46, Teorema 3.1.10, p. 109])
Se M é um emparelhamento e P é um caminho aumentado relativamente a M entao M’ = MAP
também é um emparelhamento. Além disso, |M'| = (M UP)\ M NP)| =|PN(E\M)| =
|[PNM]|+1 = |M|+1. Para provar o reciproco, admita-se a existéncia de M’ um emparelhamento
de G tal que |M’| > |M]. Seja FF = MAM’'. Como M e M’ sdo emparelhamentos de G, todo o

LOperador 'diferenca simétrica’.



Algoritmo de determinagao do emparelhamento de maxima cardinalidade
num grafo bipartido G = (V4,13, E)

Passo 0: Inicializar

Seja M um emparelhamento de G}
atribuir o rétulo de 'nao explorado’ a todo o vértice ¢ € Vi U Vs,
atribuir o rétulo de "*’ a todo vértice exposto i € V1.

Passo 1: Rotular

Seja i um vértice com rotulo 'nao explorado’. Se nao existir segue para Passo 3.
SeieV;
entao atribuir o rétulo ¢ a todo o vértice 5 € V5 tal que
(i,7) € E\ M e j possui o rétulo de 'ndo explorado’.
Seiel,
entao se i ¢ um vértice exposto,
entao segue para Passo 2.
senao atribuir o rétulo i ao vértice j € V; tal que (j,7) € M.
Repetir o Passo 1.

Passo 2: Caminho aumentado encontrado

Usar os rotulos para identificar o caminho aumentado P,

M— (MUP)\ ( MNP),

atribuir o rétulo de 'ndo explorado’ a todo o vértice i € Vi U Vs,
atribuir o rétulo de "*’ a todo vértice exposto i € V7,

segue para Passo 1.

Passo 3: Solucao optima encontrada

Nao existe caminho aumentado relativamente a M.

Figura 3: Algoritmo de determinagdo do emparelhamento de méxima cardinalidade num grafo
bipartido

vértice de G possui no maximo uma aresta incidente em cada um daqueles conjuntos de arestas.
Por isso, todo o vértice de G possui no méximo duas arestas incidentes em F'. Consequentemente,
cada componente do grafo G’ = (V, F) é um caminho simples ou um circuito. Mais, cada aresta
de um desses caminhos simples e circuitos alterna entre uma aresta de M e uma aresta de M’.
Por isso, todos os circuitos tém um ndmero par de arestas, e como |M’| > | M| deve existir um
caminho simples que comega e termina com arestas de M’. Um tal caminho é um caminho au-
mentado relativamente a M, o que é absurdo. O

Portanto, um emparelhamento M é de maxima cardinalidade se e s6 se nao existe caminho
aumentado relativamento a M. Para averiguar a existéncia de um caminho aumentado relati-
vamento a um emparelhamento M num grafo bipartido é suficiente marcar os vértices que sao
alcangados por algum vértice nao coberto por M ao longo de caminhos alternados sucessivamente
ampliados. Como num grafo bipartido nao existem circuitos com um nimero impar de arestas,
nenhum vértice de um caminho alternado pode ser alcangado simultaneamente a partir de uma
aresta de M e de E'\ M. Por isso, a determinacao de um caminho aumentado em grafos bipartidos
pode ser efectuada de forma muito eficiente. O completo procedimento pode ser feito de acordo



com o algoritmo enumerativo descrito na Figura 3.

O algoritmo comega com um primeiro emparelhamento M conhecido - uma aresta apenas, por
exemplo. No inicio, todos os vértices de V' = V; U V5 sao rotulados de nao explorado, & excepcao
dos vértices expostos de V7 que recebem o rétulo '*’ - a existir caminho aumentado relativamente
a M, uma das extremidades desse caminho serd um vértice exposto de Vi, a outra extremidade
serd um vértice exposto de Vo. As sucessivas passagens pelo Passo 1 permitem construir (por
ampliacao) uma floresta de caminhos alternados emanando de cada um dos vértices expostos de
V1. Esse processo de construgio é interrompido quando ou um caminho aumentado é identificado,
ou quando ja nao é possivel ampliar essa floresta. No primeiro caso, sucede-se o Passo 2 onde o
emparelhamento M é redefinido de modo a conter mais uma aresta, de acordo com o Teorema 3,
apos o que se d4a inicio novamente ao Passo 1. No segundo caso, fica verificado por enumeragao
exaustiva a inexisténcia de um caminho aumentado.

O Teorema 4 abaixo apresenta uma maneira simples de verificar que o emparelhamento M
obtido no final do algoritmo é, de facto, o emparelhamento de méxima cardinalidade. O teorema
é consequéncia directa do Teorema de Berge (que se aplica a qualquer tipo de grafos) mas ja seria
conhecida na década de 50.

Teorema 4 No Passo 3 do algoritmo, sejam

Vi
Vv,

\Vv,
Va\ Vy .

{i € Vi: rétulo de i é = 'nao explorado’y, Vi
{i € Va: rétulo de i é = 'nao explorado’y, V,

O conjunto R =V UV," é uma cobertura por vértices de G tal que |R| = |[M|.

Prova: (Acompanhdmos essencialmente a demonstragdo descrita em [47, pdgina 56]) Quando o
Passo 3 é executado,

1. ndo h arestas ligando vértices de V;" a vértices de V, . Por isso, toda a aresta (i, 5) do grafo
G édaformaiecV',jeV,h ouieVy,je V;“, oud € V; ,j €V, . Consequentemente,
R =V, UV," é uma cobertura por vértices de G.

2. Todos os vértices de V, sdo incidentes em alguma aresta (i,5) € M com i € V;*. Por outro
lado, todo os vértices ¢ de V]~ sdo extremidades de arestas (i,j) € M tais que j € V5 (caso
contrario, se 7 fosse exposto entao teria recebido o rétulo ", se néo fosse exposto entdo teria
recebido algum rétulo durante o algoritmo). Logo |R| < |M].

3. Por dualidade fraca entre a cardinalidade de um emparelhamento e a cardinalidade de uma
cobertura por vértices, sabe-se que |R| > |M]|. Por isso, |M| = |R|.

O

Trés teoremas bem conhecidos decorrem como coroldrio do Teorema 4 que, por isso, passaram
a ter demonstragoes construtivas.

Teorema 5 (de Koénig-Egervary, 1931) ([31, 18]) Num grafo bipartido G = (V1,Va,E) o
emparelhamento de mdxzima cardinalidade e a cobertura por vértices de minima cardinalidade sdo
conguntos com o mesmo numero de elementos.

Teorema 6 (do Casamento, 1917) ([21]) Um grafo simples bipartido G = (V1, Va2, E) possui
um emparelhamento perfeito se e s se |Vi| = |Va| e [6(S)] > |S|, para todo S C V.

Teorema 7 (de Hall, 1935) ([28]) Um grafo simples bipartido G = (V1,Va, E) possui um em-
parelhamento cobrindo os vértices de Vi se e sd se |6(S)| > |S|, para todo S C V.

Sobre o numero de operagoes aritméticas e comparagoes envolvidas na implementagao do al-
goritmo da Figura 3.temos o seguinte resultado de demonstracao simples.
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Teorema 8 O algoritmo de determinacao do emparelhamento de mdzima cardinalidade num grafo
bipartido G = (Vi, Va, E) requer O(n®) operacées aritméticas e comparagoes.

Prova: Entre duas passagens sucessivas pelo Passo 2, o processo de rotulacio requer O(n?)
operacoes aritméticas e comparagoes, com n = max{|Vi|,|Va|} pois, durante duas passagens su-
cessivas pelo Passo 2, cada vértice é explorado uma tnica vez, no maximo, e a partir deste, n
vértices sao rotulados, no méximo. Em cada passagem pela Passo 2, | M| aumenta, pelo menos,
uma unidade. O resultado pretendido decorre de |[M| < n. t

Naturalmente, uma implementacao préatica deste algoritmo nao inicializaria os rétulos de todos
os vértices do modo que é descrito no Passo 2. De facto apenas os rétulos dos vértices pertencentes
a arvore dos caminhos alternados onde ocorreu o caminho aumentado que se identificou necessitam
ser modificados. Nao abordaremos este aspecto por ser irrelevante no contexto do método que
descrevemos na proxima secgao.

Exercicios.

1. Demonstre os Teoremas 5, 6 ¢ 7 com base no Teorema 4.

2. (in Boletim 39 da APDIO, 2003) O grafo G = (V1, Vs, E) da Figura 4 representa uma teia de
afectos entre seis principes e seis princesas durante o reinado de um conhecido rei portugués.
O rei pretende casé-los a todos, se isso for possivel. Demonstre ao seu rei, e usando uma
linguagem que até uma crianca de seis anos compreenderia, que essa pretensao é impossivel
de concretizar.

Figura 4: Um grafo bipartido.

O método Hingaro

Apresentamos o método Hiingaro que resolve o problema (10) em O(n?) operacdes aritméticas e
comparacoes. O algoritmo é descrito na Figura 5 e usa em cada iteragao o algoritmo de deter-
minagao do emparelhamento de maxima cardinalidade num grafo bipartido, descrito na seccao
anterior.

Em cada passagem pelo Passo 1, (u,v) é dual admissivel (isto é, ¢;; = ¢;; — u; —v; <0, para
todo (i,j) € E), e o vector caracteristico, denotado z, do emparelhamento M satisfaz a condigao
de complementaridade "Z;; = 1 = ¢;; = 0” mas pode nao ser primal admissivel. A primal
admissibilidade é alcancada quando M for um emparelhamento perfeito. Se M nao é perfeito, o
Passo 2 visa a modificagao das varidveis duais de forma a proporcionar um emparelhamento com
mais uma aresta.

Lema 3 ([33]) No final do Passo 1 do Método Hiingaro, |V{"| > |V5'].
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Método Hungaro [33]
Passo 0: Inicializagao

Sejam u,v € R™ tais que &; = ¢;; — u; — v; < 0 para todo (4,7) € E.
Passo 1: Primal

Seja M um emparelhamento de cardinalidade méxima

em G = (V1,Va, E), onde E = {(i,5) € E: ¢, = 0}.

Sejam V", V,~ os conjuntos obtidos no Passo 3 do algoritmo descrito antes.
Se [M| =n entao M é solucdo 6ptima de (10), parar.

Passo 2: Dual

Se S={(i,j)eE:iecV,jeV,}=0,

entao nio existe solugdo admissivel para (10), parar.

senao calcular § = min{—¢;;: (¢,7) € S}.

Definir u; « u; — & parai € V|", e vj «—vj +0 para j € V, .
Segue para o Passo 1.

Figura 5: Método Hungaro

Prova: Cada vértice j de V," é extremidade de uma aresta (i,57) € M com i € V;". Portanto
[V;T| > |V5"|, No entanto, V;" contém pelo menos um vértice exposto que recebeu o rétulo ™.
Portanto, |V;7| > [V, U

Lema 4 ([33]) No final do Passo 2 do Método Hingaro, se S # () entdo
1. 0 >0;
2. ¢ = ¢y —u; —v; <0, para todo (i,j) € E;
3. os rétulos |ViT| e |V5'| permanecem vdlidos;

Prova:

1. Como foi demonstrado no Teorema 4, ndo existem arestas (i, j) € E tais que i € V1+,j eV, .
Portanto, ¢;; < 0 para todo (i, j) € S, o que implica que § = min{—¢;;: (i, j) € S} > 0.

2. Sejam u° e v°'? os valores u e v antes do Passo 2. Entéo, para cada (4,j) € E,
— 1d 1d ; + ; +
Cij —ui —v; =iy —ugt — o, se1 eV ejel,
— 1d 1d . + : —
G G T Ui — U = c —upt = +94, seicViiejelV;
Lo . . . — .. — quOld _ gold ; - ; +
Cij — U —vj =cy—uft vt =4, seie€V ejeV,
Cij — Ui —Vj = Cij —ugt — v, seteViejeVy,

de onde facilmente se conclui o resultado desejado. Note-se que, se i € V1+ e j eV, , entao
¢ij < 0 pela definigao de 4.

3. Para as arestas (i,j) € F tais que i € Vf”,j € V;‘, em particular as arestas de M, a
actualizacao das varidveis duais nao altera o valor de &;. Pelo que, permanecendo aquele

conjunto de arestas em F, os rétulos permanecem vélidos. Consequentemente, o Passo
Primal pode iniciar-se com os conjuntos de rétulos anteriores.
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Lema 5 ([33]) Se no Passo 2 do Método Hingaro S = () entdo ndo existe solu¢io admissivel para

(10).

Prova: Se S = () entdo nio existe nenhuma aresta de E orientada de V;© para V, . Por isso,
como se pode verificar na demonstracao do Lema 4, o vector (,?) definido por

o — U; se 1 §ZV1+, B = v, sei &V,
T wi—6 seie VT, ol vitd sei gV,

é admissivel para o dual (11), para todo o § > 0. Mas isso significa que o dual (11) é ilimitado e,
portanto, ndo existe solugdo admissivel para (10). O

Teorema 9 ([35]) O método Hiingaro requer O(n®) operagoes aritméticas e comparagaes.

Prova: Na primeira passagem pelo Passo 1 do método Hungaro a determinacao do emparel-
hamento de cardinalidade maxima requer O(n3) operacoes aritméticas e comparacoes, conforme
foi demonstrado no Teorema 8.

Vamos agora provar que entre duas execucoes sucessivas do Passo 1 sem que haja entre elas
um incremento no valor de | M|, o niimero operagdes aritméticas e comparacdes é O(n?). Sejam k
o numero de vértices de V5, e de V7 em igual nimero, que durante essas iteragoes passaram de ndo
rotulados a rotulados sem que haja alteragdo no valor de |[M|. O esfor¢o computacional envolvido
na confirmacdo de que nio existe um emparelhamento de maior cardinalidade nos sucessivos G
corresponde simplesmente a averiguar se entre os vizinhos daqueles vértices em V) existe algum
em V5 . Para cada um daqueles vértices o esfor¢co computacional é O(n). O resultado pretendido
decorre de k < n.

Suponhamos que numa dada iteracao do método Hungaro a redefinicao das varidveis duais
permite a inser¢io de um arco (i,j), com i € V;" e j € V, , tal que (k,j) € M, com k € V|~
e (k,l) pertencente ao novo grafo G, com [ € V, \ {j} - ver Figura 6. Esta é a situagio que
permite o incremento de | M| no subsequente Passo 1. A semelhanca do que foi demonstrado para
o Teorema 8 sdo necessarias O(n2) operacoes aritméticas e comparagoes até concluir que o novo
emparelhamento M é de maxima cardinalidade no novo grafo G, ou encontrar um emparelhamento
de cardinalidade superior. Como existem, no maximo, n incrementos de M concluimos que o
esforco total envolvido em iteragoes em que haja incremento de M é O(n?).

Sumariando os trés paragrafos anteriores, o esforco computacional total com o método Hungaro
é O(n?). O

Historico
Emparelhamento de maxima cardinalidade

Bons trabalhos de sintese sobre o problema de determinar o emparelhamento de maxima cardi-
nalidade num grafo ndo orientado (bipartido ou nao) incluem Tarjan [45, Capitulo 9], Gibbons
[25, Capitulo 5], Ahuja, Magnati e Orlin [1, Capitulo 12], Papadimitriou e Steiglitz [41, Capitulo
10], Lawler [35, Capitulo 5], Lovasz e Plummer [36], Cook, Cunningham, Pulleyblank e Schrijver
[11, Capitulo 5] e o artigo de Galil [24]. Essencialmente, todas estas referéncias descrevem o algo-
ritmo proposto por Edmonds para determinar o emparelhamento de peso méximo [16] (do qual o
problema de determinar o emparelhamento de maxima cardinalidade é um caso particular [17]).
No caso do grafo ser bipartido, o problema de determinar o emparelhamento de peso maximo
pode ser resolvido em O(nmlogs,,,,, n) operacoes aritméticas e comparagoes, conforme descrito
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Figura 6: Redefinicao das varidveis duais no método Hungaro

por Tarjan [45, Secgdo 8.4]. Se o problema for o de determinar o emparelhamento de maxima
cardinalidade, Hopcroft e Karp [29] e Even e Tarjan [19] mostraram que o algoritmo descrito na
seccao pode ser implementado com complexidade computacional O(y/nm). Em Ahuja, Magnati
e Orlin [1, paginas 478-494] podemos ver uma explicacio alternativa da complexidade de O(n?),
que demonstrdmos. Alt, Blum, Mehlhorn, e Paul [3] proposeram um algoritmo que funciona em
O(n*®y/m/logn).

O problema de determinar o emparelhamento de peso méximo num grafo néo orientado (bipar-
tido ou nao) pode ser resolvido pelo algoritmo de Edmonds cuja complexidade é simples de provar
ser O(n*) (ver [41, Capitulo 10], e.g.). Lawler [35, Capitulo 5] e Gabow [22] mostraram que o al-
goritmo de Edmonds pode ser implementado em O(n?). Galil, Micali e Gabow [23] mostraram ser
possivel uma implementacdo em O(nm logn), portanto superior em grafos esparsos. Se o problema
for o de determinar o emparelhamento de méxima cardinalidade, Even e Kariv [20] generalizaram
o algoritmo de Hopcroft e Karp para funcionar em O min(n?®, /nmloglogn) e Micali e Vazirani
[39] introduziram-lhe modificagdes que permitiram chegar a O(y/nm).

Em 1991, o Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science (DIMACS,
http://dimacs.rutgers.edu/) propds a sua primeira competigdo de implementagdes, precisa-
mente em problemas de fluxo em redes e emparelhamentos - o resultado é documentado em [15].
Geradores de insténcias de problemas de emparelhamentos de méxima cardinalidade (bem como
problemas de afectagéo, fluxo méximo e fluxo de custo minimo) e algumas implementagoes de algo-
ritmos podem ser obtidas em ftp://dimacs.rutgers.edu/ no directério pub/netflow/matching.
Destacamos a implementacao em Fortran 77 do algoritmo de Micali e Vazirani por Mattingly e
Ritchey [38] para o emparelhamento de méxima cardinalidade, e a implementagédo em C do algo-
ritmo de Gabow por Rothberg [15], em ambos os casos aplicdveis a grafos ndo necessariamente
bipartidos.

A implementagao em C do algoritmo de Edmonds por Cook e Rohe [12], denominada Blossom
IV, para o problema de emparelhamento de peso méximo, estd disponivel em
http://www.or.uni-bonn.de/home/rohe/matching.html.

A biblioteca de algoritmos combinatérios para matemdatica discreta e teoria de grafos
Combinatorica, documentada em [43], contém implementagoes em Mathematica para o prob-
lema do emparelhamento de cardinalidade méxima num grafo bipartido. A biblioteca é acessivel
em ftp://ftp.cs.sunysb.edu no directério pub/Combinatorica e contém implementagoes para
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muitos outros problemas de matematica discreta.

A biblioteca de implementagoes algoritmicas LEDA (abreviatura de ’Library of Efficient
Data types and Algorithms’) contém implementagoes em C++ de algoritmos para o do empar-
elhamento de maxima cardinalidade em grafos bipartidos. Nomeadamente, as implementagoes do
algoritmo de Hopcroft e Karp, do algoritmo de Alt, Blum, Mehlhorn, e Paul podem ser obtidas em
ftp://ftp.mpi-sb.mpg.de no directorio /pub/LEDA, ou em http://www.mpi-sb.mpg.de/LEDA/leda.html.

A aplicacdo Stanford GraphBase desenvolvida por Knuth e documentada em [30] contém im-
plementacoes de varios algoritmos para problemas de Optimizacao Combinatéria, incluindo o algo-
ritmo de Alt, Blum, Mehlhorn e Paul (para o emparelhamentos de maxima cardinalidade em grafos
bipartidos) e o algoritmo de Goldberg e Tarjan [27] (para o fluxo méximo), escritas por Setubal [10].
Podem ser obtidas em http://www.cs.sunysb.edu/~algorith/implement/bipm/implement.shtml.

Implementagoes em Pascal de varios algoritmos para o emparelhamento de maxima cardinali-
dade por Syslo, Deo e Kowalik, descritas em [44], estdo disponiveis em
http://www.cs.sunysb.edu/"algorith/implement/syslo/distrib/; e para o emparelhamento
de méxima cardinalidade em grafos bipartidos ou ndo por Moret e Shapiro, descritas em [40], estao
disponiveis em http://www.cs.sunysb.edu/ algorith/implement/moret/.

Afectacgao

Bons trabalhos de sintese sobre o problema de afectagao incluem Derigs [14, Capitulo 10], Mag-
nanti, Ahuja e Orlin [1, Capitulo 12], Bazaraa, Jarvis e Sherali [4, Capitulo 10.7], Papadimitriou
e Steiglitz [41, Capitulo 11], Bertsekas [7, Capitulo 7.1] e os artigos de Dell’Amico e Toth [13],
Martello e Toth [37], Akgul [2] e Burkard e Cela [g].

As abordagens propostas para a solucao do problema de afectacdo podem ser agrupadas em trés
classes: algoritmos primal-duais (baseados na identificagdo de caminhos aumentados), algoritmos
primais puros (basicamente sdo implementagoes especializadas do algoritmo simplex para redes)
e algoritmos duais puros (abordagens em que a solu¢ao primal admissivel é encontrada apenas no
ultimo passo do algoritmo sem requerer complementaridade).

O método Hungaro, desenvolvido por Kuhn [33, 34|, enquadra-se na primeira classe. A com-
plexidade polinomial do método Hingaro foi primeiro considerada O(n?), tendo sido reduzida
para O(n?) por Lawler [35] (ver também Derigs [14, pagina 135]).

Das implementagoes de dominio publico disponiveis para o problema de afectacao, refira-se a
implementagdo de Dell’Amico, Carpaneto e Toth escrita em linguagem Fortran e disponivel na
Netlib, na biblioteca de algoritmos da ACM, em http://www.netlib.org/toms/750. O cddigo
completo destina-se a determinar a resolucao do problema do caixeiro viajante assimétrico mas
inclui rotinas que resolvem o problema de afectagdo, usando o método Hungaro, as quais se
encontram descritas no artigo de Carpaneto and Toth [9].

Refira-se, também para o problema de afectacao, a implementagao CSA de Goldberg e Kennedy
[26] escrita em linguagem C que se baseia no algoritmo preflow-push com cost-scaling para o prob-
lema de fluxo de custo méximo e que se encontra disponivel em http://www.avglab.com/andrew/soft.html.

Referéncias

[1] Ravindra K. Ahuja, Thomas L. Magnanti, and James B. Orlin. Network flows. Prentice Hall
Inc., Englewood Cliffs, NJ, 1993. Theory, algorithms, and applications.

[2] Mustafa Akgiil. The linear assignment problem. In Combinatorial optimization (Ankara,
1990), volume 82 of NATO Adv. Sci. Inst. Ser. F Comput. Systems Sci., pages 85-122.
Springer, Berlin, 1992.

[3] H. Alt, N. Blum, K. Mehlhorn, and M. Paul. Computing a maximum cardinality matching
in a bipartite graph in time O(n'-5\/m/logn). Inform. Process. Lett., 37(4):237-240, 1991.

[4] Mokhtar S. Bazaraa, John J. Jarvis, and Hanif D. Sherali. Linear programming and network
flows. John Wiley & Sons Inc., New York, second edition, 1990.

15



[5]

(6]

Claude Berge. Two theorems in graph theory. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 43:842-844,
1957.

Claude Berge. Sur le couplage maximum d’un graphe. C. R. Acad. Sci. Paris, 247:258-259,
1958.

D. P. Bertsekas. Network Optimization: Continuous and Discrete Models. Athena Scientific,
Belmont, Massachusetts, 1998.

Rainer E. Burkard and Eranda Cela. Linear assignment problems and extensions. In Hand-
book of combinatorial optimization, Supplement Vol. A, pages 75—-149. Kluwer Acad. Publ.,
Dordrecht, 1999.

Giorgio Carpaneto and Paolo Toth. Primal-dual algorithms for the assignment problem.
Discrete Appl. Math., 18(2):137-153, 1987. Rio conference on combinatorial optimization
(Rio de Janeiro, 1985).

Boris V. Cherkassky, Andrew V. Goldberg, Paul Martin, Jodo C. Setubal, and Jorge Stolfi.
Augment or push? A computational study of bipartite matching and unit capacity flow
algorithms. ACM J. Exp. Algorithmics, 3:38 pp. (electronic), 1998.

William J. Cook, William H. Cunningham, William R. Pulleyblank, and Alexander Schri-
jver. Combinatorial optimization. Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics and
Optimization. John Wiley & Sons Inc., New York, 1998. A Wiley-Interscience Publication.

William Cook and André Rohe. Computing minimum-weight perfect matchings. INFORMS
J. Comput., 11(2):138-148, 1999. Combinatorial optimization and network flows.

Mauro Dell’Amico and Paolo Toth. Algorithms and codes for dense assignment problems:
the state of the art. Discrete Appl. Math., 100(1-2):17-48, 2000.

Ulrich Derigs. Programming in networks and graphs, volume 300 of Lecture Notes in Fco-
nomics and Mathematical Systems. Springer-Verlag, Berlin, 1988. On the combinatorial
background and near-equivalence of network flow and matching algorithms.

DIMACS. Network Flows and Matching: First DIMACS Implementation Challenge, vol-
ume 12. DIMACS, 1993.

Jack Edmonds. Maximum matching and a polyhedron with 0, 1-vertices. J. Res. Nat. Bur.
Standards Sect. B, 69B:125-130, 1965.

Jack Edmonds. Paths, trees, and flowers. Canad. J. Math., 17:449-467, 1965.

E. Egervary. On combinatorial properties of matrices (hungarian with german summary).
Math. Lapok, 38:16-28, 1931.

Shimon Even and R. Endre Tarjan. Network flow and testing graph connectivity. SIAM J.
Comput., 4(4):507-518, 1975.

S. Even and O. Kariv. An O(N?") algorithm for maximum matching in general graphs. In
16th Annual Symposium on Foundations of Computer Science (Berkeley, Calif., 1975), pages
100-112. IEEE Computer Society, Long Beach, Calif., 1975.

G. Frobenius. tber zerlegbare determinanten. Sitzungsbericht der Koniglich Preussischen
Akademie der Wissenschaffen XVIII, pages 274-277, 1917.

Harold N. Gabow. An efficient implementation of Edmonds’ algorithm for maximum matching
on graphs. J. Assoc. Comput. Mach., 23(2):221-234, 1976.

16



[23]

[24]

[42]

Zvi Galil, Silvio Micali, and Harold Gabow. An O(EVlog V') algorithm for finding a maximal
weighted matching in general graphs. SIAM J. Comput., 15(1):120-130, 1986.

Zvi Galil. Efficient algorithms for finding maximum matching in graphs. Comput. Surveys,
18(1):23-38, 1986.

Alan Gibbons. Algorithmic graph theory. Cambridge University Press, Cambridge, 1985.

Andrew V. Goldberg and Robert Kennedy. An efficient cost scaling algorithm for the assign-
ment problem. Math. Programming, 71(2, Ser. A):153-177, 1995.

Andrew V. Goldberg and Robert E. Tarjan. A new approach to the maximum-flow problem.
J. Assoc. Comput. Mach., 35(4):921-940, 1988.

Ph. Hall. On the representation of subsets. J. Lond. Mat. Sc., 10:26-30, 1935.

John E. Hopcroft and Richard M. Karp. An n°/2 algorithm for maximum matchings in
bipartite graphs. SIAM J. Comput., 2:225-231, 1973.

D. E. Knuth. The Stanford GraphBase: A Platform for Combinatorial Computing. ACM
Press, New York, 1993.

D. Ko6nig. Graphen und matrizen. Math. Lapok, 38:116-119, 1931.

Bernhard Korte and Jens Vygen. Combinatorial optimization, volume 21 of Algorithms and
Combinatorics. Springer-Verlag, Berlin, second edition, 2002. Theory and algorithms.

H. W. Kuhn. The Hungarian method for the assignment problem. Naval Res. Logist. Quart.,
2:83-97, 1955.

H. W. Kuhn. Variants of the Hungarian method for assignment problems. Naval Res. Logist.
Quart., 3:253-258 (1957), 1956.

Eugene L. Lawler. Combinatorial optimization: networks and matroids. Holt, Rinehart and
Winston, New York, 1976.

L. Lovasz and M. D. Plummer. Matching theory, volume 121 of North-Holland Mathematics
Studies. North-Holland Publishing Co., Amsterdam, 1986. Annals of Discrete Mathematics,
29.

Silvano Martello and Paolo Toth. Linear assignment problems. In Surveys in combinatorial
optimization (Rio de Janeiro, 1985), volume 132 of North-Holland Math. Stud., pages 259
282. North-Holland, Amsterdam, 1987.

R. Mattingly and N. Ritchey. Implementing an o(y/nm) cardinality matching algorithm. In
Network Flows and Matching (Piscataway, NJ, 1991), volume 12 of DIMACS Ser. Discrete
Math. Theoret. Comput. Sci., pages 539-556. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1993.

S. Micali and Vijay V. Vazirani. An o (y/nm) algorithm for finding maximum matching
in general graphs. In 21st Annual Symposium on Foundations of Computer Science, pages
17-27. IEEE Comput. Soc. Press, 1980.

B. Moret and H. Shapiro. Algorithms from P to NP: Design and Efficiency. Benjamin-
Cummings Publishing Co., Menlo Park, CA,, 1991.

Christos H. Papadimitriou and Kenneth Steiglitz. Combinatorial optimization: algorithms
and complexity. Dover Publications Inc., Mineola, NY, 1998. Corrected reprint of the 1982
original.

A. Schrijver. Short proofs on the matching polyhedron. J. Combin. Theory Ser. B, 34(1):104—
108, 1983.

17



[43]

[44]

[45]

Steven Skiena. Implementing discrete mathematics. Addison-Wesley Publishing Company
Advanced Book Program, Redwood City, CA, 1990. Combinatorics and graph theory with
Mathematica, With programs by the author and Anil Bhansali.

M. Syslo, N. Deo, and J. Kowalik. Discrete Optimization Algorithms with Pascal Programs.
Prentice Hall, Englewood Cliffs NJ, 1983.

Robert Endre Tarjan. Data structures and network algorithms, volume 44 of CBMS-NSF Re-
gional Conference Series in Applied Mathematics. Society for Industrial and Applied Math-
ematics (STAM), Philadelphia, PA, 1983.

Douglas B. West. Introduction to graph theory. Prentice Hall Inc., Upper Saddle River, NJ,
1996.

Laurence A. Wolsey. Integer programming. Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics
and Optimization. John Wiley & Sons Inc., New York, 1998. A Wiley-Interscience Publica-
tion.

18



