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Resumo

Uma matriz A de componentes zeros, uns e menos uns diz-se Totalmente
Unimodular, ou TU, se todos os seus subdeterminantes sao zero, um ou menos
um. A principal motivagao pelo estudo desta classe de matrizes reside no facto
de que o poliedro P = {z € R": Az < b}, com b um vector de inteiros, é
inteiro se a matriz A for Totalmente Unimodular. No contexto de problemas de

optimizagao isso significa que, se A é uma matriz Totalmente Unimodular entao

max cT max czr
saa Ar<b, ;= s.aa  Ax <b,
x el xz eR",

para todo o vector de inteiros b. Além disso, R. G. Bland e J. Edmonds mos-
traram que existe até mesmo um algoritmo combinatério (isto é, distinto do
método elipsoide de L. Khachian) que resolve estes dois problemas em tempo
polinomial. Maurras, Truemper e Akgiil (Maurras et al., 1981) também mostra-
ram que os dois problemas anteriores podem ser resolvidos em tempo polinomial
através de uma modificagao no método da relaxagao.

Esta dissertacao pretende ser um trabalho de sintese sobre o tema das ma-
trizes TU. Isso inclui: definicao e caracterizagoes alternativas, classes de ma-
trizes TU, aplicagoes, reconhecimento da unimodularidade total, caracterizacao
de matrizes que violam minimamente a definigdo e generalizagao. A referéncia
principal foi o livro de Alexander Schrijver, Theory of Linear and Integer Pro-
gramming, mas também se recorreu ao livro de Gérard Cornuéjols, Covering
and Packing (ver (Cornuéjols, 2001)), nomeadamente no Capitulo 5. Como se
verd, incluimos a demonstragao de todos os resultados com a excepgao do Teo-
rema de Seymour, fundamental para justificar o algoritmo de reconhecimento
de matrizes TU, porque a sua prova usa conceitos de matrdides que optamos
por nao cobrir neste trabalho.

No Capitulo 2 estudamos as propriedades mais elementares das matrizes
TU, apresentamos exemplos e exibimos caracterizagdes alternativas. A mais
notével das propriedades é a de que a Unimodularidade Total preserva-se apos
pivotagao. Fornecemos exemplos de matrizes TU, as matrizes-ciclo equilibradas.
As caracterizagOes alternativas fornecem critérios mais ou menos simples de
reconhecimento de uma matriz TU. Neste grupo incluem-se os teoremas de
Hoffman-Kruskal, de Camion, de Gomory e de Ghouila-Houri. Como se revelara
ao longo da dissertacao, o Teorema de Ghouila-Houri é particularmente util.

No Capitulo 3 estudaremos classes de matrizes Totalmente Unimodulares

relacionadas com problemas em grafos. Neste grupo incluem-se as matrizes de



incidéncia vértice-aresta de grafos dirigidos ou nao; as matrizes de rede subja-
centes a um grafo e uma arvore; e, as matrizes de incidéncia de cortes de um
grafo. As matrizes de rede sdo fundamentais porque o Teorema de Seymour,
j& citado antes, estabelece que toda a matriz TU pode ser obtida a partir de
matrizes de rede e duas matrizes especificas 5 x5 TU que nao sao de rede através
de trés operagoes elementares que preservam a propriedade de unimodularidade
total.

No Capitulo 4 descrevemos um algoritmo que averigua em tempo polino-
mial se uma dada matriz é ou nao Totalmente Unimodular. Como primeiros
ingredientes exibiremos um algoritmo que averigua em tempo polinomial se uma

matriz é ou nao de rede e um algoritmo que dada uma matriz

il

averigua em tempo polinomial se é possivel permutar linhas/colunas de modo
a obter uma matriz com o aspecto (1) mas tal que car(B) + car(C) < 2 e,
quer na matriz A quer na matriz D, o nimero de linhas somado com o niimero
de colunas é maior ou igual que 4. Este dltimo problema é, na verdade, um
problema de intersec¢do de matroides. Finalmente, apoiado pelo Teorema de
Seymour, exibiremos o algoritmo para o reconhecimento da Unimodularidade
Total que usa aqueles dois algoritmos recursivamente um namero polinomial de
vezes, o que serd devidamente demonstrado.

No Capitulo 5 definimos matriz quase-TU. Uma matriz diz-se quase-TU se
nao é Totalmente Unimodular mas toda a sua submatriz prépria é. Demon-
straremos um resultado, devido a Truemper, que caracteriza matrizes quase-TU
a custa de uma subclasse das matrizes Totalmente Unimodulares, as matrizes
Totalmente Unimodulares por Complementos. Por esse facto, o reconhecimento
de uma matriz quase-TU também pode ser feito em tempo polinomial, adap-
tando o algoritmo do capitulo anterior. Além disso, matrizes quase-TU possuem
propriedades muito curiosas.

Finalmente, no Capitulo 6 estudamos uma classe de matrizes que contém
estritamente a classe das matrizes TU, as matrizes Unimodulares. Uma matriz
A de caracteristica r diz-se Unimodular se em toda a sua base (conjunto max-
imal de colunas linearmente independente) o maximo divisor comum dos seus
subdeterminantes de ordem r é um. Veremos que existe uma relacao estreita
entre aquelas duas classes de matrizes. Por exemplo, A é TU se e s6 se [I A]
¢ Unimodular. Veremos caracterizacoes alternativas de Unimodularidade, em
particular, uma caracterizagao que usa o conceito de Unimodularidade Total.

Por esse facto, o reconhecimento de uma matriz Unimodular também é resolavel



em tempo polinomial, adaptando o algoritmo de reconhecimento de Unimodu-

laridade Total descrito no Capitulo 4.

No livro de Alexander Schrijver pode o leitor encontrar outros desenvolvi-
mentos afins. No entanto, julgamos que o nosso trabalho, longe de encerrar
todo o conhecimento & volta deste assunto, permite ao leitor obter uma visao

simultaneamente geral e detalhada acerca de matrizes TU.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Assunto abordado nesta dissertagao

As matrizes Totalmente Unimodulares e a sua aplicagdo em Programagao Linear
Inteira constituem o assunto principal deste trabalho. Matrizes com esta carac-
teristica aparecem frequentemente nas formulagoes de problemas de optimizacao
combinatoria (isto é, problemas de optimizagao linear em grafos) quando sao,
por exemplo, a matriz de incidéncia vértice-arco (ou aresta) de um grafo dirigido
ou nao-dirigido, a matriz de rede associada a um grafo e uma arvore, ou uma
matriz de cortes de um grafo, entre outras.

O problema geral é max{cz: Az < b, x inteiro}, em que A é uma matriz de
inteiros e b, ¢ sao vectores inteiros. A unimodularidade total de A é condicao
suficiente para que este problema seja equivalente & sua relaxacao linear, isto é,
ao problema max{cz: Az < b} que é bem mais tratéavel. E possivel estabele-
cer uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia de solucoes 6ptimas
inteiras numa classe de problemas de optimizacao linear, em termos da unimod-
ularidade total da matriz das restri¢oes, que é o Teorema de Hoffman-Kruskal.
Dai que seja importante saber se uma dada matriz de zeros, uns e menos uns
¢ TU ou néo, o que, no geral, ndo é simples. As caracterizagoes alternativas
de unimodularidade total podem fornecer critérios simples de reconhecimento,
sobretudo na presenca de determinada propriedade da matriz, como é o caso,
por exemplo do Teorema de Ghouila-Houri. Da unimodularidade total da ma-
triz das restricoes em problemas de optimizagao linear, resultam demonstragoes
alternativas para os bem conhecidos Teorema do Fluxo Maximo-Corte Minimo,
Teorema de Konig ou Teorema de Dilworth, por exemplo.

Um exemplo relevante de matrizes TU é o das matrizes de rede. Seymour
(Seymour, 1985) mostrou que toda a matriz TU pode ser obtida a partir de
matrizes de rede e de duas matrizes especificas 5 X 5 TU que nao sao de rede,

através de seis operagoes unéarias e de trés operacoes bindrias com matrizes, que
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preservam a unimodularidade total. Edmonds e Giles (1977) observaram que se
considerarmos um digrafo G = (V, E), entao uma dada matriz M é matriz de
rede representada por G (e uma arvore dirigida cujo conjunto de vértices é V')
se e s6 se M é matriz de incidéncia de cortes nos dois sentidos de uma familia
F C 2V relativamente a G tal que o par (V,F) é sem cruzamentos. A prova
reside no facto de todo o par (V,F), com F C 2V sem cruzamentos poder ser
representado, num sentido que precisaremos, por uma arvore cujo conjunto de
vértices é V.

Baseado no Teorema de Seymour, é possivel descrever um algoritmo polino-
mial para reconhecimento de uma matriz TU se conseguirmos descrever também
um algoritmo polinomial para reconhecimento de matrizes de rede e um algo-
ritmo polinomial que implementa trocas de linhas/colunas numa dada matriz
de modo a transformé-la numa matriz com o aspecto

A B
e

onde, quer na matriz A quer na matriz D, o nimero de linhas somado com o
namero de colunas é maior ou igual que 4 e car(B) + car(C) é o menor possivel.
O algoritmo para reconhecimento de matrizes de rede reside na averiguagao da
conexidade de varios adequados grafos nao-dirigidos e da biparticao de apenas
um, associados ambos a cada uma de adequadas submatrizes da matriz inicial
que vao sendo recursivamente definidas. O outro algoritmo referido é essencial-
mente a aplicagao de um ntmero polinomial de vezes do algoritmo da interseccao
de matroides proposto por Edmonds (ver (Cunningham & Edmonds, 1980)) e
que é polinomial.

Depois de analisar as matrizes TU, definiremos e estudaremos algumas carac-
teristicas das matrizes quase TU. Todas as matrizes quase TU sao nao-singulares.
Veremos que uma matriz A nao-singular de zeros uns e menos uns é quase TU
se e s6 se toda a submatriz nao-singular de A~! tem determinante igual a 41/2.
Para provar isto é crucial observar que o conjunto das submatrizes nao-singulares
proprias de A~! é o conjunto das matrizes inversas dos complementos Schur em
A. Uma outra caracterizagao alternativa de matriz quase TU, que também
recorre & matriz inversa, refere que uma matriz quadrada é quase TU se e 86
se uma adequada matriz quadrada de ordem inferior em uma unidade pertence
a uma subclasse das matrizes TU, as matrizes Totalmente Unimodulares por
Complementos, ou CTU. Por defini¢ao, uma matriz CTU é uma matriz de zeros
e uns TU mas tal que todas as matrizes que se obtém dela através de sucessivas
operagoes de complemento (por linha ou por coluna) também sdo TU. Uma

operacao de complemento numa matriz U, de zeros e uns, relativamente a uma
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linha 7 (coluna j) consiste em, a excepcao dos elementos da linha i (coluna j),
substituir todos os elementos de cada coluna (linha) & tal que Ujp=1 (Ug; = 1)
pelo seu complemento. Qualquer matriz obtida a partir de U apds uma se-
quéncia qualquer de operagoes de complemento, pode ser construida com, no
méximo, duas operagdes de complemento, uma por linha e outra por coluna,
seguidas de trocas de linhas/colunas. Logo, se U é uma matriz quadrada de
ordem, digamos, m > 2, para verificar se U é CTU basta verificar se (m + 1)2
matrizes de ordem m sao TU. Conseguiremos diminuir este ntimero, bastando
verificar se U é TU e se m matrizes com apenas mais uma linha que U tam-
bém o sdo. Assim, também é possivel definir um algoritmo polinomial para
reconhecimento de matrizes quase TU, usando um algoritmo polinomial para
reconhecimento de matrizes TU, que teremos descrito antes.

Estudaremos ainda a classe das matrizes Unimodulares que contém estrita-
mente a classe das matrizes TU. Uma matriz Unimodular é uma matriz inteira
mas nao necessariamente de zeros, uns e menos uns. Ja referimos que uma ma-
triz A &€ TU se e s0 se a matriz [I A] é Unimodular. Existem outras afinidades
entre as matrizes Unimodulares e as matrizes TU. Por isso, as matrizes Uni-
modulares conduzirdao de novo a resultados interessantes em Programacao Lin-
ear Inteira. O mais importante é que o problema geral da Programacao Linear
Inteira, max{cz: Az < b, z inteiro}, em que A é uma matriz de inteiros e b, ¢
sao vectores inteiros, é equivalente, para quaisquer b, c, a sua relaxacao linear
max{cr: Az < b} se e 56 se AT ¢ Unimodular (ja referimos que a unimodular-
idade total de A é condicao suficiente; também é condi¢ao necessaria mas ape-
nas numa determinada classe de problemas de optimizagao linear). Truemper
(Truemper, 1978) mostrou também que uma matriz A de inteiros ¢ Unimodular
se e s0 se existe uma base B de A tal que B é Unimodular e a (tinica) matriz C
tal que BC = A é TU Truemper ((Truemper, 1978) descobriu varios resultados
semelhantes que relacionam o conceito de unimodularidade com o de unimodu-
laridade total). Veremos que B é unimodular se e s6 se BT pode ser conduzida
a forma normal de Hermite [H 0] com H = I, através de uma sequéncia de
operagoes elementares unimodulares por coluna. Isto deve-se ao facto da uni-
modularidade de uma matriz ser preservada (enquanto a unimodularidade total
nao é) por substituigdo de uma das suas linhas pela sua adi¢gao com outra linha
previamente multiplicada por um ntmero inteiro, que corresponde a efectuar
uma das operacoes elementares por colunas em BT. Pelo exposto, podemos
definir um algoritmo polinomial para reconhecimento de uma matriz Unimodu-
lar se dispusermos de um algoritmo polinomial para encontrar a forma normal
de Hermite de uma matriz, que descreveremos e de um algoritmo polinomial

para reconhecimento de uma matriz TU, que também descreveremos.
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1.2 Estrutura da dissertacao

A estrutura desta dissertacao é a seguinte: este Capitulo é um capitulo intro-
dutoério onde estabelecemos os conceitos e resultados elementares sobre os quais
assenta o desenvolvimento deste trabalho. Particularmente, no &mbito da Teoria
de Grafos, Algebra Linear, Sistemas de equagdes lineares Diofantinas e Teoria
de Poliedros.

No Capitulo 2 definimos (na Secgao 2.1) e desenvolvemos o conceito de
matriz Totalmente Unimodular. Na Sec¢ao 2.1 veremos algumas propriedades
destas matrizes. Na Secgao 2.2 introduzimos uma primeira classe de matrizes
Totalmente Unimodulares. A classe das matrizes-ciclo pode ser particionada
em duas subclasses, uma é uma classe de matrizes Totalmente Unimodulares e
outra é uma classe de matrizes quase Totalmente Unimodulares — conceito que
abordaremos no Capitulo 5. Na Seccao 2.3 veremos outras caracterizagoes de
matriz Totalmente Unimodular.

No Capitulo 3 daremos exemplos de classes de matrizes Totalmente Uni-
modulares e veremos algumas aplicagoes relacionadas com o conceito de Uni-
modularidade Total, sobretudo em Teoria de Grafos. Nas secgoes 3.1 e 3.2
estabeleceremos alguns resultados que derivam da Unimodularidade Total das
matrizes de incidéncia vértice-arco de grafos dirigidos (na Seccao 3.2) e das ma-
trizes de incidéncia vértice-aresta de grafos nao-dirigidos bipartidos (na Sec¢ao
3.1). Na Secgao 3.3 definimos e desenvolvemos o conceito de matriz de rede e
na Secgao 3.4 generalizaremos este conceito, introduzindo o conceito de matriz
de incidéncia de cortes.

No Capitulo 4 descreveremos, na Secgao 4.2, um algoritmo para reconhec-
imento de uma matriz Totalmente Unimodular. Para isso, e como primeiro
ingrediente, precisaremos de definir, na Secgao 4.1, um algoritmo para reconhec-
imento de matrizes de rede e provaremos que é polinomial. Veremos, na primeira
subsecgao, como fazer este reconhecimento em matrizes com no maximo duas
entradas nao-nulas por coluna e, na subsecgao seguinte, veremos o caso geral.
Como segundo ingrediente, na primeira subsecgao da Secgao 4.2, descreveremos
um algoritmo (e mostraremos que é polinomial) que averigua se, dada uma ma-
triz, podemos trocar (e, sendo possivel, fa-1o-4) as suas linhas e/ou colunas de
modo a transformé-la numa matriz com o aspecto (1) e nas condi¢oes referidas
a seguir a (1). Depois, na subsecgao seguinte, veremos como a Unimodularidade
Total de uma matriz deste tipo é equivalente & Unimodularidade Total de duas
submatrizes mais pequenas. Nesta altura, estaremos em condigoes de descrever
um algoritmo para reconhecimento da Unimodularidade Total e mostraremos

que a sua aplicagao recursiva funciona em tempo polinomial.
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No Capitulo 5 definimos matriz quase Totalmente Unimodular. Na Secgao
5.1, introduzimos e desenvolvemos um conceito afim, que é o de matriz Total-
mente Unimodular por Complementos. Na Seccao 5.2, estabeleceremos uma
caracterizagao das matrizes quase Totalmente Unimodulares, devida a Truem-
per, através das matrizes Totalmente Unimodulares por Complementos. Além
disso, descreveremos um algoritmo para reconhecimento de uma matriz quase
Totalmente Unimodular e mostraremos que é polinomial. Nesta tltima secgao
veremos ainda algumas propriedades das matrizes quase Totalmente Unimodu-
lares e outras caracterizacoes.

No Capitulo 6 definimos matriz Unimodular. Na Secgao 6.1 veremos al-
gumas propriedades destas matrizes, uma caracterizagao poliedral de matriz
Unimodular e um resultado em Programagao Linear Inteira que resulta desta
caracterizacao. Na Sec¢do 6.2 veremos uma caracterizagao de matriz Unimod-
ular que usa o conceito de Unimodularidade Total. Nesta seccao descreveremos
ainda um algoritmo polinomial para reconhecimento de uma matriz Unimodu-

lar.
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1.3 Conceitos e resultados elementares

Para a boa compreensao deste trabalho é necessario que o leitor esteja familiar-
izado com alguns conceitos basicos de Teoria de Grafos, Algebra Linear e Teoria
de Poliedros, ainda que tivéssemos procurado minimizar essa familiaridade. De
qualquer modo, como um bom conjunto de referéncias para esses conceitos bési-
cos, sugerimos (West, 1996), (Schrijver, 1986) e os textos de apoio da cadeira

de Teoria de Optimizagdo do mestrado em Matematica do DMUC.

Teoria de Grafos

Um grafo dirigido (ou digrafo) G = (V, E) diz-se fortemente conexo se para
quaisquer dois vértices distintos s,t € V existe um caminho dirigido de s para t
em G. O digrafo G diz-se (fracamente) conexo se o grafo nao dirigido subjacente
(aquele que resulta de eliminarmos os sentidos aos arcos) é conexo. Uma arvore
dirigida é um digrafo cujo grafo nao dirigido subjacente é uma arvore. Por
exemplo: O grafo dirigido da Figura 1.1.(b) é uma arvore dirigida que usa os

mesmos vértices do grafo dirigido da Figura 1.1.(a)

V1 a v2 V1 a v2
>0 L4 e
A
e v
d b c
) b
vy c T U3 ’UI v3
(a) Legenda (b)
Vo
0,

o d

&*
b NG b

U5 vs v3 Gy < s
(c) (d)

Figura 1.1: Exemplos de digrafos

Uma r-arborescéncia para fora é uma arvore dirigida na qual existe um
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caminho dirigido de um vértice r (denominado raiz) para cada um dos restantes
vértices. Uma r-arborescéncia para dentro é uma arvore dirigida na qual, existe
um caminho de cada um dos vértice para o vértice r. A arvore dirigida da Figura
1.1.(b) é uma ve-arborescéncia para dentro. A arvore dirigida da Figura 1.1.(c)
nao é sequer uma arborescéncia porque [§%(v1)| > 1 e |6~ (v1)| > 1. O conjunto
5% (v1) denota o conjunto de arcos com origem no vértice v1 e o conjunto 6~ (v1)
denota o conjunto de arcos com extremidade no vértice v;.

Um grafo nao dirigido sem arestas multiplas e sem lagos diz-se um grafo
simples. Um grafo simples diz-se completo se para qualquer par de vértices
desse grafo existe uma aresta que os liga.

Uma floresta é um grafo sem ciclos e uma arvore é uma floresta conexa. Um
subgrafo G’ = (V', E’) de G = (V, E) é uma arvore abrangente de G se V! =V
e G’ ¢ uma arvore. A prova do seguinte teorema pode ser vista em (West, 1996)

na pagina 68.

Teorema 1 Seja G = (V, E) um grafo simples. As sequintes afirmag¢oes sao

equivalentes:

(a). G € uma drvore.

(b). G nao contém ciclos e |E| = |V|— 1.
(c). G é conexo e |E|=|V|—1.

(d). Existe exactamente wm unico caminho a ligar dois quaisquer vértices de

G.

Um grafo nao-dirigido G’ = (V/, E') é um subgrafo de G = (V, E) se V! C V
e B/ CE. Se E' é o conjunto de todas as arestas de G com ambas as extremi-
dades em V', entao, G’ diz-se o subgrafo de G induzido por V' e denotamos G’
por G[V'].

Seja a uma aresta de um grafo G = (V, E), dirigido ou nao. Remover a
significa substituir G por G —{a} = (V, E'\ {a}). Esta definigao pode estender-
se para conjuntos de arestas A C E. Assim, remover um conjunto de arestas A
significa substituir G por G — A = (V, E '\ A).

Seja a uma potencial aresta para um grafo G = (V, E), dirigido ou nao.
Acrescentar a significa substituir G por G+ {a} = (V, E'U{a}). Esta definicao
pode estender-se para conjuntos de arestas A. Assim, acrescentar um conjunto
de arestas A significa substituir G por G+ A= (V, EU A).

Seja a = (u,v) um potencial arco para um grafo dirigido G = (V, E). Con-
trair a significa substituir G por G, = (V', E’), para o qual V! =V \ {v} e E’
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obtém-se de F \ {a} por substitui¢ao de cada arco (v,j) € 67 (v) por (u,j), e
cada arco (j,v) € 6~ (v) por (j,u). Por exemplo, se G for o digrafo da Figura
1.1.(a), entao G. é o digrafo da Figura 1.1.(d). A definigao de contragao de uma
aresta em grafos nao dirigidos é anéloga.

A matriz de adjacéncia de um grafo nao-dirigido G = (V| F) é a matriz com
linhas e colunas ambas indexadas por V, tal que a entrada na posi¢ao (v,w) é
o namero de arestas que ligam v e w.

No caso particular de G ser bipartido (e, portanto, G = (V1, Vo, E)), também
chamamos matriz de adjacéncia & matriz com linhas indexadas por V; e colunas
indexadas por V3, tal que a entrada na posi¢ao (v, w) é o ntimero de arestas que
ligam v e w.

Caso referéncia em contrario, quando usarmos a designagao “a matriz de ad-
jacéncia de um grafo bipartido”, estamos a referir-nos a tltima parte da definigao
do paragrafo anterior.

Se G = (V, E) é um grafo nao dirigido, a matriz de incidéncia vértice-aresta
de G & uma matriz A com |V| linhas e |E| colunas cujo elemento genérico a; .

é caracterizado por

ae = { é se e € 5(1’),’ .
caso contrario.

Se G = (V,E) é um grafo dirigido, a matriz de incidéncia vértice-arco de
G é uma matriz A com |V| linhas e |E| colunas cujo elemento genérico a;. é
caracterizado por

-1 see€dt(i),
Qje = 1 seee€d (i),
0 caso contrario.

Seja G = (V, E) um grafo dirigido onde a cada arco (i,7) € E é associado
um escalar h;; > 0 nao-negativo denominado capacidade desse arco. Sejam s,t
dois vértices de G. Um corte-(s — t) de G é um conjunto de arcos de G que se
removidos fazem com que deixe de existir um caminho (orientado) de s para t.
A capacidade de um corte é a soma das capacidades dos arcos que o compoem.

Consideremos o mesmo grafo do paragrafo anterior. Destaquemos dois vér-
tices s,t € V distintos. Um fluzo de s para t é o ntmero real v tal que para
alguma afectagao de valores as variaveis x;;, (i,7) € E, o seguinte sistema de

igualdades e desigualdades é admissivel

es(x) = v, (1.1)
ei(z) = 0 (1 e V\{s,t}), (1.2)
et(z) = —v, (1.3)
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onde ¢;(z) denota o excesso de fluro do vértice i € V', definido por

61(1‘) = Z Ljj — Z Tij = —A[i]x, (1.5)

(:1)€6~(4) (i,)€6(3)

onde A[i] denota a i-ésima linha da matriz de incidéncia vértice-arco A do grafo
G. As restrigoes (1.2) sdo conhecidas por restrigdes de conservagao de fluxo pois
impoem que o fluxo que entra em © € igual ao fluro que sai de i seja verdade

para todo o vértice ¢ # s,t - relagdo também conhecida por lei de Kirchoff.

Lema 1 Seja G = (I,J; E) um grafo simples bipartido e seja A = [a;j], i €

1,5 € J, a sua matriz de adjacéncia. As sequintes proposicées sdo equivalentes:

(a). Nao existe caminho em G de um vértice de R C I para um vértice de

KCJ.
(b). Ezistem I' e J' satisfazendo RCI' CT e K C.J CJ tal que
App=0 e App=0 (1.6)
para I' =I\T' e J = J\ J.

Prova: (a) = (b) Seja C o subgrafo de G constituido pelas componentes
(conexas) de G' que contém algum elemento de R e seja C' o subgrafo de G

constituido pelas restantes componentes (conexas). Seja ainda

I'=InV(C) . J =JnV(C)
I'=1\TI J =J\J

Claramente, R C I’ C I. Além disso, K C J’ C J pois, caso contrario, existiria

caminho em G de algum r € R para algum k € K, o que é absurdo por hipotese.

Pela mesma razao, como
I'=InV(C)CV(C) e J=JnV(C)CV(),

nao existem arestas ligando vértices de I” a vértices de J'. Por isso, (1.6) verifica-
se.

(b) = (a) Por hipdtese, A tem o seguinte aspecto:

L34

J T

(basta numerar adequadamente os vértices do grafo). Entao, A é matriz de

adjacéncia da unido de dois subgrafos G; e G distintos, um é caracterizado por
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Aj e o outro é caracterizado por A,. R faz parte do conjunto de vértices de G
e K faz parte do conjunto de vértices de Go. Como G e G2 sao distintos, ndao

existe caminho de R para K. O

Seguidamente apresentamos uma generalizacdo do lema que acabamos de

demonstrar.
Lema 2 Seja G = (I,J; E) um grafo simples bipartido e seja A = [a;j],i €
1,7 € J, a sua matriz de adjacéncia. As sequintes proposicoes sao equivalentes:

(a). Todo o caminho em G de um vértice de R C I para um vértice de K C J

contém alguma aresta {i,j}, comi € Reje K.

(b). Existem I' e J' satisfazendo RCI' C 1 e K CJ CJ tal que a matriz A

tem o sequinte aspecto:

0| A 3T

A= ol o
I !
S Y }f (1.7)
—— ———
J’ J'

Prova: Seja C C E o conjunto de todas as arestas de G da forma {i,j}, com
1€ K, j€ J. Ografo G — C é o subgrafo de G que resulta por eliminagao

do conjunto de arestas C. A matriz de adjacéncia A* de G — C' tem o seguinte

A*:|:ARK ARK:|}R — A_|:0 0 :|
H,’_/H’_/
K K
para R=T\Re K =J\ K.

Agora, observe-se que (a). é equivalente a afirmar que nao existe caminho

aspecto:

em G — C de um vértice de R para um vértice de K. Pelo Lema 1, isso é
equivalente a existir I’ e J’ satisfazendo RC I' C I e K C J' C J tal que

A?/J/ =0 e A}’j’ =0

para I’ =1\ I' e J'= J\ J'. Mas atendendo & relagdo (1.8) entre A* e A, isso

é equivalente a afirmar (b).. O

Teorema 2 Seja G = (V,E) um digrafo com n vértices e m arcos e seja
A = [ay ] a matriz de incidéncia vértice-arco de G. As colunas de A formam
um congunto linearmente independente se e s se G € uma floresta. Por isso,

car(A) = n — k, sendo k o nimero de componentes de G.
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Prova: Seja C' um subgrafo de G que seja um ciclo no grafo subjacente ao di-
grafo G. Fixe-se uma orientacao (sentido dos ponteiros do relégio, por exemplo)
e defina-se um vector z € R™ com componente

+1 seij € E(C) e ij tem o sentido certo,

Tij = 0 se ngE(C),

—1 seij € E(C) e ij tem o sentido contréario,
em cada posigdo ij € C. Como ¢é facil de verificar, Az = 0. Como z # 0,
concluimos que as colunas de A sado linearmente dependentes. Concluimos que,
se as colunas de A formam um conjunto linearmente independente entdo G é
uma floresta.

Suponhamos que G = (V, E) é uma arvore e consideremos o sistema de
equacoes Ax = 0. Provamos por indu¢ao matematica no ntmero de vértices de
G que a unica solugdo desse sistema de equacoes é x = 0. Se n = 2 entdo G é
constituido por um tnico arco. Trivialmente o sistema Ax = 0 tem uma tnica
solugao. Por hipétese de indugao, suponhamos que o sistema Ax = 0 tem uma
dnica solucao se A é matriz de incidéncia vértice-arco de uma arvore com menos
de n vértices.

Toda a arvore tem uma folha e — resultado elementar de Teoria de Grafos.
Entao existe uma linha de A que contém um tnico elemento nao nulo pelo
que, entao, . = 0. A matriz A’ que decorre de A por eliminacao da coluna
e e daquela linha é matriz de incidéncia vértice-arco da arvore G — {e}. Pela
hipotese de indugao, o sistema A’z’ = 0 possui uma tunica solugao =’ = 0. Por
isso, x = (2/,z.) = 0 é a tnica solu¢ao de Az = 0. Pelo método de indugao
matemética concluimos que as colunas da matriz de incidéncia vértice-arco de
uma arvore formam um conjunto linearmente independente.

Finalmente, suponhamos que G é uma floresta com k componentes. Entao

a matriz A tem o seguinte aspecto, a menos de adequadas trocas de linhas e

colunas: ~ _
Ay 0 O 0
0 A, O 0
0O O (1.9)
A; ’ '
: : : . .0
0 0 - - 0 Ap |

onde 0 representa uma matriz-nula de dimensao adequada e cada uma das ma-
trizes A; é matriz de incidéncia vértice-arco de uma arvore. As colunas de cada
uma dessas matrizes formam um conjunto linearmente independente. Conclui-
mos que, se GG for uma floresta entdo as colunas de A formam um conjunto

linearmente independente.
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Sejam G; = (V;, E;),i = 1,2...,k, as componentes de G e sejam A;,i =
1,2...,k, as respectivas matrizes de incidéncia vértice-arco. Entao a matriz A
tem o aspecto (1.9), a menos de adequadas trocas de linhas e colunas. Além

disso,
car(A) = car(A;) + car(As) + ... +car(4;) + ... + car(Ag). (1.10)

Mas, car(A;) é o namero de arcos numa arvore geradora de G;. Por (1.10),

concluimos que car(A) =n — k. O

Algebra Linear (o método de eliminagido de Gauss)

Provavelmente o mais conhecido algoritmo em Algebra Linear é o famoso método
de eliminagdo de Gauss que, como veremos, é um algoritmo polinomial para
resolver sistemas de equacOes lineares. Este algoritmo transforma uma dada

matriz A de ntiimeros racionais numa matriz na forma
B C
1.11

em que B é uma matriz triangular superior nao singular, através da aplicagao
sucessiva de duas operagoes: adigao de um miiltiplo de uma linha a uma outra
linha; permutacdo de linhas e/ou colunas. Este algoritmo implementa-se do

seguinte modo: suponhamos que A é de dimensdo m x n. Ele constroi sucessi-

vamente matrizes Ag, Kk =0,1,2,..., com Ay = A, da forma
| Br Cy
e[S, an

em que By é uma matriz triangular superior, nao-singular, de ordem k. A matriz
Agy1 é obtida a partir da matriz Ay, através de um passo em frente no método de
eliminacao de Gauss. Este passo consiste no seguinte: escolhe-se uma entrada
nao-nula da matriz Dy em (1.12), chamada pivot, e trocam-se as linhas e/ou as
colunas de Ay de tal modo a colocar o pivot na posigao (1,1) da matriz Dy. Em
seguida adicionam-se adequados multiplos racionais da primeira linha de Dy as
outras linhas de Dy, de tal modo que o pivot seja o tnico elemento nao-nulo na
primeira coluna de Dy. No final, a matriz obtida é precisamente Ayi,. Este
passo é implementado para k = 0,1,2,... até que, para adequado r, a matriz
D em A, ¢ a matriz-nula e, por isso, 4, tem o aspecto (1.11). Por defini¢ao,
r = car(A).

As vezes, apés termos obtido a forma (1.11), a matriz ¢ transformada ainda

[ A ] , (1.13)

na forma

0 O
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em que A é uma matriz diagonal ndo-singular. Para isso, o algoritmo continua
a construir matrizes A% k=rr—1,r—2,...,1, com A" = A,
B® o o®
Ak — 0 A& pk
0 0 0

: (1.14)

em que B®) ¢ uma matriz triangular superior, nao-singular, de ordem k e AK)

¢ uma matriz diagonal de ordem r — k. A matriz A®~—1 ¢ obtida a partir da
matriz A®) através de um passo atrds no método de eliminacao de Gauss. Este
passo consiste em adicionar adequados multiplos racionais da linha k& de A®) as
linhas 1,2, ..., k—1 de tal modo que o elemento de A%¥) na posicio (k, k) seja o
tinico elemento nao-nulo na coluna k de A%, Este passo ¢ implementado para
k=rmr—1,...,2,1. No final, A1) tem o aspecto (1.13).

Teorema 3 Para matrizes de nimeros racionais, o método de eliminacdo de

Gauss € polinomial.

Prova: Seja A uma matriz de nimeros inteiros de dimensao m xn. Pretendemos
aplicar o método de eliminacao de Gauss & matriz A de modo a transformé-la,
primeiro, numa matriz com o aspecto (1.11) e, depois, numa matriz com o as-
pecto (1.13). Sem perda de generalidade, podemos assumir que nao precisamos
de trocar linhas e/ou colunas durante a execucio do algoritmo. E facil verificar
que o nimero de operagoes aritméticas de adi¢cao, multiplicacao ou divisao, que

ocorrem durante o método é da ordem de
O(m?n). (1.15)

Para provar que o método é polinomial resta s6 mostrar que os tamanhos
(k)
(]
kE=0,1,...,r = car(A), em (1.12), que vao sendo construidas pelo método,

das entradas das matrizes Ay = [a;;’], i = 1,...,m e j = 1,...,n, com

sao limitados polinomialmente pelos tamanhos das entradas da matriz A, isto
é,
max ]ag?)| < p( max lail), Vk=0,1,...,r

i=1,..., m i.=l,“.,m
Jj=1,..., n j=1,...,n

(1.16)

em que p(z) denota um adequado polinémio na variavel x. Denotemos M =
max{|a;;|: ¢ = 1,...,m,j = 1,...,n}. Para provarmos (1.16), note-se que,

como na matriz Ay em (1.12),
k—

det ((Ak)}@ = anag? e a,(vk 1), (1.17)

0150n)

Jlyeens
pelas linhas indexadas por i1, 12, ...,%; e pelas colunas indexadas por ji,...,J,

em que, para uma dada matriz G, G ’jtt denota a submatriz de GG constituida
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e, além disso, para qualquer entrada (ij) da submatriz D, digamos dg-c)7

ok 1 k—1) (k
det ((Ak)i,...,k,kij> = a11a§2) : "al(ck )dz(‘j)v

(1.18)

entao, por (1.17) e (1.18),
k Lokt 1,k
dz('j) = det ((Ak)1,...,k,k+;) / det ((Ak)l,...,k> .
Como Ay, se obtém de A por adigdo de multiplos das primeiras k linhas as outras
linhas, entao

k 1ok ki 1,k
dz(j) = det (Al,.‘.,k,kij) / det (Alk) .

Por defini¢ao de determinante de uma matriz, e denotando 0 = 1/| det (A}’:::’]Z) |,

4] = 6y det (Atﬁﬁﬁ:?ii;) | < Ok + DIMM <o(r + 1)IM™TE (1.19)

para todo k = 1,...,7 e com 6 = maxy—1, _,0;. Uma vez que quaisquer en-
tradas das matrizes B* e C* em (1.12) foram entradas, em passos anteriores do
algoritmo, de alguma matriz D*®), com k' < k, para nido mais serem alterados
até final dos passos em frente, entao, da arbitrariedade de k, concluimos que
durante estes passos qualquer entrada das matrizes intervenientes é limitada em
modulo por (1.19).

Se r > 2, podemos executar passos para trias no método de eliminacao de
Gauss. Durante estes passos, as entradas também sdo limitadas em moédulo por
um polinémio em M. Com efeito, consideremos a matriz A®) em (1.14) e a

matriz A4, = A" particionada como a matriz A Portanto,

B® o W By By (4
ABZ | 0 A® DB | o A=| 0 By O |,
0 0 0 0O 0 O

em que, relembre-se, B(*) ¢ uma matriz triangular superior, nio-singular, de
ordem k e A% é uma matriz diagonal de ordem r — k. Em termos de matrizes,
a matriz A®) obtém-se multiplicando a esquerda a matriz A, por uma matriz

quadrada de ordem m,
I M 0
0 U 0 (1.20)
0 0 I

particionada por linhas e por colunas como a matriz A, (com m — r colunas no

ultimo bloco de colunas em vez de n — r) e tal que U é uma matriz triangular

superior. Por isso,

B® =B, ¢® =c1+MCy,, D® =UC,, AW =UB; e 0= By+MB;.
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Como Bj é uma matriz nao-singular, entao U = A(k)Bgl e M = —Bngl e,
assim, ck) = ¢ — BQB;ICQ e D) = ABg—ng. Como B, Bs, B3, Ci e Cy
sao submatrizes de A, entdo, por (1.19), qualquer entrada destas matrizes é
limitada em modulo por M = 6(r + 1)!M" 1. Como By ' = 1/ det(B3)adj(Bs),
entdo cada entrada (;; de By' é tal que (;; = & det(B})/ det(Bs) em que B} é
o menor-ij de Bs. Por isso, denotando § = 1/|det(Bs)]|,

85| = 6] det(BY)| < 6(r — k — 1)IM™F=1 < §(r — 2)1M72 (1.21)

pois, relembre-se, Bz ¢ A®) sdo de ordem r — k. Por (1.21) e por definigao de
M, as entradas de B;' também sdo limitadas (em modulo) polinomialmente
por M. Como a soma e o produto de matrizes cujas entradas sao limitadas (em
modulo) polinomialmente por um valor continuam a ser, claramente, matrizes
com entradas limitadas polinomialmente pelo mesmo valor, entao as entradas
das submatrizes C®) ¢ D*) de A®) tal como as entradas das submatrizes A®*)
(note-se que os elementos da diagonal principal de A®) coincidem com os da
diagonal principal de B3) e B = B, sao limitadas polinomialmente por M.
Concluimos que ao longo do método de eliminacdo de Gauss, quer nos passos
para a frente quer nos passos para tras as entradas das matrizes intervenientes
sao limitadas (em modulo) polinomialmente pelo maximo valor dos modulos das

entradas da matriz A inicial. O

Se A for uma matriz de inteiros nao-singular, entdo podemos aplicar elimi-
nagao de Gauss, para a frente e para tras, em A na matriz [A I], de modo a obter
a matriz [I A™!]. Pelo Teorema 3, podemos calcular a inversa de uma matriz

nao-singular, de dimensdo n X n em tempo polinomial limitado por O(n?).

Algebra Linear (operagdes pivotais)

Operagoes pivotais, que definiremos a seguir, surgem no contexto de trocas de
posicionamento entre varidveis basicas e nao bésicas em sistemas de equagoes
lineares. Suponhamos que variaveis basicas (yo,y) estao escritas em funcao de

variaveis nao-basicas (zg, z) do seguinte modo:

[?]:[EICDH?] (1.22)

para adequado € € R, um adequado vectores-coluna b e um adequado vector-

linha ¢. Entao, supondo € # 0,

I e 1 B
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A matriz do sistema (1.23) diz-se resultante da matriz do sistema (1.22)
através de uma operacao pivotal definida pelo elemento €. Esta interpretagao de
uma operacao pivotal, permite concluir que se efectuassemos uma nova operagao
pivotal usando o elemento na mesma posicdo (neste caso, ') obterfamos a
matriz original.

Em geral, uma operagao pivotal usando um outro elemento qualquer a;; da
matriz A como pivot, é definida de modo semelhante, ou seja, se designarmos
por A a submatriz que resulta de A por eliminacio da coluna que contém aij, e

se designarmos por A’ a correspondente submatriz em A’, tem-se que

I - (1/aij)Ax  se k=i o o — —1/a;; se k=i
P A —aggAL se k#id Dhj = arj/ai; se k#i

onde o indice em A e A’ identifica ’linha’.

O método de Simplex é um algoritmo que em cada iteragao usa uma operagao
pivotal e, por isso, é chamado um algoritmo pivotal. A seguinte propriedade
relaciona a pivotagdo numa matriz A com a pivotacao nas matrizes que resultam
de A por trocas de linhas ou colunas, multiplicacao de linhas ou colunas por —1

ou por transposicao.

Propriedade 1 Seja p;;(A) a matriz que se obtém da matriz A por pivotagdo
no elemento situado na posicao (i,7), P uma matriz de permutacio e D uma
matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sGo apenas uns ou menos
uns (se apenas o elemento na posi¢ao (k,k) da matriz D for —1, entio deno-

taremos D por Dy). Entao,
(a). pZ](PA) = Ppl](A) € pZ](AP) = p”(A)P

B Dpi;i(A) se Dy # —1
(b). pz‘j(DA)—{ Di(pﬁij(A))Dj se Dy =

y _ pij(A)D se Dj; #—1

(c¢). (pij(A)" = Dj[p;i(AT)]D;.

Prova: E imediato que (a) ¢ verdade. Seja A’ a matriz que resulta de A apos
multiplicagao da linha k por —1 e pivotemos num elemento ¢ # 0 da matriz A
situado na posic¢ao (i,j), com i # k. Uma vez que (a) é verdade, entdo, sem
perda de generalidade, por (1.22) e (1.23), as matrizes A, A’, p;;(A4) e pi;(A’)
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tém o seguinte aspecto:

J J
ile ¢ i[ et —c e
k|l o d |=A, k| ela d—etac |=pii(A),
b D e b D —e"the |
J
il ¢ ¢ i et — e ]
El—a —d |=4, k| el(—a) —d—el(—a)e |=py(4),
b D e~ 1p D — e 1be ]

(1.24)
para adequado a € R, um adequado vector-coluna b e adequados vectores-linha
¢,d. Logo, por (1.24), p;;(A’) resulta de p;;(A) também ap6s multiplicacao da
linha k£ por —1. Por aplicagao sucessiva do que terminamos de demonstrar,
concluimos que se Dj; # —1 entao p;;(DA) = Dp;;(A). Suponhamos agora que
i = k. Entao,

J
g1 —e e

j

ile ¢]_ i 1
{b D]_A’ [slb D—a*lbc__p”(A)’
J J

R I B O (- R IR
[ Z D]_A’ [—56_1b D_(_gg—l)b(_c)_—pij(A)-

(1.25)

Logo, pi;j(A’) resulta de p;;(A) apos multiplicacao da coluna j por —1. Entéo,
se DZZ = —1,

pij(DA) = pij[(D:DD;)A] = pi;[(DiD)(D;A)| = D;Dp;;j(D;A) = D;Dpi;j(A)Dj;,

e assim terminamos de provar a primeira igualdade de (b). A segunda igualdade
de (b) provar-se-ia de modo analogo. Como, sem perda de generalidade, as

matrizes A, AT, p;;(A) e p;i(AT) tém o seguinte aspecto,

» / , jfl 1, 7
Z[ Z 1(; -4 Z[ 68‘117 D_fs_fbc = pi(4);
? ) 7 _
: [ i 1b)TT =A% : [ ;I;T DT—ga_lll)ZTbT =pii(40),
entao ¢ facil verificar que (c) é verdade. O

As operagoes pivotais numa matriz estao relacionadas com os complementos

de Schur dessa matriz, como veremos a seguir.
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Definicao 1 Dada uma matriz A, denota-se por Ary a submatriz de A consti-
tuida pelas linhas indexadas por I e pelas colunas indexadas por J. Se Ay # A
entdo diz-se que Ay € uma submatriz propria de A. Se I = J entao diz-se que

Arr € uma submatriz principal de A.

Definicao 2 Seja A uma matriz quadrada nao-singular e Ary uma submatriz

propria de A nao-singular. O complemento Schur de Ary em A € a matriz
(A|Ary) = Arj — Apy(Ar)~ Arg,y

onde I denota o conjunto de indices de linha complementares com I e J denota

o conjunto de indices de coluna complementares com J.

Note-se que, em (1.23), D — e !be é o complemento Schur de & na matriz
€ c
b D |

Lema 3 ( formula de Schur ) Seja A uma matriz quadrada nao-singular e

Ary uma submatriz propria de A nao-singular. Entao

det(AlAry) = (_1)pcm'

com p o numero de trocas de linhas e/ou colunas da matriz A necessdrias para

colocar Ay mo canto superior esquerdo.

Prova: Sem perda de generalidade podemos escrever a matriz A na forma

Arg AIJ]
A=
{AI_J Ary

Como Ajy é nao singular, pode verificar-se que

1 0 Arg Arg :|
A . 1.26
Arj(Ar)™t Apg— A (Arg) YA ] { 0 I (1.26)

O resultado desejado decorre da aplicagao do Teorema de Laplace aos factores

em (1.26) e de propriedades do determinante. O

E um resultado de Algebra Linear que uma matriz quadrada A, de ordem n,
é nao-singular se e s6, ap6s eventuais trocas de linhas, podemos pivotar sucessi-
vamente nos elementos (ndo-nulos) situados nas posigoes (1,1),(2,2),...,(n,n).
Mais, se A é ndo-singular, depois destas pivotacdes, a matriz final obtida é A1
(a menos de trocas de linhas). Isto pode ser provado, por exemplo, usando a

formula de Schur anterior. Se considerarmos que variaveis basicas (yr,yj), com
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yr = (y1,92,-..,Yn) € yj um adequado vector, estao escritas em fungao de var-
iaveis nao bésicas (rj,z5), com x; = (x1,22,...,2y) € 7 um adequado vector

(ndo necessariamente da mesma dimensao que a do vector y), do seguinte modo:

B 170 1 ]
| e A | Ay v ||
S I (T, e
Yn A | A on
Lvr ] L 1 Lzr]

em que A denota a matriz do sistema (1.27), entdo o sistema (1.27) é equivalente

a0 sistema
] _ / , 10T
B T2 L Apg Y2 .
T= D | = : = (1.28)
On 1| A Yn
| Y7 ] L 1 LTy
com
1 1
A/IJ = AIJ A/]j = _AIJ A,
(1.29)
AL = Ap AL, Abs=Apy— A AT Ay = (AlAL),

e mostra-se que a matriz do sistema (1.28) obtém-se da matriz A do sistema
(1.27) apos pivotagoes sucessivas nas posigoes (1,1),(2,2),...,(n,n) da matriz
A (Ary). Por isso, a equivaléncia entre o sistema (1.27) e o sistema (1.28) é
uma generalizacdo da equivaléncia entre os sistemas (1.22) e (1.23) e é uma
maneira sucinta de descrever uma série de pivotagoes em sucessivos elementos

da diagonal principal da matriz A (A;;) do sistema inicial.

Lema 4 Seja A uma matriz nao-singular.

(a). Para toda a submatriz propria de A nao-singular Ary existe uma submatriz

propria de A~ nédo singular Q tal que Q = (A|Ar;)~ L.

(b). Para toda a submatriz prépria de A~' ndo singular Q existe uma submatriz

propria de A naio-singular Ary tal que Q = (AJA7y)~L.

Prova: Seja A;j uma qualquer submatriz propria de A nao-singular. Pelo Lema
3, (A|Ary) é uma matriz ndo-singular. Seja X = (A|A;;)~!. Consideremos a
matriz C' definida do seguinte modo

O = [ Cry Cpj ] _ [ Apy+ AI_}AIJX‘?TJAI_JI —Ap A X
Cry Cij — XA AL X
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Conforme se pode verificar, CA e AC sao a matriz identidade pelo que C = A~1.
Concluimos que X é uma submatriz propria de A=1.
Reciprocamente, seja Y = (A~1);; uma qualquer submatriz prépria de A~*

nao singular. Seja M uma matriz definida por
M= (ATY) = (A7) = (AT (AT ) AT

que, pelo Lema 3 é uma matriz nao singular. Consideremos a matriz D definida

do seguinte modo

com Dyy =M1,

Dry=[(A" '+ (A Y] A Y MY A (A ],
Dyj=—(AN(A )M~ e Diy=—-M1 (A5, [(A Y]

Conforme se pode verificar, DA™! ¢ A7'D sdo a matriz identidade pelo que
D = A. Concluimos que M~! = A;; é uma submatriz propria de A=1. Além
disso, [A7; — A;7(Af7)~tAp, )7t = (A7Y) ) e, portanto, Y = (A|A;;)~ L. O

Sistemas de equagoes lineares Diofantinas

Um sistema de equagoes lineares Diofantinas é um sistema de equagoes lineares
algébricas no qual as variaveis s6 podem assumir valores inteiros. Quando a
matriz do sistema estd na Forma Normal de Hermite é simples caracterizar
explicitamente o conjunto de todas as solugdes. No nosso caso, a Forma Normal
de Hermite de uma matriz serd 1til para caracterizar matrizes Unimodulares,

que estudaremos no Capitulo 6.

Definigao 3 Seja A uma matriz de racionais. Diz-se que A estd na Forma
Normal de Hermite se A = [B 0], onde B € uma matriz triangular inferior, nao
negativa e tal que cada uma das suas linhas possui o maior dos seus elementos

unicamente na diagonal.

Definicao 4 Diz-se que uma matriz A’ resulta de uma matriz A por aplicagao
de uma operacao elementar por colunas se A’ resulta da aplicacao de uma das

sequintes operagoes sobre a matriz A:
(a). Permuta de duas colunas;

(b). Multiplicagao dos elementos de uma coluna por —1;
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(c). Adigao de um mailtiplo inteiro de uma coluna a uma outra coluna.

Teorema 4 (Teorema da Forma Normal de Hermite) Toda a matriz A de
racionais e de caracteristica completa por linhas se pode transformar numa ma-
triz na Forma Normal de Hermite apds uma sequéncia de adequadas operagoes

elementares por colunas.

A prova deste teorema pode ser vista em (Schrijver, 1986) na pagina 45 ou
nos textos de apoio da cadeira de Optimizacao Combinatoéria da Licenciatura
em Mateméatica do DMUC. A unicidade da Forma Normal de Hermite decorre
do Teorema 5 abaixo. Poderemos entao referir a Forma Normal de Hermite de
uma matriz sem ambiguidade.

Seja A uma matriz de racionais m x n. E facil verificar que o conjunto
dos vectores racionais b para os quais o sistema Ax = b tem solucao inteira, isto
é,

Q={Azx:x € Z"}
é um subgrupo de Q™ para a adigao de vectores e multiplicagdo por um escalar

inteiro usuais. Dizemos, entdo, que §2 é o grupo gerado pelas colunas de A.

Teorema 5 Sejam A, A’ matrizes de caracteristica completa por linhas, e que
apos operacoes elementares por colunas assumem a Forma Normal de Hermite
[B 0] e [B' 0], respectivamente. Entao, as colunas de A geram o mesmo grupo

que as colunas de A’ se e s6 se B = DB'.

A prova deste teorema pode ser vista em (Schrijver, 1986) na pagina 48 ou
nos textos de apoio da cadeira de Optimizagdo Combinatéria da Licenciatura
em Matematica do DMUC. Agora, na pagina seguinte vamos descrever um al-
goritmo polinomial que permite obter a Forma Normal de Hermite de uma dada
matriz de niimeros inteiros e de caracteristica completa por linhas através de

operagoes elementares por colunas.
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Algoritmo H(A) (1/2)

Input: Matriz A de nimeros inteiros de dimensao m x n e de
caracteristica completa por linhas.

Output: A Forma Normal de Hermite [H 0] da matriz A.
Iteragao Genérica:

Passo 1: Encontrar uma base de A com o método de eliminagdo de Gauss
e seja M o moédulo do seu determinante.

Passo 2: Definir uma nova matriz A’ acrescentando M vezes as colunas
da matriz identidade m x m & matriz, nomeadamente através de

M
A=A (1.30)
M
Adicionar multiplos inteiros das tltimas m colunas de A’ as
primeiras n colunas até obter uma matriz cujos elementos estejam

todos no conjunto {0,1,...,M}.

Passo 3: Executar m iteragoes do seguinte modo: Suponhamos que numa

iteracdo genérica k — 1 € {0,1,...,m — 1} se obteve a matriz
B| o0 | 0
0o ... 0
clp M | (1.31)
M

onde B é uma matriz k x k triangular inferior cujos elementos da
diagonal principal sdo todos positivos, C' é uma matriz (m — k) X k,
D é uma matriz (m — k) x (n+ 1). Antes de executar a primeira
iteragdo, correspondente a k = 0, (1.31) tem a forma (1.30) com

D =[A Me'] e B e C néo existem. Denote-se o elemento genérico
da matriz D na posicdo (i, j) por d;.

Efectuar, na iteracao-k, as seguintes operagoes elementares por
colunas:

Enquanto existirem 7 # j tais que di; > di; > 0 entao:
(a). subtrair |di;/dij] vezes a j-ésima coluna de D & i-ésima
coluna de D;

(b). somar multiplos das tltimas m — k — 1 colunas em (1.31)
a i-ésima coluna de D de forma a que todas as
componentes pertengam a {0,1,...,M}.
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Algoritmo H(A) (2/2)

No final deste procedimento a primeira linha de D contém
exactamente uma componente nao nula. Efectuar uma troca de
colunas que coloque essa componente na primeira coluna de D

e denotémo-la por dy;.

A matriz C manteve-se inalteravel. Denotemos por C' a submatriz
que resulta de C' por eliminagdo da primeira linha, digamos c.
Nesta altura as matrizes C' e D tém o seguinte aspecto:

_| ¢ | din |0
o-|&] - =[5
para um adequado vector-coluna d e uma adequada matriz D.

Apos a iteragdo-k, continuamos a ter uma matriz com o aspecto
(1.31) em que as novas matrizes B,C e D, digamos B’,C" e D’ sao

B’:[f d”’ ¢'=[Cld], D'=[D|Mc].

Recomegar os procedimentos (a) e (b) com k substituido por k + 1.

Passo 4: Depois do Passo 3, ou seja, apos a iteragao k = m — 1 executada
no Passo 3, (1.31) encontra-se na forma [B 0] com B = [;;] uma
matriz triangular inferior, cujos elementos da diagonal principal
sao todos positivos.

Parai=2,...,m:

Para 7 = 1,...,7 — 1: somar um miltiplo inteiro
da coluna i de B & coluna j de B de modo
que o elemento da posigao (i,7) de B fique nao
negativo e menor do que 3;;.

Eliminar na matriz final obtida as ultimas m colunas nulas.

Figura 1.2: H(A)

Teorema 6 O algoritmo H da Figura 1.2 encontra em tempo polinomial a
Forma Normal de Hermite de uma dada matriz de numeros inteiros e de carac-

teristica completa por linhas.

Prova: Seja A uma matriz de ntumeros inteiros, de dimensdo m X n, de carac-
teristica completa por linhas. Seja M o médulo do determinante de uma qual-
quer submatriz invertivel m x m de A, por exemplo, a submatriz constituida
pelas colunas de A correspondentes as colunas dos pivots no final do método
de eliminagao de Gauss aplicado a matriz A. O mddulo do determinante desta

submatriz é o médulo do produto dos pivots. Por isso, o tempo total do Passo
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1 do algoritmo H ¢é, de acordo com o Teorema 3, polinomial e da ordem de
O(m?n) (1.32)

(ver (1.15)). Consideremos a matriz A’ definida por (1.30). Comegamos por
demonstrar que as colunas de A’ e as colunas de A geram o mesmo grupo e que,
por esse facto, A’ e A possuem a mesma Forma Normal de Hermite (Teorema 5).
Seja B C {1,2,...,n} o conjunto de indices de coluna tal que |det(Ap)| = M.
Como Ap € Z™*™ entéo a matriz adjunta de Ap, denotada adj(Ag), é uma
matriz de ntimeros inteiros. Seja Me/ uma qualquer das tltimas m colunas da
matriz A’. Como det(Apg)e? é igual ao produto da matriz Ap pela transposta da
j-ésima linha da matriz adjunta de Ap entdo a coluna Me’ é uma combinacio
inteira de colunas de Ag. Em particular, Me/ é uma combinacio inteira de
colunas de A. Por isso, o grupo gerado pelas colunas de A’ esta contido no
grupo gerado pelas colunas de A. A inclusao contraria é imediata. Pelo Teorema
5, a Forma Normal de Hermite de A é a mesma da de A’, exceptuando que a
de A’ tem mais m colunas nulas. Por isso, basta encontrar a Forma Normal de
Hermite da matriz A’ e eliminar as tultimas m colunas. Pela unicidade da Forma
Normal de Hermite, o algoritmo H encontra a Forma Normal de Hermite da
matriz A’. Resta mostrar que o faz em tempo polinomial.

O Passo 2 do algoritmo H tem tempo
O(m?n). (1.33)

No Passo 3, executam-se m iteragoes que geram m matrizes com o aspecto
(1.31). Consideremos a matriz que se obteve ap0s uma iteracao genérica k €
0,1,...,m — 1. Denote-se o elemento genérico da submatriz D desta matriz
(ver (1.31)) na posicao (i,j) por di;. Na iteracao-k executam-se (a) e (b) do
algoritmo H enquanto existirem existirem ¢ # j tais que dq; > d1; > 0. Como D
é (m—k) x (n+1) cada execugao de (a) tem tempo O(m—k). Cada execugao de
(b) consiste em substituir cada entrada dj;, com [ # 1, da nova (apds execugao
de (a)), coluna i de D, com dj; ¢ {0,1,..., M}, por dj; — |di;/M | M. Por isso,
cada execugao de (b) tem também tempo O(m — k). Da arbitrariedade de k,

concluimos que a aplicagao conjunta de (a) e (b) tem tempo limitado por
O(m). (1.34)

Por causa das execugdes anteriores de (b), D é uma matriz de nimeros in-
teiros nao-negativos do conjunto {0, 1,..., M}. Apos execugao de (a), o tnico
elemento na primeira linha de D que é alterado é dy; que é substituido por

di; — |di;/dij]dij, que é precisamente o resto da divisao inteira de di; por dy;.
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Portanto, todos os elementos da nova primeira linha de D mantém-se no con-
junto {0,1,...,M}. Cada entrada [ # 1 da nova coluna i de D, sendo igual
a dy; — |dii/dij]dy;, esta compreendida entre —|dy;/dij]di; e dy, e, por isso, é

limitada em moédulo por
max{||di;/dy;|dyj|, dii} < M>. (1.35)

Depois da aplicagao conjunta de (a) e (b), todos os elementos de D mantém-se
no conjunto {0,1,...,M}. Como todas as entradas das matrizes B e C' em
(1.31) foram entradas de matrizes D em iteracoes anteriores, concluimos que
todas as entradas das matrizes (1.31) construidas durante o processo iterativo
permanecem sempre no conjunto {0,1,..., M}.

Em cada execugao de (a), ou a primeira linha de D contém mais uma entrada
nula ou o produto das entradas nao-nulas desta linha é reduzido num factor de
pelo menos 2, pois a nova entrada ¢ desta linha (a tinica a ser alterada), digamos

" € tal que
1 = dii — [dii/dij|dij < dij — 1< |dy;/dyj)dij = dvi — dy (1.36)

e, por isso, d}; < di;/2. Como o produto das entradas nao-nulas da matriz
D ¢é, no maximo, M"*! (relembre-se que D é (m — k) x (n + 1)) entdo sdo
necessérias, no maximo, n + logy(M™ 1) = n + (n+ 1) log, M execucodes de (a)
para que a primeira linha de D contenha exactamente uma entrada nao-nula (a
primeira parcela corresponde a introduc¢ao das, no maximo, n entradas nulas na
primeira linha de D). Depois de uma aplicagao singular de (b), k é incrementado
para k + 1. Por isso, durante as m iteragoes do Passo 3, (a) e (b) sdo tarefas

executados, no méximo,
m[n + (n+ 1) logy M| = O(mn) (1.37)

vezes. Apos a iteracao k = m — 1, (1.31) do algoritmo H encontra-se na forma
[B 0] com B = [b;;] uma matriz quadrada triangular inferior cujos elementos
da diagonal principal sdo todos positivos. Ja vimos em (1.34) que o tempo de
uma aplicacdo conjunta de (a) e (b) é O(m) e, portanto, por (1.37), o tempo

das tarefas implementadas no Passo 3 é
O(m?n). (1.38)
Como a matriz B é de ordem m, o Passo 4 tem, claramente, tempo
O(m3) < O(m?n). (1.39)

Ja mostramos em (1.35) que nas sucessivas aplicagoes de (a) e (b), as entradas

das matrizes envolvidas sdo limitadas em modulo por M?2. Para mostrar que o
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algoritmo H é polinomial falta s6 mostrar que, durante a execucao do Passo 4,
as entradas da matriz B sao sempre limitadas (em modulo) polinomialmente por
M. Mostraremos que o polinémio pretendido é precisamente (M + 1)". Com
efeito, denotemos por ¢; a coluna j de B. Na execugao do Passo 4, esta coluna ¢é

alterada, no maximo, m— j vezes e vamos obtendo sucessivamente novas colunas

c?,c}, . ,c;n_j com c? = ¢j. Vamos usar indugao em p = 0,1,...,m — j para
provar que, para qualquer ¢ = 1,2,...,m,
()il < (M +1)PF Vp=0,1,...,m— (1.40)

em que, para um dado vector v, |v| denota o vector cujas componentes sao os
modulos das componentes de v. Se p = 0 (1.40) é verdade pois as entradas da

matriz B estdao compreendidas entre 0 e M. Suponhamos que (1.40) é verdade

| (i
para p. Tem-se que cg = c? Lﬁj+p+17j+p+1J

(c§)j+p+1
Bjtp+1j4+p+1
por hipétese de indugao. Por isso, para qualquer i = 1,2,...,m,
())j+pr1
Bjt+p+1,j+p+1

< (M +1)PT 4+ (M + 1P M = (M + 1)P*2,

Cj4p+1 COIM

< () jrpra] < (M + 1P,

IA

[l ()il +

|1Bi j+prl

isto ¢, (1.40) também é verdade para p + 1. Assim, concluimos a veracidade de

(1.40), ou seja, para qualquer i = 1,2,...,m e qualquer p =0,1,...,m — j,
()il < (M +1DPFE < (M + )™+ < (M + 1)

Da arbitrariedade de j, concluimos que, durante a execucao do Passo 4 do
algoritmo H, as entradas da matriz B sao limitadas em moédulo por (M + 1)™.
Somando os tempos dos Passos 1, 2, 3 e 4 do algoritmo H em (1.32), (1.33),

(1.38) e (1.39), resp., concluimos que o algoritmo H tem tempo polinomial
O(m?*n) (1.41)

que ¢é igual ao tempo do método de eliminagao de Gauss. O

Corolario 1 E possivel encontrar a Forma Normal de Hermite [B 0] de uma
matriz A de mimeros racionais, de dimensao m X n e de caracteristica com-
pleta por linhas, e uma matriz U Unimodular (isto €, uma matriz quadrada
de nimeros inteiros cujo determinante é +1) tal que AU = [B 0] em tempo

polinomial dado por O(n?3).
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Prova: Suponhamos que A = [a;;], i = 1,...,m e j = 1,...,n, & primeiro,
uma matriz de ntimeros inteiros cuja Forma Normal de Hermite é [B 0]. Como
A é uma matriz de caracteristica completa por linhas, a menos de trocas de

colunas, podemos assumir que A = [A" A”] com A’ nao-singular. Consideremos

5 / "
A:[A A}.

a matriz quadrada

0 I

Como A pode ser conduzida & Forma Normal de Hermite através de uma sequén-

cia de operagoes elementares por colunas, isto significa que existe uma matriz

(U Uy
U_[Uz UJ

Unimodular

da mesma ordem que a ordem de A e particionada por blocos do mesmo modo

(Uy,Uz,Us e Uy sdo matrizes de ordem adequada) tal que a Forma Normal de

Hermite de A é
A A" U, U B* 0
iR (42

para adequadas matrizes B*, B', B”. Como AU = [A" A”|U = [B* 0] entao, da
Unicidade da Forma Normal de Hermite, concluimos que B* = B. De (1.42)
vem que Us = B', Uy = B" e, depois, Uy = A ' (B—A"B) e Uy = —A' ' A"B".

Portanto,

r A/le o A/flA//B/ _A/flA//B//
U = B B :|
A AT B o
= I 0 I :| |: B B :|
(A A1 [ B o

Pelo Teorema 6, podemos achar a Forma Normal de Hermite de A através do

algoritmo H, descrito na Figura 6.1, em tempo polinomial dado por
O(n?) (1.44)

(ver (1.41)). Em particular, isto significa que as entradas das matrizes in-
tervenientes no algoritmo H, particularmente as entradas da matriz final que
¢ a Forma Normal de Hermite, sao polinomialmente limitadas, em moddulo,
pelo valor maximo, em moédulo, das entradas de fl, que coincide com M =
max{|a;j|: i =1,...,m, j=1,...,n}. Como det(A) = det(A’) # 0, entdo A
é uma matriz nao singular. A inversa da matriz A pode ser calculada, por exem-

plo, com o método de eliminagao de Gauss em tempo polinomial dado também
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por

O(n?). (1.45)

Como as entradas de fl*l, a menos de uma multiplicacdo por uma constante
(= +1/det(A)) de valor absoluto nao superior a 1, sio subdeterminantes de A,
entao, estas entradas também sao polinomialmente limitadas, em moédulo, por
M. Como a matriz U, por (1.43), é o produto destas duas tltimas matrizes,
entao, as entradas de U ainda sao polinomialmente limitadas, em moédulo, por

M. Este produto pode ser calculado em tempo
O(n?). (1.46)

Como AU = [B 0] entdo, é possivel encontrar a Forma Normal de Hermite
[B 0] da matriz A e uma matriz U Unimodular tal que AU = [B 0], em tempo
polinomial dado pela soma dos tempos em (1.44), (1.45) e (1.46) que da

O(n?). (1.47)

Suponhamos agora que A é uma matriz de ntimeros racionais e que cada
entrada situada na posicao (4, j) é da forma a;; = p;;/qij com p;; € Z e ¢;; € N.
Seja M = max{|a;;|: i =1,...,m, j=1,...,n}esejaa=mm.c{qg;:i=
1,...,m, j7=1,...,n}. Entdo oA é uma matriz de nameros inteiros limita-
dos em moédulo por M’ = aM. Como ja vimos, podemos encontrar a Forma
Normal de Hermite [B 0] da matriz oA e uma matriz U Unimodular tal que
aAU = [B 0], através do algoritmo H e, de acordo com (1.47), em tempo poli-
nomial dado por O(n?). Durante a implementacdo deste algoritmo, as entradas
das matrizes sao polinomialmente limitadas, em moédulo, por M’ e, portanto,
também por M. Como AU = 1/a[B 0], que é precisamente a Forma Normal de
Hermite da matriz A, e as entradas da matriz 1/a[B 0] também sao polinomial-
mente limitadas, em modulo, por 1/aM’ = M, concluimos a veracidade deste

corolario, caso A seja uma matriz de niimeros racionais. O

Teoria de Poliedros

Teorema 7 Seja P um poliedro definido por P = {x € R": Az < b}. Um
conjunto F é uma face minimal de P (isto é uma face propria de P que nao

contém qualquer outra), se e s6 se ) #F C P e
F={zeR": Az =10}

para um determinado subsistema A’z <V de Az <b.
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A prova deste teorema pode ser vista, por exemplo, em (Schrijver, 1986) ou

nos textos de apoio da disciplina de Teoria de Optimizagao.

Teorema 8 Para um poliedro racional P as sequintes afirmagoes sdo equiva-

lentes:

(a). P é o invdlucro convezxo dos vectores inteiros de P;
(b). Toda a face de P contém vectores inteiros;
(c). Toda a face minimal de P contém vectores inteiros;

(d). Para todo o vector ¢ tal que o valor dptimo de maz{cz: x € P} € finito,

existe uma solucdo optima que € um vector de inteiros.

(e). Para todo o vector ¢ tal que o valor dptimo de min{cx: x € P} € finito,

existe uma solugcao optima que € um vector de inteiros.

A prova de que (a), (b), (c) e (d) sdo equivalentes entre si pode encontrar-se
em (Schrijver, 1986) ou nos textos de apoio da disciplina de Teoria de Optimiza-
gao. Temos que (d) e (e) equivalem-se pois, para o mesmo vector ¢, as solugoes
optimas dos problemas max{cz: © € P} ¢ min{—cz: x € P} sao, claramente,

as I11nesinas.

Lembremos nesta subsec¢ao que o problema max{cx: Az < b} é equivalente

ao problema max{c*z: z > 0, A*z = b} com

"1, ¢f=lc—c 0] e A*=[A —A I

em que z’,x"” e I sdao vectores com a mesma dimensio que o vector x. A
reducao de cada um destes problemas ao outro é chamada uma reducao de Karp.
Lembremos ainda que o poliedro que define a regiao admissivel de um problema
linear com restri¢oes de ndo-negatividade admite pelo menos um vértice (a prova
disto pode ser vista, por exemplo, nos textos de apoio da cadeira de Teoria da

Optimizacao).
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Capitulo 2

Matriz Totalmente Unimodular

Neste capitulo, definimos matriz Totalmente Unimodular adoptando a defini¢ao
de que é uma matriz cujos subdeterminantes sao todos iguais a —1, 0 ou 1. Por-
tanto, em particular, todos os elementos de uma matriz Totalmente Unimodular
SA0 zeros, uns e Mmenos uns.

Matrizes com esta caracteristica aparecem frequentemente em formulacoes
de problemas de optimizacao combinatoéria, isto é, problemas de optimizacao
linear em grafos. Veremos que tais problemas de optimizacao linear possuem
uma solugao 6ptima definida por niimeros inteiros (frequentemente vector carac-
teristico de um subgrafo) se a matriz das restrigoes for Totalmente Unimodular.

As matrizes que advém de problemas de optimizacido combinatoéria sao fre-
quentemente matrizes de zeros, uns e menos uns quando sdo, por exemplo, a
matriz de incidéncia vértice-aresta de um grafo, a matriz de incidéncia vértice-
arco de um grafo dirigido (ou digrafo), a matriz de rede associada a um grafo e
uma arvore, ou uma matriz de incidéncia dos cortes de um grafo — que serao
todas analisadas no Capitulo 3 —, ou podem ser, ainda, matrizes “proximas”
daquelas por acréscimo de uma linha de tudo-uns, ou linhas da matriz identi-
dade, entre outras.

De uma maneira geral, nao é facil obter solugbes 6ptimas para os prob-
lemas lineares que correspondem a formulac¢ées de problemas de optimizagao
combinatéria porque se impoe adicionalmente a integralidade da solugao 6p-
tima procurada. Tais problemas sao geralmente designados por problemas de
optimizagao linear inteira.

Se ignorarmos aquela restricao de integralidade entao podemos resolver o
problema linear resultante, denotado relaxacao linear, através de, por exemplo,
o método de Simplex. Este método iterativo desloca-se de ponto extremo em
ponto extremo até alcancar a solucao 6ptima que, garantidamente, é um ponto
extremo. Se conseguirmos garantir que todos os pontos extremos sao definidos

por niimeros inteiros entao também a solucao 6ptima serd inteira o que implicara
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que teriamos resolvido também o problema original. Uma condigao suficiente
para que isso aconteca é a matriz das restricoes ser Totalmente Unimodular.

Mais, a dualidade da optimizacao linear juntamente com o facto da matriz
das restrigoes ser Totalmente Unimodular pode permitir o estabelecimento de
relagoes do tipo maz-min entre problemas que tém uma descrigdo puramente
combinatéria. Estas relacoes podem, por exemplo, suscitar métodos de res-
olugao inovadores ou permitir uma descrigao poliédrica dos envolventes convexos
subjacentes. Este é o caso, por exemplo, do Teorema do Fluxo Maximo-Corte
Minimo e do Teorema de Konig para emparelhamentos em grafos bipartidos —
que recordaremos no Capitulo 3.

Pelo exposto nos dois paragrafos anteriores, é importante saber se uma dada
matriz de zeros, uns e menos uns, é Totalmente Unimodular ou ndo. Em geral,
este problema de reconhecimento nao é simples — veja-se o Capitulo 4. Con-
tudo, as caracterizagOes alternativas de Unimodularidade Total podem fornecer
critérios simples de reconhecimento. Na presenca de determinada propriedade,
esta ou aquela caracterizagao pode permitir concluir a Unimodularidade Total.
Neste contexto uma caracterizagao que se tem revelado muito til é o Teorema
de Ghouila-Houri que demonstraremos. Demonstraremos também o Teorema
de Hoffman-Kruskal, que estabelece uma condigao necessaria e suficiente para a
existéncia de solugoes 6ptimas inteiras numa classe de problemas de optimizagao

linear em termos da Unimodularidade Total da matriz das restrigoes.
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2.1 Definicao e propriedades

Definicao 5 Uma matriz diz-se Totalmente Unimodular se uma qualquer sua

submatriz quadrada tiver determinante 0, +1.

As matrizes A e Ay abaixo sdo Totalmente Unimodulares enquanto que as

matrizes A3 e A4 nao sdo:

1 -1 0
Ai=|0 1 1], A2:[(1) _i _H
0 01
(2.1)
1 -1 0
=0 1| a0
1 0 1

Daqui em diante, usaremos a notacao "T'U’ para designar 'Totalmente Uni-
modular’. Algumas propriedades que decorrem imediatamente da definicdo de

Unimodularidade Total sao as seguintes:

(a). Toda a submatriz de uma matriz Totalmente Unimodular é Totalmente
Unimodular. Em particular, todos os elementos de uma matriz Totalmente

Unimodular sao 0,1 ou —1.

(b). A transposta de uma matriz Totalmente Unimodular também ¢é Total-

mente Unimodular.

(c). Se A é Totalmente Unimodular e P é uma matriz de permutagao de di-

mensao adequada entdo a matriz AP, ou PA, é Totalmente Unimodular.

(d). Se multiplicarmos uma linha ou coluna de uma matriz Totalmente Uni-

modular por —1, a matriz obtida também é Totalmente Unimodular.

(e). Se duplicarmos uma linha (ou uma coluna) de uma matriz Totalmente

Unimodular, a matriz obtida ainda é Totalmente Unimodular.

(f). Se acrescentarmos uma linha ou uma coluna com no maximo uma entrada
nao nula a uma matriz Totalmente Unimodular, a matriz obtida ainda é

Totalmente Unimodular.

Note-se que se numa matriz TU, substituirmos uma linha pela sua subtracgao
com um miltiplo inteiro de outra linha, entao a matriz assim obtida pode nao
ser TU. Por exemplo, se considerarmos as seguintes matrizes

1 -1 1 -1
A=10 1 e A=]0 1
1 0 1 1
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¢ facil verificar que A é TU e que A’ se obtém de A por substituicao em A da
linha 3 pela sua subtracao com a linha 2 préviamente multiplicada por —1. No

entanto, A’ nao é TU porque a matriz

i

¢ uma submatriz quadrada de A’ com determinante 2.

Teorema 9 Se A € uma matriz TU e Ary € uma submatriz ndo singular entio
(AlAry) € TU.

Prova: Toda a submatriz nao singular de (A|Asy) é da forma (Axp|Ary), com
Ak uma submatriz de A que contém Aj; como submatriz. Como, pela férmula
de Schur,
det(AKL)
det(Axp|Ary) = ——= = +1
et(Arr|Arr) det(A,) ;

concluimos que (A|A7y) é TU. O

Proposigao 1 Uma matriz A de zeros, uns e menos uns, € Totalmente Uni-
modular se e sé se qualquer base da matriz [I A] tem determinante £1 (uma base
de uma matriz € um conjunto de colunas dessa matriz linearmente independente

e mazximal).

Prova: Note-se que a matriz [ A] tem sempre caracteristica completa por
linhas. Por isso, toda a base de [I A] é uma matriz quadrada.
(=) Suponhamos, por absurdo, que existe uma submatriz [Ic Ap] de ordem
m da matriz [I A] tal que det [Ic Ap] ¢ {—1,0,1}. Por aplicagdo do Teorema
de Laplace,
|det [Ic Ap]| = |det Agp],

sendo E = {1,2,...,m}\ C (isto &, retirdmos as linhas e as colunas referentes a
cada elemento nao nulo da submatriz I¢). Entao, det Agp & {—1,0,1}, o que
¢é absurdo porque A é TU.

(<) Suponhamos, por absurdo, que A nao é TU. Seja Agp uma submatriz
quadrada de A tal que det(Agp) € {—1,0,1}. Considere-se a submatriz [Ic Ap]
de ordem m da matriz [I A], onde C' = {1,2,...,m} \ E. Por aplicagao do
Teorema de Laplace,

|det [Ic Apl| = |det Agpl,

e teriamos encontrado uma base de [I A]. Chegamos a um absurdo porque
det [Ic Ap] ¢ {—1,1} e assumimos que qualquer base de [/ A] tem determi-
nante igual a +1. O
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Pela Proposicao 1, para averiguar se uma matriz A de zeros, uns e menos
uns, com m linhas e n colunas, é TU, basta calcular todos os determinantes das

submatrizes m x m da matriz [/ A], que s@o em ntimero igual a

(") = = ) () ()

Isto nao implica que o reconhecimento de uma matriz TU seja polinomial. Mais

adiante, veremos um algoritmo com o mesmo propésito mas com uma complex-

idade computacional polinomial (em m e n).

Teorema 10 Seja A’ a matriz que se obtém de uma matriz A através de uma

operagao pivotal. Entao, A é TU se e s6 se A’ é TU.

Prova: (=) Suponhamos que A é TU e, sem perda de generalidade, que A é
da forma (1.22) com £ # 0 o pivot. Pela Proposi¢ao 1, qualquer base de [I A]

tem determinante igual a £1. A matriz
e 0
o= 7]
é uma base da matriz [I A]. Como qualquer base B’ de B~![I A] é o produto
de B~! por uma adequada base B* de [I A], entdo
det(B*)  +1

det(B') = det(Ble*) = W == +1.

Concluimos que qualquer base da matriz

-1 -1 -1
-1 . £ 0 € ¢ B € 01 (S
B [IA]_{—EII) I][ I b D }_[—alb I/0 D—c"'be
também tem determinante igual a +1. Como esta matriz coincide com [I A'] a
menos de uma troca de duas colunas, uma multiplicagdo de uma linha por —1
e duas multiplicagoes de colunas por —1, concluimos que A’ é TU.

(<) Suponhamos que A’ é TU. Se pivotarmos de novo no elemento & de A’

obtemos a matriz A e, portanto, pela implicacao anterior, A é TU. O

O Teorema 10 é particularmente relevante em algoritmos pivotais, como é o
caso do método de Simplex, pois para esses algoritmos podera ser possivel a sua
implementacao sem divisoes. Esse é o caso, por exemplo, quando da resolugao
do problema de transportes, o problema de afectacao, ou o problema do fluxo

méximo entre dois vértices de um grafo dirigido, através do método de Simplex.
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2.2 Exemplo: matriz-ciclo

Definicao 6 Uma matriz de zeros, uns e menos uns, diz-se uma matriz-ciclo
se contém exactamente duas entradas mao-nulas por linha e por coluna e se

nenhuma sua submatriz propria tem esta propriedade.

Por exemplo, a matriz

-1 1 0
01 -1
-1 0 1

é uma matriz-ciclo. A préxima proposicao justifica a designacao escolhida para

esta classe de matrizes.

Proposicao 2 Seja A uma matriz de zeros, uns e menos uns com pelo menos
duas linhas e duas colunas e seja G = (I, J; E), um grafo simples bipartido nao-
dirigido tal que |A| € a sua matriz de adjacéncia. Entao, A é uma matriz-ciclo

se e s0 se G € um ciclo.

Prova: (<) Como G é um ciclo, todos os vértices de G tém grau 2, ou seja,
toda a linha e toda a coluna de A tem exactamente duas entradas nao-nulas.
Seja Apyr com I' C I, J' C J uma qualquer submatriz propria de A. A matriz
de adjacéncia do subgrafo induzido G[I' U J'] é |Ap y|. Este subgrafo do ciclo
G possui pelo menos um vértice de grau menor ou igual que um. Por isso,
existe pelo menos uma linha ou uma coluna de Ay com apenas um elemento
nao-nulo. Por isso, Ay j; ndo pode ser uma matriz-ciclo.

(=) Como A é uma matriz-ciclo, entao, A tem duas entradas nao-nulas por
linha e por coluna, o que significa que todos os vértices de G tém grau 2. Para
concluirmos que G é um ciclo falta s6 mostrar que G é conexo. Suponhamos
que G é desconexo e seja G[I'UJ'|,com I' C I, J C J, I'UJ C TUJ, uma das
componentes conexas de G. A matriz de adjacéncia de G[I' U J'] é |Ap |, que
é um ciclo. Pela implicacao anterior, Ay j» é uma matriz-ciclo. Mas como Ay
é uma submatriz propria de A, concluimos que A nao seria uma matriz-ciclo, o

que é absurdo. Concluimos que G é conexo e, portanto é um ciclo. a

Proposicao 3 Toda a submatriz quadrada prépria de uma matriz-ciclo tem de-

terminante pertencente a {0, £1}.

Prova: Seja A uma matriz-ciclo. A matriz A é, trivialmente, de ordem maior
ou igual que 2. Seja A’ uma submatriz quadrada propria de A. Vamos mostrar,

por indugdo na ordem p da matriz A’, que det(A’) € {0,+1}. Se p = 1, entao
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det(A’) € {0,4+1} porque A é uma matriz de zeros, uns e menos uns. Supon-
hamos que det(A4’) € {0,+1} para toda a submatriz A" quadrada propria de
A de ordem p = k. Seja A’ uma submatriz quadrada propria de A de ordem
p = k+1. Por defini¢do de matriz-ciclo, A’ tem alguma coluna (ou linha) nula ou
igual a €’ (ou (e)7) para algum indice i de coluna de A’. Por isso, det(A’) =0
ou |det(A’)| = | det(A*)| em que A* é uma submatriz quadrada propria de A de
ordem k. Entao, por hipotese de indugao, det(A’) € {0,£1}. Concluimos que
det(A") € {0, £1} para qualquer submatriz A’ quadrada propria de A. |

Proposicao 4 O determinante de uma matriz-ciclo pertence a {0, +£2}.

Prova: Seja A uma matriz-ciclo. Se calcularmos o determinante da matriz A
usando regra de Laplace ao longo de uma linha ou de uma coluna de A, entao,
pela Proposigao 3, det(A) € {0,£1,4+2}. Basta mostrar que det(A) # =+1.
Facamos a prova por indugéo na ordem da matriz A. Suponhamos que A é
2 x 2. Como A é uma matriz-ciclo, todas as entradas de A sdo iguais a +1.
Por isso, det(A) # +1. Suponhamos que esta proposigao é valido para toda a
matriz-ciclo de ordem n e seja A uma matriz-ciclo qualquer de ordem n+1. Pela
Proposigao 2, |A| é a matriz de adjacéncia de um grafo bipartido G que é um
ciclo. Logo, trocando convenientemente as linhas e as colunas de A, obtemos

uma matriz A’ com o seguinte aspecto:

aiy Q1n
az1 Qa2n
* ok

I * *
A= :

* *

* ok

com aii, as, a2, ain, adequadas entradas nao-nulas (i.e., iguais a +1) da matriz
A e em que cada espago em branco representa uma entrada nula. Portanto,
det(A) = det(A’). Se subtrairmos a segunda linha da matriz A" a primeira

linha préviamente multiplicada por as;/a1; = ajiag1, obtemos uma matriz A”

tal que
ail Q1n
"
0 a9y asy,
*
A/l _ sk * " _
= , Com Gy, = —aG11a2101, = £1
*
L * -
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e det(A”) = det(A’). Como a primeira coluna de A” é uma coluna da matriz
identidade ou sua simétrica entao, det(A”) = det(A”) em que A” é a submatriz
de A” que resulta de A” por eliminacao da primeira coluna e da primeira linha.
E 6bvio que |A”| é a matriz de adjacéncia de um grafo simples bipartido nio
dirigido que é um ciclo. Pela Proposigao 2, A” é uma matriz-ciclo. Como A"
tem ordem n entdo, por hipotese de indugao, det(A) = +det(A”) # +1. Pelo
principio de indu¢ao matematica, conclui-se a veracidade da proposicao para

uma matriz-ciclo A qualquer. O

Pelas Proposigoes 2, 3 e 4, as seguintes matrizes

0 0 -1 0 -1
-1 0 1 1(1)8(1) 1 0 0 -1 0
1 10|, |y, 10l |-t -1 0 00 (2.2)
01 1 00 11 0 0 0 -1 1
0 1 -1 0 0

sao TU pois, repare-se, todas as matrizes (2.2) sao singulares. Com efeito,
denotando por I; a i ésima linha de qualquer uma das matrizes (2.2), temos que,
na primeira matriz, I; + ls = l3; na segunda, [y — lo + I3 = 4 e, na terceira

matriz, I1 — s — I3+ 14 = I5.

2.3 Outras caracterizacoes

Teorema 11 Seja A uma matrizm X n de nimeros inteiros. Para todo o vector

b inteiro, o poliedro P definido por
P={zeR": Az < b,z > 0} (2.3)
€ inteiro se e sd se o poliedro Q = {z € R"™™: [[ Alz =b,z > 0} € inteiro.

Prova: (=) Seja z = (g, ) ponto extremo de ) com § o vector constituido
pelas primeiras m componentes de zZ e T o vector constituido pelas restantes
n. Entdo existe um subsistema "Iy + Az = b,yp > Op,xg > 0’ do sistema
Ty + Ax = b,y > 0,z > 0’ representado por uma matriz quadrada que é

satisfeito como igualdade em Z e

I A
Ip 0 |#0. (2.4)
0 Ig

Seguidamente, provamos que Z é ponto extremo de P: de facto, £ € P porque
z>0e

SIS

(1 4]

}zb@y—l—A:c:b@y:b—AxZO (2.5)
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De (2.5) vem também que
yp =bp — ApT < Apx =bp

Além disso, £ = 0. Por isso "Apx < bp,zg > 0’ é um subsistema de "Axr <

b,z > (0, representado pela matriz quadrada

At

que é satisfeito como igualdade em z. Usando a regra de Laplace, obtemos que

I A .

oo |=x| L Al_g|dr #0, (2.6)
0 Ig Ig

0 Ig

por (2.4), e concluimos entao que T é ponto extremo de P. Por hipétese, T é um
vector inteiro e, assim, § = b— AZ também é inteiro. Concluimos que z = (y, Z)
é inteiro. Da arbitrariedade de z concluimos que @) é um poliedro inteiro.

(<) Seja T ponto extremo de P. Entao existe um subsistema "Apx <
bp,xg > 0’ do sistema ’Ax < b, x > 0’ representado por uma matriz quadrada

que ¢ satisfeito como igualdade em T e
‘ Ap ] £0. (2.7)
Ip

Seja z = (y,Z) com § = b— AZ; seguidamente, provamos que Z é ponto extremo
de Q: de facto, z € PporqueZ >0, y=b— Az >0¢e

(1]

SIS

} =b— Az + Az =D.
Temos que

{AD.’L' =bp @{bD—Apx =0 o Zpup =0

rzp =0
Entao ’[ I A ]z =b,zpug > 0’ é um sub-sistema de ’[ I A ]z =bz>0
que é satisfeito como igualdade em Zz. Usando a regra de Laplace,

I A

=|Ip O :j:’
0 Ig

Ap

Ip

‘ L4 ‘ £0, (2.8)

IpuE

por (2.7), e concluimos entdo que z é ponto extremo de Q. Por hipotese, z é
inteiro. Por isso, em particular, T é inteiro. Da arbitrariedade de & concluimos

que P é um poliedro inteiro. O
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Teorema 12 Se A é Totalmente Unimodular entao, para todo o vector b inteiro,
o poliedro

P={zeR": Az <b} (2.9)
€ 1nteiro.

Prova: Seja F' = {z: A’z = b'} uma face minimal de P em que ’A’z < b"” é um
sub-sistema de Az < b’ tal que A’ tem caracteristica completa por linhas. Seja
A’z uma base de A’. Como A é TU, det(A’y) = £1. Entao para 2’ = ('3, 2y),
com N ={1,2,...,n}\ B, definido por

Ty = (Ajg)_l

temos que ' € F porque A'z' = Algaly + A2y =V, e 2/ € Z" porque
det(Az) = £1. 0

/ /
b, QZ'A]\[:O7

O reciproco do Teorema 12 nao é verdade conforme se ilustra com o seguinte

exemplo: consideremos o poliedro P = {x eR3: Az < b} com A a matriz
definida por
11 -1
01 1
00 1 (2.10)
1 0 -1

e b = (b1,b2,b3,bs) um vector inteiro qualquer. Um ponto xy € P é um ponto
extremo de P se e s6 se existe um subsistema “A’x < 0" constituido pelas
desigualdades do sistema Ax < b satisfeitas como igualdade em zy e tal que
car(A’) = 3. Sem perda de generalidade, podemos supor que A’ é uma matriz
quadrada. Assim, é facil verificar que os pontos extremos de P s&o as solucoes

dos seguintes sistemas:

11 -1 by 11 -1 by

01 1 lz=| by |, 0 1 1 |z=| by |,

| 0 0 1 | | b3 | 1 0 —1 | | b3 |

1 1 —17] [ by ] [0 1 17 [ by ]

0 1 |lx=1| by |, 00 1 ]|lx=1] b |,

| 1 0 —1 | | b3 | |1 0 —1 | | b3 |
que sao
xt = (b1 — by + 2bs, by — b3, b3), 2 = (=b1 + by + 2bg, —b1 + b + by, by — by),
2® = (b3 + by, by — by, b3), z* = (b3 + ba, by — b3, b3),

resp. Concluimos que P é um poliedro inteiro para todo b inteiro. No entanto,

a matriz A ndo é TU porque admite como submatriz a matriz

b
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cujo determinante é 2.

Corolario 2 Se A ¢ Totalmente Unimodular entao, para todos os vectores b, c

inteiros de dimensées apropriadas, ambos os problemas de optimizacdo
mar{cr: Az <b} e min{yb: yA=c,y >0} (2.11)

possuem solucoes dOptimas inteiras, sempre que o respectivo valor dptimo for
finito.

Prova: Para todo o vector b inteiro tal que o problema de 'maximizacao’ em
(2.11) possua valor 6ptimo finito existe uma face minimal que é constituida por
solucoes 6ptimas. Pelo Teorema 12, existe uma solucao 6ptima que é inteira.
Para provar a segunda parte do corolario, note-se que o problema de 'minimiza-

¢ao’ em (2.11) pode escrever-se como

max  y(—b)
A c
sa. yl| A | <| —c
—I 0

Para todo o vector ¢ inteiro tal que o problema de 'minimizac¢ao’ em (2.11)
possua valor 6ptimo finito existe uma face minimal que é constituida por solugoes

optimas. Pelas Propriedades imediatas (d), (e) e (f),

—A
-1

¢ TU e, portanto, o Teorema 12 permite concluir que existe uma solugao 6ptima

que é inteira. O

O reciproco do Coroléario 2 nao é verdade. Com efeito, consideremos em
(2.11) que A é a matriz (2.10), por exemplo. Ja vimos, no exposto a seguir ao
Teorema 12, que o poliedro P = {x € R?: Az < b} tem vértices e é inteiro para
qualquer vector b inteiro. Uma vez que se o problema de maximizagao em (2.11)
tiver valor 6ptimo finito, este é atingido num vértice de P, entao, este problema
tem solucao 6ptima inteira para qualquer vector inteiro c.

Consideremos que ¢ = (¢y, ¢2, ¢3); 0 poliedro

Q={yeRyd=c y>20}={yecR: Aly=c y>0}
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que define a regiao admissivel do problema de minimizagao em (2.11) é definido

pelo seguinte sistema de igualdades e desigualdades:

100 1 e _[1) _(1) 8 8 8
110 0 |y=]|c |, y < . (2.12)
111 1 . 0 0 -1 0 0

3 0 0 0 —1 0

Se o problema de maximizagao em (2.11) tiver valor 6ptimo finito (como estamos
a supor), entdo, o problema de minimizagao em (2.11) também tem. Como, no
poliedro @, y > 0 entao, para qualquer vector inteiro ¢, () nao contém qualquer
linha. Logo, o problema de minimizagao em (2.11) possui sempre uma solu¢ao
optima que é ponto extremo de ). Um ponto yg € ) é ponto extremo de @)
se e sO se existe um subconjunto K do conjunto dos indices de linha da matriz

identidade I, tal que yg € solucao do seguinte sistema de igualdades

ATy=¢, —I[K]y=0, com car <[ _?[;] D =4, (2.13)

em que I denota a matriz identidade de ordem 4, e ainda y[k] > 0. Sem
AT
—1[K]

quadrada. De acordo com (2.12), os tnicos sistemas de igualdades que, para

perda de generalidade, podemos supor que em (2.13), [ } ¢ uma matriz

algum subconjunto K do conjunto dos indices de linha da matriz identidade I,

satisfazem (2.13), s@o os seguintes

[ 100 1] o [ 1 00 17 o
110 of | 1 10 of ¢
ST U N U R I G R S s B I R I
-1 00 0 Ll 0o -1 0 0] LB
- - - - (2.14)
100 1 - 1 00 1 L
110 of |“ 1 10 of |“
111 -1 ]Y7 22 L S T S T I 22
-1 00 0] L= 0 -1 0 0 L%

Por isso, para um dado vector inteiro ¢ = (c1, 2, c3) qualquer, o conjunto dos
pontos extremos de @ esta contido no conjunto das solugoes (tnicas) de cada

um dos sistemas em (2.14), que sao

yt = (0,ca,c1 — 2 + 3, 1), y? = (c2,0,¢1 + c3,01 — 2),
y3 = (c1 —ca 4¢3, —c1 4+ 2¢9 — ¢3,0,c2 — ¢3), Z/4 = (c1,—c1 + c2,—c2 +¢3,0),

resp. Concluimos que ) também é um poliedro inteiro para qualquer vector
inteiro c. Como o valor 6ptimo do problema de minimizagao em (2.11) é atingido

num vértice de (), entao este problema tem solucao 6éptima inteira para qualquer
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vector inteiro b. No entanto, como ja vimos antes, a matriz A definida em (2.10)
nao é TU.

O proximo teorema garante que, para uma dada matriz A de numeros in-
teiros, é condi¢ao necesséria de Unimodularidade Total mas também condigao
suficiente que, para todo o vector b inteiro, um adequado poliedro, definido &

custa da matriz A e do vector b, seja inteiro.

Teorema 13 (Hoffman e Kruskal, 1956) Uma matriz A de nimeros inteiros

€ Totalmente Unimodular se e sé se, para todo o vector b inteiro,
P={zeR": Az <b,z >0} (2.15)
€ um poliedro inteiro.

Prova: Note-se que todo o poliedro definido por (2.15) tem pontos extremos.
Por isso, P é inteiro se e s6 se todos os seus pontos extremos sao inteiros.

(=) Seja b um vector inteiro qualquer. E 6bvio que P = {x € R": A’ < ¥/}

e[ 4] 0[]

Pelas Propriedades imediatas (d) e (f), A" ¢ TU. Pelo Teorema 12, P ¢ inteiro.

(<) Suponhamos que A é uma matriz m X n. Seja Ax; uma qualquer

com

submatriz quadrada de A nao-singular. Queremos provar que det(Ax ) = +1.
A matriz quadrada

p=lig
¢é submatriz de [A I] e det(Agy) = det(B). Para provar o pretendido basta,

entdo, mostrar que det(B) = #1. Seja 3/ a j-ésima coluna de B~!'. E 6bvio

] = [Ba By

que existe um vector inteiro y tal que z = y + 37 > 0. Consideremos o vector
Bz = By+¢/. Entao Bz é inteiro. Sejam z4 e z; os vectores constituidos pelas

componentes de z correspondentes as colunas de By e By, resp. Vamos mostrar
- z . .
que T = [ (’)4 ] € R™ é vértice do poliedro P para b= Bz.

Com efeito, como a menos de trocas de colunas, A = [B4 A’] para uma

adequada submatriz A’ de A, entao
A% = Bpaza+ A0< Bpza+Brzr=Bz e >0 (2.16)

A primeira desigualdade de (2.16) vale porque Brzy > 0 pois By > 0 e z;5 > 0.
A segunda desigualdade é vélida por definicao de T e porque z > 0. Logo T € P.
Além disso, A[K|z = B[K]z porque

A[K|Z = Ba[K|za e B[K]z= Ba[K|za + Bi[K]z1 = Ba[K]za (2.17)
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A dltima igualdade de (2.17) é valida porque, por definigdo de By e de B, Bj[K]
é a matriz nula. Denotando por J o indice das componentes de T indexadas
por z4, temos que 'A[K]z < B[K]z, ;7 > 0’ é um sub-sistema do sistema
"Az < Bz, x > 0 constituido por |K|+(n—|J|) = |K|+(n—|K|) = n equagoes,
satisfeito como igualdade em T e, apds trocar convenientemente colunas,

‘ AIK] ‘:i' Ay Ap;

L[] o 1 |~ EHAIFD

Logo T é vértice de P. Por hipétese, I é inteiro e, portanto, z4 é inteiro. Como

Bz = Byza + Brzr, Bz e z4 sao vectores inteiros e B4 é uma matriz inteira,

- 0 0
entao Brzy = zr =

I Zr

inteiro. Entdo 37 = z —y ¢é inteiro. Da arbitrariedade de j, concluimos que B~*

] é inteiro. Logo z; é inteiro e concluimos que z é

é uma matriz inteira. Como B também é uma matriz inteira, det(B),det(B~1)
sdo ambos inteiros. De det(B).det(B~!) = 1, concluimos que det(B) = +1. O

Teorema 14 (Corolario do Teorema de Hoffman e Kruskal) Uma matriz
A de numeros inteiros é Totalmente Unimodular se e sd se, para todos os vectores

a,b, c,d inteiros,
P={zeR":a< Az <b,c<z<d}
€ um poliedro inteiro.

Prova: (=) Suponhamos que A é TU. Como P = {z: A’z < b’} com

I d

’ -1 ;o —C
A = A e b= b
—A —a

e A’ também é TU (pelas Propriedades (d), (e) e (f)), entao, pelo Teorema 13,
P é inteiro.

(<) Suponhamos que P = {z: A’z < ¥’} é um poliedro inteiro, quaisquer
que sejam os vectores a, b, ¢, d inteiros. Em particular, o poliedro P} = {z : x >
0 A’z <V'} com

I d
A = A e V= b |,
—A —a

que corresponde a escolher ¢ = 0, é inteiro quaisquer que sejam a, b, d inteiros.
Pelo Teorema 13, A” ¢ TU e A é TU porque é uma submatriz de A”. O
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Corolario 3 Uma matriz A de inteiros € TU se e $6 se para todos os vectores

b, c inteiros de dimensoes apropriadas, ambos os problemas de optimizacao
mar{cr: Az <b, x >0} e min{yb: yA>c,y >0} (2.18)

possuem solugoes dptimas inteiras, sempre que o respectivo valor optimo for
finito.

Prova: (=) Suponhamos que A é TU e consideremos b, ¢ quaisquer tais que
ambos os problemas de optizagdo em (2.18) possuem valor 6ptimo finito. Pela

Dualidade Forte da Programacao Linear,
max{cr: Az <b, x > 0} = min{yb: yA > ¢,y > 0}.
Denotemos por P; e P> os seguintes poliedros:

P = {cx: Ax <b, x >0}
Py = {yb:yA>cy>0}={yb: — ATy < —c, y >0}

Ambos os problemas em (2.18) possuem solugoes 6ptimas em faces de dimensao
minima dos poliedros P e P», resp. Como P} tem vértices e A é TU entao, pelo
Teorema de Hoffman-Kruskal, os vértices de P; sao vectores de inteiros e, por
isso, o problema da esquerda em (2.18) possui solu¢ao 6ptima inteira. Como
P, também tem vértices e —AT & TU entdo, de igual modo, concluimos que o
problema da direita em (2.18) também possui solugdo 6ptima inteira.

(<) Seja b qualquer. Suponhamos que P; # (). Seja ¢ qualquer tal que o
valor 6ptimo do problema de maximizagao em (2.18) é finito. Pela Dualidade
Forte da Programagao Linear, o problema de minimiza¢ao em (2.18) também
possui valor éptimo finito. Por hipotese, ambos os problemas possuem solugoes
o6ptimas inteiras. Pelo Teorema 8, P; e P, sao poliedros inteiros. Da arbi-
trariedade de b em Pp, concluimos, pelo Teorema de Hoffman-Kruskal aplicado
a P, que AéTU. O

Teorema 15 (Teorema de Ghouila-Houri) Uma matriz A com entradas

0,1,—1 € Totalmente Unimodular se e sd se

toda a colecgdo de colunas da matriz A pode ser particionada em dois conjuntos
tal que a soma de todas colunas em um conjunto menos a soma de todas colunas

no outro conjunto € um vector sé com entradas 0,+1.
(2.19)
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Prova: (=) Suponhamos que A é m x n, TU, e seja {c1, ca,...,c,} 0 conjunto
das colunas de A. Consideremos uma qualquer colecgao de colunas de A, C' =
{c; :i eI C{1,2,...,n}} e seja d o vector caracteristico de C, isto é, cada

componente d; de d é tal que d; =1sei €l ed; =0sei ¢ I. O poliedro
1 1
P={z:0<z<d, \‘QAdJ <Az < LAd—‘}.

é nao vazio pois %d € P e, sendo limitado, tem vértices. Seja T um qualquer
vértice de P. Como A é TU, Z é inteiro e como 0 < T < d, T é um vector de
zeros e uns e y = d — 2% tem apenas componentes 0,+1. Além disso,
1 1 1 1 1
—Ad— |ZAd| < -Ad— Az < -Ad— |-Ad
2 2 2 2 2
o que implica que

1
—1<§Ay<1 & 2< Ay <2,

isto é, Ay é um vector de componentes 0, 1. Sejam U ={i € [: y; =1} eV =
{iel:y,=—1}. Comoy=d— 2% =d(mod2) entdo UUV = I, o indice das

colunas de C. Portanto

icl i€l icV
(«=) Por hipotese, A é uma matriz m x n tal que, para todo R C {1,2,...,n},
existe uma particao { Ry, Rz} de R tal que

> ai— Y ai; €{-1,0,1},
JER JER2
para todo ¢ € {1,2,...,m}. Vamos provar por indugdo matematica forte que
toda a submatriz quadrada de A tem determinante zero, um ou menos um.
Claramente, todo o elemento de A, denotado genéricamente por a;;, é zero,
um ou menos um. De facto, isso decorre da hipotese para R = {i}.
Suponhamos que qualquer submatriz de A de dimensao inferior a k tem de-
terminante zero, um ou menos um,. e seja B uma qualquer submatriz invertivel
de A de dimensdo k. A i-ésima coluna da matriz B~! é solucdo Z do sistema
de equacoes Bx = ¢'. Pela regra de Cramer,
B det B;
A det B

(j=12,...,k),

onde B; é uma matriz que resulta de B substituindo a coluna j de B por el
Pela hipotese de inducao, det B; € {—1,0,1}. Por isso, concluimos que a matriz

B* = (det B)B~! é uma matriz de zeros, uns e menos uns.
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Seja b] a primeira coluna de B*, e portanto um vector de zeros, uns e menos
uns, e seja R = {j: bj; # 0} Como Bb} = (det B)e! entdo
0= (Bb});=> byby  (i=2,3,....k). (2.20)
JER
Como B é uma matriz de zeros, uns e menos uns, o somatorio (2.20) é sempre
uma soma de zeros, uns e menos uns que é igual a zero. Por isso, em cada

uma dessas somas deverao existir igual nimero de uns e de menos uns. Isso, em

particular, implica que
[{j € R: b;j # 0}| ¢ par (1=2,3,...,k). (2.21)
Por hipétese, existe uma parti¢cao {R1, Re} de R tal que
D b= Y b e{-1,01}  (i=1,23,... k).
JER JER2
Por (2.21), temos que
D b= Y biy=0  (i=23,...,k)
JER, JERy
Se também tivéssemos, para i = 1,
D b= by =0,
JERy JER2

entao existiria uma combinacao nao nula das colunas de B que ¢ igual a zero, o
que é um absurdo porque B ¢ invertivel. Concluimos que By € {e!, —e'}, para

y definido por

1 sejeR
yy=4 —1 sejeRy (j=1,2,...,k),
0 sejé€R

Como Bb} = (det B)e! = +By e B ¢ invertivel entdo b} € {(det B)y, —(det B)y}.
Como ambos os vectores y e bf sdo ndo nulos e tém componentes em {—1,0, 1},
concluimos que det B € {—1,1}. O

Corolario 4 Se A é uma matriz de zeros e uns tal que em cada coluna de A os

uns aparecem consecutivamente, entao A € uma matriz Totalmente Unimodular.

Prova: Pelo Teorema de Ghouila-Houri, basta mostrar que toda a coleccao de

linhas de A se pode particionar em duas partes tal que a soma das linhas de
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uma parte menos a soma das linhas da outra parte é um vector de zeros, uns e
menos uns. Atendendo a (2.19), fica demonstrado que a matriz A7 & TU, o que
implica que também A é TU.

Seja L o conjunto dos indices de linha de uma qualquer colecgao de linhas
de A e seja p(i) a posi¢ao ordenada da linha i € L em L. Consideremos L; =
{i € L: p(i) é impar } e Ly = {i € L: p(i) é par }. Como, por hipdtese, em
cada coluna de A os uns aparecem consecutivamente,

Z aij — Z ajj = Zaij e {-1,0,1},
icLy i€l icL

para todo indice de coluna j, como pretendiamos demonstrar. O

Corolario 5 Se A € matriz de incidéncia vértice-arco de um grafo dirigido en-

tao, A € Totalmente Unimodular.

Prova: Vamos mostrar que toda a colec¢ao de linhas de A se pode particionar
em duas partes tal que a soma das linhas de uma parte menos a soma das linhas
da outra parte ¢ um vector de zeros, uns e menos uns. Atendendo a (2.19), fica
demonstrado que a matriz AT ¢ TU, o que implica que também A é TU.

Seja L o conjunto dos indices de linha de uma qualquer colecgdo de linhas
de A eseja L1 = L e Ly = (. Como cada coluna de A contém no maximo um
1 e no maximo um —1,

Z ajj — Z ajj = Zaij € {-1,0,1},
icLy i€Lo icL

para todo indice de coluna j, como pretendiamos demonstrar. O

Corolario 6 Seja M uma matriz de zeros, uns e menos uns tal que
A 0

=13 5]

para adequadas matrizes A, D. A matriz M ¢ TU se e s6 se A e D sao TU.

Prova: (=) Como, por hipotese, M é TU, entdao, uma vez que A e D sdo
submatrizes de M, pela Propriedade (a), A e D sao TU.

(<) Denote-se por I,I; e I, os conjuntos de indices de linha das matrizes
M,[A 0] e [0 D], resp. Seja K C I qualquer. Pelo Teorema 15 (de Ghouila-
Houri), existe uma particio (K;, K;) de K1 = K N I; tal que

Du= >[40~ > [A0] (2.22)

€K, €K



2.3. OUTRAS CARACTERIZACOES 49

é um vector de zeros, uns e menos uns. De igual modo, existe uma particao
(K, Ky ) de Ko = K N 15 tal que

0v]= Y [0D];— Y [0D] (2.23)
ek i€K,
é um vector de zeros, uns e menos uns. Entao, para
Kt=K/UK} e K =K; UK;.

tem-se que (Kt, K~) ¢ uma parti¢ao de K tal que

“lool-Z[65)-

€K+ €K~

= [ X 0i- Yo+ | > oDk~ > (0D
i€k i€K] ieKy i€Ky
= [u0]+[0v] = [uv]

é um vector de zeros, uns e menos uns. Pelo Teorema 15, M é TU. O

Corolario 7 Seja M wma matriz de zeros, uns e menos uns, tal que

w[it

"D (2.24)

para adequadas matrizes A, B e D. Se existe um vector-coluna a e um vector-

linha b ambos nao-nulos e de zeros, uns e menos uns, tais que B = ab, entao,

b .
M ¢é TU se e sé se [A a G[D] sao TU.
Prova: Comecemos por fixar alguma notagao. Denotemos por I, J os conjuntos
dos indices de linha e de coluna da matriz M, resp. Sejam I, Io C I os conjuntos

de indices de linha das matrizes [A B] e [0 D], resp., e sejam Ji,Jo C J os

ZB; }, resp. Cada linha

1 € I} de B e cada coluna j € Jy de B é definida, resp., por

. . . A
conjuntos de indices de coluna das matrizes [ 0 } e [

b se a;=1 a se bj=1
B; = -b se aq;=-1 e Bj= —a se bj=-1
0 se a; =0. 0 se b;=0.

(=) Suponhamos que M ¢é TU. As matrizes [A a] e [ lb) ] sao submatrizes

de M, a menos de uma multiplicacao por —1 da tltima coluna ou da primeira

linha, resp. Como M é TU, estas duas matrizes sao TU.
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(<) Suponhamos que ambas as matrizes [A a] e D

é TU entao, pelas Propriedades (e) e (f), [A B] também é TU. Pelo Teorema 15
(de Ghouila-Houri), existe uma particio (K; , K; ) de K3 = K N 14, tal que

b } sao TU. Como [A d]

[wo]= > [ABli— ) [AB] (2.25)

i€k €K,
é um vector de zeros, uns e menos uns. Note-se que, atendendo & definicao de

B,v e {—b,0,b}. Agora, como a matriz D é TU, existe uma parti¢ao (K;, K;)
de Ko = K NI tal que

Dw= > [0Dl- Y [0D] (2.26)

13 e €K,

¢ um vector de zeros, uns e menos uns. Denote-se por Irg = {0} U I, o

conjunto de indices de linha da matriz [ ] Como esta matriz é TU, existe

D
uma particao (K;:O, K;) de Ka9 = {0} U K» tal que

[o,z]:igio[g gkigo[g lb)} (2.27)

é um vector de zeros, uns e menos uns. Para o resto da demonstragao precisamos
considerar trés situagoes distintas, consoante o valor de v em (2.25): v = —b,
v=0ewv=> Sewv =0 entao considere-se a partigio (K, K~) de K definida
por

Kt'=K{f UK ¢ K =K{UK;.

Para esta partigao, tem-se que

“ool-2[65)-

icK+ i ek i
= | D [ABLi- Y [ABL|+| Y [0DL- Y [0oD]
ieK €K i€EKS €Ky
= [w0]+[0w] = [uw],

que é um vector de zeros, uns e menos uns.
Se v = b entao hé que considerar dois casos, consoante 0 € K2+ o Ou nao. Se
0 € K3, entdo considere-se a parti¢io (K, K~) de K definida por

KT =K U(Kj,\{0}) e K~ =K; UKy,
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Para esta particao, tem-se que

“o5]-2[0 0]~

ieK+ v deK-

= [ maBi- Y4B+ Y [8 lb)L—Z [8 lb)L ~[0?)

ieKy i€EKT €K, i€K5
= [wi+[02]-[08] = [uz],

que ¢ um vector de zeros, uns e menos uns. Se 0 ¢ Ky, entdo considere-se a
partigao (K+, K~) de K definida por

KT =K[UKj, e K~ =K U(Ky\{0}).

Para esta particao, tem-se que

“lonl-2[00]-

ieK+ €K~

= | Y UBi- Y aBi|+| Y [8 lb)]‘—z [8 lb)} +[0]

ieKy i€K] €K, bieK;,

= —[ubl+[02z]+[0b=[-u -z,

que é um vector de zeros, uns e menos uns. O caso de v = —b é anédlogo ao caso
de v = b. Neste caso os desenvolvimentos anteriores permanecem validos para

KT =K U(Kfy\{0}), K~ =K UKy, se 0€ Kyy;

Tendo analisado todos os casos concluimos, pelo Teorema 15, que M é TU. O

Como uma matriz é TU se e s6 se a sua transposta for TU, também temos a
veracidade do seguinte: Seja M uma matriz de zeros, uns e menos uns, tal que
A 0 }

c D (2.28)

|

para adequadas matrizes A,C e D. Se existe um vector-coluna ¢ e um vector-

linha d ambos nao-nulos e de zeros, uns e menos uns, tais que C = cd, entao,

M & TU se e s6 se [g]e[cD]séoTU.

Corolario 8 Seja M wma matriz de zeros, uns e menos uns tal que

(2.29)

v-[23]

C D
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para adequadas matrizes A, B,C, D. Se existem vectores-coluna a,c e vectores-

linha b,d de zeros, uns e menos uns, tal que B = ab e C' = cd e se ambas as

R R

sao TU para algum e € {—1,1}, entdo M ¢ TU.

matrizes

Prova: Denotemos por I,J os conjuntos dos indices de linha e de coluna da
matriz M, resp. Sejam I, Io C I os conjuntos de indices de linha das matrizes
[A B] e [C Dj, resp., e sejam Jq,J2 C J os conjuntos de indices de coluna das

matrizes [ é ] e [ ZB; }, resp. Cada linha ¢ € I; de B e cada coluna j € Jo de
B é definida por

b se a;=1 a se bj=1
Bi=4¢ b se a;,=—-1 e Bj=¢ —a se bj=-1, (2.31)
0 se a; =0. 0 se b;=0
resp., assim como cada linha i de C' e cada coluna j de C é definida por
d se ¢ =1 c se dj=1
Ci=4q —d se ¢;=—-1 e Cj=1 —c se dj=-1, (2.32)
0 se ¢;=0. 0 se dj=0

resp. Denote-se , ainda, por ) a matriz do lado esquerdo de (2.30) e por Q* a
matriz do lado direito de (2.30). Seja K C I qualquer. Como, por hipotese, Q
e Q" sao TU, entao [A a] e [c D] também o sdo. Pelas Propriedades (e) e (f),
[A B] e [C D] também sdo TU. Pelo Teorema 15 (de Ghouila-Houri), existe uma
particio (K, K;) de K1 = K N I; e uma partigio (K, , K5 ) de Ko = KN I
tal que

[uv]= Y [ABli— > [AB] (2.33)

i€k €K

[w2= > [CDl- Y [CD, (2.34)
i€k, €Ky

sao vectores-linha de zeros, uns e menos uns. Por (2.31) e (2.32), v € {—b,0,b}
e w € {—d,0,d}. Denote-se por I o = I; U{0} o conjunto dos indices de linha
da matriz @), em que a linha 0 ¢ a dltima, e por Iy = {0*} U I3 o conjunto
dos indices de linha da matriz Q*, em que a linha 0* é a primeira. Como,
por hipotese, QQ e Q* sao TU entao, pelo Teorema de Ghouila-Houri, existe
uma partigao (KffO,KiO) de K19 = K; U {0} e uma parti¢do (K;’O,K;’O) de
Ky ={0*} U K, tal que

SRR FRRIED S PRI R

€Ky, €K1,
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R Y P B Of b BECED
€K, ' ieKy, v

s@o vectores-linha de zeros, uns e menos uns. Em particular 6, v, p,w € {0,+1}.

Vamos supo6r, sem perda de generalidade, que 0 € K 10° Se isso nao acontecer,

invertam-se os papeis de K 1+ ge K 10 € isso j& passa a acontecer sem contrariar
o que foi dito antes.

Do mesmo modo, vamos supér que 0 € K2+ o- Caso contrario, inverta-se os

papeis de K;r o € K5 . Por construgio, exactamente um dos elementos de {6, v}

¢ igual a zero e exactamente um dos elementos de {p,w} ¢ igual a zero. Dito de

outro modo, para algum « € {0,e} e para algum § € {0,¢e},

> [Z}—Z [ZL—O (2.37)

€Ky, €K1,

> [f]—z [f]izo. (2.38)

€Ky, v €Ky,

Por (2.31) e (2.32), temos que a coluna j de [ ozi } e a coluna j de [ Bcc’i } sa0

tais que
[Z: se bj =1 ( [g se dj=1
[fb]j: [8 se b =0, [ﬂgL: [8 se dj=0 (2.39)
_[Z: se by =—1 \—[f: se dj=—1

Juntando as observagoes (2.37), (2.38) e (2.39), concluimos que
B B | Bd pd |
Slal-Zlal-e S[E]-S[E] -0 e
€Ky, ' ek, ¢ €K, 'ieKy, !

Por isso,

2 [3 Oi] 2 [izl Ci:i:[UO] (2.41)

Z [ﬁ(;l Ib)]i—'z [%l lb) = [0 z]. (2.42)
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De (2.41),
> [ABli— > [ABli=[u0+[dab=[u+dad) (2.43)
€Ky, ieK,\{0}
e, de (2.42),

Y, [CDli— Y [CDi=[02-[Bdb]=[-pdz—b].  (244)

i€K5,\{0*} €Ky,

Para finalizar, sejam 7 e s o niimero de linhas nao-nulas da matriz B e C, resp.,
isto é, o niimero de componentes nao-nulas de a e ¢, resp. Consideremos quatro
casos: 1) 7 e s s@o ambos pares; ii) r e s sdo ambos impares; iii) r é par e s é
impar; iv) 7 é impar e s é par.

Se estamos no caso i) entdo, de (2.33) e (2.34), v = w = 0 porque r e s sdo
ambos pares (o resultado da soma e subtragdo de um certo ntmero de “+1’s”
tem a mesma paridade que este ntimero). Para a particao (K+, K~) de K, com
KT=K UK e K- = K; UK, , por (2.33) e (2.34), temos que

A B A B
Slenl-Zlen]
= | DoABLi- Y [ABLi|+ | > [€Dli- > [CDl

i€k €K i€EKS €Ky
= [u0]+[0 2] =[uz]

que é um vector de zeros, uns e menos uns.

Suponhamos que estamos no caso ii). Como r e s sao ambos impares, nem
o valor de § em (2.35) nem o valor de w em (2.36) pode ser 0. Por esse facto,
a = 8 = . Consideremos ainda dois casos, consoante ¢ = 1 ou ¢ = —1. Se

e = 1 entdo considere-se a partigao (K+, K~) de K definida por
K™ = K{yUK;\{0"}, K~ =K \{0}UKy,
Para esta partigao,

“1ool-Z105)-

ieK+t voieK—

= | Y w@asi- Y @B+ Y (bi- Y [cD]

ierO i€K1,\{0} ieKQfO\{O*} €Ky,
= [u+db+[-dz—-b=]uz|
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que ¢ um vector de zeros, uns e menos uns. Se € = —1 entdo considere-se a
partigao (K+, K~) de K definida por

KT = K{ UK, K™ = Ko\ {0} UK\ {0}
Para esta particao,

160210 5)-

ieK+ v ojeK—

= | X MABLi- Y ABL|-| > €D~ > [CDl

i€k, €K1 o\{0} i€K$\{0"} €Ky,
= [u+d —b]—[dz—-b=u —z],

que é um vector de zeros, uns e menos uns.
Suponhamos que estamos no caso iii). Como r ¢ par, de (2.35), § = 0. Por
isso, em (2.37), & = 0. Por outro lado, como s é impar w € {—d,d}. Se w =d

entao considere-se a partigao (KT, K~) de K definida por
K =K UK;, K~ =K\ {0} UK.
Para esta particao,

>[o5]-

€K+

= | Y aBi- Y ABi|-| > cDi- Y [CD)

€Ky, i€k, \{0} ik €Ky
= [u+d0]—[dz]=[u — 2],

> 03] -

€K~

que é um vector de zeros, uns e menos uns. Se w = —d entdo considere-se a
parti¢io (K+, K~) de K definida por

K* =K UK, K™ =K\ {0} UK;.

Para esta partigao,

“ool-Z105)-

€K+ v ek~

= | Y aBi- Y @B+ (Y CbLi- > [CDl

€Ky, i€k ,\{0} ik €Ky
= [u+d0]+[-d z] =[u z],
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que ¢ um vector de zeros, uns e menos uns.

Suponhamos que estamos no caso iv). Como r é impar v € {—b,b}. Por
outro lado, como s é par, de (2.36), w = 0. Por isso, em (2.38), 5 =0. Sev=1>
entao considere-se a partigao (KT, K~) de K definida por

KT = K{"U Ky, \ {0}, K~ = K; UK,

Para esta parti¢ao, e de forma andloga ao caso iii),

s[4 5[]

€K+ v ek~

é um vector de zeros, uns e menos uns. Se v = —b entao considere-se a partigdo
(K*,K™) de K definida por

KT =K UK\ {0"}, K =K UKy,

Para esta partigao, e de forma analoga ao caso iii),

A B A B
Z[o D]_Z[O D]
ieK+ ek i

também é um vector de zeros, uns e menos uns. Pelo Teorema de Ghouila-Houri,
M éTU. O

O reciproco do corolario anterior também é verdadeiro. A demonstragao é
ligeiramente complexa. Achamos mais proprio inclui-la na Secgdo 4.2 com o
Teorema 46. Com o lema que apresentamos a seguir, retomaremos o estudo de

outras caracterizagoes de matrizes TU.

Lema 5 Seja A uma matriz quadrada de zeros, uns e menos uns e com deter-
minante em modulo maior do que 2. Entao,

A possui uma submatriz quadrada com determinante igual a £2.

Prova: Denotemos por n a dimensao de A. Consideremos a matriz B = [A I]
com I a matriz identidade de ordem n e seja B* a matriz que se obtém de B
ap6s uma das seguintes operacoes elementares: (a) substituir uma linha pela
sua soma ou subtrac¢ao com outra linha; (b) multiplicar uma coluna por —1; (c)
trocar duas linhas entre si. Estas operagoes elementares preservam o moédulo do
determinante de qualquer submatriz n x n de C. Isto é, se B;j(B%,resp.) é uma
submatriz n x n de B(B*,resp.), indexada pelas colunas J C {1,2,...,2n},
entdo |det(By)| = | det(BY)|.
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Denote-se por B’ a matriz que se obtém de C apos aplicagao sucessiva destas
operagoes e que satisfaz as seguintes propriedades: (I) B’ é uma matriz de zeros,
uns e menos uns; (II) B’ contém todas as n colunas da matriz identidade; (III)
B’ contém o maior ntmero possivel de colunas da matriz identidade entre as
primeiras n, digamos k.

Sem perda de generalidade, a matriz B’ tem o seguinte aspecto:

1y, 0
B=|_-|4a| - (2.45)
0 Infk

para uma certa matriz quadrada A’ de ordem n, e onde Ij, e I,,_; representam
as matrizes identidade de ordem k e n — k, resp.

Seja C' a submatriz de B’ formada pelas primeiras n colunas. Claramente,
| det(C)| = | det(A)| e, por isso, |det(C)| > 2. Em particular, isto implica que
o
comi>k+1len>j>k+1. Sem perda de generalidade, suponhamos que
bgj =1.

Seja b’mj = 1 um qualquer elemento ndo-nulo da coluna j com m # i e

k < n. Como det(C) # 0, existe um elemento +1 na posigao (i, j), digamos b

suponhamos que existe uma coluna [ # j, com k+1 <1 <n+k, tal que b/, e
b}, sao nao-nulos. Se b/, e b, sdo simétricos entao, existe uma submatriz 2 x 2

de B’ que tem o aspecto

1 +1
[ 1 ¥l } '
Se bj,,; = —1 e b, = bj; entdo, de modo anélogo, existe uma submatriz 2 x 2 de
B’ que tem o aspecto
-1 +1
[ 1 41 }

e, de igual modo, se concluiria a existéncia de uma submatriz de B’ com deter-
minante £2. A submatriz de B’ constituida pela coluna 7, coluna [ e colunas
da matriz identidade distintas de e/ ¢ e! tem determinante +2.

Nos restantes casos, é possivel eliminar todos os elementos nao-nulos da
coluna j de B’, a excepgao de b;j, efectuando operagoes elementares do tipo (a)
ou (b) e sem que as matrizes transformadas deixem de ter a propriedade (I), e
destruindo apenas o facto da coluna n 44 ser a coluna e’ da matriz identidade.
No final dessa série de operacoes a j-ésima coluna ficaria e, obtendo-se assim a
propriedade (II). A ordem pela qual as operagoes se efectuam nao tem qualquer
relevancia (tal como na eliminagdo de Gauss). Por isso, obter-se-ia uma matriz
com o aspecto (2.45) com k incrementado de uma unidade. Chegamos a um

absurdo por definicao de k.
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Concluimos que existe pelo menos uma submatriz M’ n x n de B’ com de-
terminante 2. Ent&do as correspondentes colunas de B formam uma matriz
M com determinante £2. Usando a regra de Laplace ao longo de cada uma
das colunas de M que sejam colunas da submatriz I de B, concluimos que
det(M) = +det(A’) em que A’ é uma submatriz de A. Logo, a matriz A tem

uma submatriz com determinante +2. O

Teorema 16 (Teorema de Gomory) Uma matriz A de zeros, uns e menos

uns € Totalmente Unimodular se e so se
nao existe nenhuma submatriz quadrada de A com determinante 2. (2.46)

Prova: (=) Toda a submatriz quadrada de uma matriz TU possui determinante
Zero, um ou Mmenos um.

(<) Se todas as submatrizes quadradas de A tém modulo do determinante
menor do que 2 entdo, como A é uma matriz de inteiros, esse valor s6 pode ser
ser zero, um ou menos um. Entao, A seria TU.

Suponhamos, por absurdo, que existe uma submatriz quadrada B de A com
modulo do determinante maior do que 2. Pelo Lema 5, B possui uma submatriz
quadrada com determinante igual a £2. Logo, A também possui uma submatriz
quadrada com determinante igual a +2, o que contradiz a hipotese (2.46) do

Teorema. O

Corolario 9 Seja e € {—1,1} e considere-se a sequinte matriz de zeros, uns e

[A @ “], (2.47)

menos uns:

b 0 ¢
em que A € uma matriz, a € um vector-coluna e b € um vector-linha, ambos de

dimensao adequada. A matriz (2.47) € TU se e s se ambas as matrizes abairo

sao TU,
A a A a
(4] [4e] a9

Prova: Denotemos por M a matriz em (2.47). Denotemos por M; a matriz do
lado esquerdo de (2.48) e por My a matriz do lado direito.

(=) Como M & TU e My, M, sdo submatrizes de M, entdao M; e My também
sao TU.

(<) Por hipotese, M; e My sao TU. Vamos provar que nao existe nenhuma
submatriz quadrada de M com determinante 2. Pelo Teorema de Gomory
(Teorema 16), M sera TU.
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Seja S uma submatriz quadrada de M. Se S é submatriz de My ou M» entao,
por hipétese e pelo Teorema de Gomory, det(S) # 2. Por isso, suponhamos
que os indices das duas tltimas colunas de M fazem parte dos indices de coluna
de S. Se o indice da tltima linha de M nao faz parte dos indices de linha de S,
entao det(S) # £2, porque é zero. Por isso, suponhamos que o indice da ultima
linha de M faz parte dos indices de linha de S. Entao,

417
b 0 ¢
em que A’ é uma adequada submatriz de A, ¢’ é uma sub-coluna do vector-
coluna a e b’ é uma sub-linha do vector-linha b. Subtraindo & tltima coluna de
S a penultima, vem que
A d

det(S) = det([ ¥o0

0 !
. ]) = t+det([A" d]) # 2,

por hipétese. Em qualquer caso, concluimos que det(S) # £2, o que termina a

demonstragao. O

Como a propriedade de Unimodularidade Total é preservada por troca de
linhas e colunas, a veracidade do Corolario 9 implica também a veracidade do
seguinte (o Corolario 9 e o resultado que vamos expor de seguida, serao usados,
oportunamente, numa outra secgao): Seja ¢ € {—1,1} qualquer e considere-se

uma matriz de zeros, uns e menos uns definida por
e 0 d
2.4
PR (2.49)

em que D é uma matriz, ¢ € um vector-coluna e d é um vector-linha, ambos de

dimensao adequada. Entdo, a matriz (2.49) é TU se e s6 se ambas as matrizes

0 2] o [e 8] 50
sao TU.

Lema 6 Seja B uma matriz de zeros, uns e menos uns, quadrada invertivel com
determinante par. Se nenhuma submatriz propria de B quadrada e invertivel
possut determinante par entdo, a soma dos elementos de cada linha e de cada

coluna de B € par.

Prova: Suponhamos que B é de ordem m. Seja b = det(B)e!, com e! o primeiro
vector da base candnica. Como det(B) # 0, entao a tunica solugao & do sistema
Bx = b é caracterizada pela regra de Cramer por

o det(By)

= —2 ) =1,2,...
Z det(B)’ J ) 4y , N
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com B; uma matriz que resulta de B por substitui¢ao da j-ésima coluna por b.
Aplicando a regra de Laplace na coluna substituida, observamos que det(B;) =

+ det(B). det(Bé-) , com B;- uma submatriz quadrada propria de B, e, por isso,
Tj = idet(B;-).

Como nenhuma submatriz quadrada, invertivel e préopria de B possui deter-
minante par, T é um vector tal que todas as suas componentes nao nulas sao
impares. Nao podem ser todas nulas porque b # 0. Seja Ty o vector constituido
pelas componentes nao-nulas de = e seja By a submatriz de B correspondente

a essas componentes nao nulas. Entao
Bx = Brxr :bEO(mOd 2). (2.51)

Como By tem caracteristica completa por colunas e como a dimensao do espago

das colunas de uma matriz é igual & dimensao do espago da suas linhas, entao

existe uma submatriz Q) de By invertivel tal que QZ; = 0 (mod2). Logo, QZ; = ¢

em que ¢ é um vector com todas as componentes pares. Entao, pela regra de

Cramer, cada componente j de Zj é tal que
/

(Tr); = fi(%), Vi=1,2,... (2.52)

com Q;- a matriz que resulta de @) por substituicdo da j-ésima coluna por %c.

Como (zr); é impar, entdo, por (2.52), det(Q) é par. Como, por hipétese, @
nao pode ser submatriz propria de B entao () = B = B;. Logo, I é o indice de

todas as colunas de B, ou seja, todas as componentes de T sdo impares. Como,

por (2.51),
De Bz = 0 (mod 2) entao, para todo i = 1,2,...,m
Z bi;z; € par (2.53)
J:bi;#0

Como B é uma matriz de zeros, uns e menos uns, entao (2.53) ¢ um somatorio
de parcelas impares. Como este somatoério é par, entao o seu niimero de parcelas
(que é igual ao namero de elementos nao-nulos de B na linha ¢) é par, o que im-
plica que a soma de todos os elementos de qualquer linha de B é par. E 6bvio que
BT satisfaz a hipotese deste Teorema. Logo, a mesma argumentacio aplicada

a BT prova que a soma de todos os elementos de qualquer coluna de B é par. O

Teorema 17 (de Camion I) Uma matriz A de zeros, uns e menos uns €
Totalmente Unimodular se e so se

toda a submatriz nao singular de A tem uma linha com um
numero impar de componentes nao nulas

(2.54)
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Prova:
(=) Seja B = [b;;] uma qualquer submatriz de A com colunas {b1,ba,...,b,}.
Como A é TU entao B também é TU. Pelo Teorema de Ghouila-Houri, existe

uma partigao (U, V) das colunas de B tal que

> b= bj=Bx €{-1,0,1}
jeu JeEV
sendo x um vector cujas componentes x; sao +1se j € U e —1se j € V. Entao,

em cada linha ¢ de Bx, temos

P
(Bx); = Zbijxj = Z bija; € {-1,0,1}
Jj=1 Jibi; 70

e, portanto, (Bx); é a soma de £1’s em nimero igual ao nimero de componentes
nao nulas na linha ¢ de B. Se toda as linhas de B tivessem um ndmero par de
componentes nao nulas entao o vector Bx teria que ser o vector nulo, pois a
soma de um nimero par de +1’s é sempre um nimero par. Mas, entao, B nao
poderia ser invertivel porque x # 0. Concluimos (2.54).

(<) Suponhamos, por absurdo, que A satisfaz (2.54) e nao é TU. Como
A nao é TU, A possui uma submatriz B com |det(B)| > 2. Temos que
det(B) = £2 ou |det(B)| > 2. Se |det(B)| > 2 entdo, pelo Lema 5, B possui
uma submatriz C' quadrada tal que det(C) = +2. Portanto, em qualquer caso,
A possui uma submatriz A’ com determinante par e nao-nulo. Consideremos A’
de ordem minima. Entao A’ satisfaz a hipotese do Lema 6. Logo, a soma de
todos os elementos de qualquer linha de A’ é par e, como A’ é uma matriz de
zeros, uns e menos uns, todas as linhas de A’ tém um ntmero par de compo-

nentes nao-nulas, o que contradiz (2.54). O

Corolario 10 Todas as matrizes com entradas 0,1 e no mdximo 3 linhas e 3

colunas sao Totalmente Unimodulares, a excep¢do da matriz
011
M=]1 01 (2.55)
1 10
e das matrizes que resultam de M por trocas de linhas e/ou colunas.

Prova: E 6bvio que todas as matrizes com entradas 0,1 e com menos que 3
linhas e/ou colunas sdo TU porque todas as matrizes quadradas de ordem 1 ou
2 tém determinante igual a 0, +1. Consideremos uma matriz A quadrada com

entradas 0,1 e ordem 3. E 6bvio que as submatrizes proprias nao-singulares
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de A verificam (2.54). Logo, pelo Teorema 17, A é TU se e s6 se, sendo A
nao-singular, A tem uma linha com um nimero impar de uns ou, dito de forma
equivalente, A nao é TU se e s6 se A é ndo-singular e todas as linhas de A tém
um numero par (0 ou 2) de uns. Se alguma das linhas de A tem 0 uns, ou seja,
se alguma das linhas de A é a linha-nula, entdo A é singular. Logo,
A néo é TU se e s6 se A é nao-singular e (2.56)
todas as linhas de A tém 2 uns.
Se houverem linhas repetidas, entdo A é singular. Logo, a tnica “candidata” a
matriz ndo TU é, a menos de trocas de linhas e/ou colunas, a matriz de M de
(2.55). Como det(M) = 2, entdo M & nao-singular e, por (2.56), M nao ¢ TU. O

Teorema 18 (de Camion II) Uma matriz A de zeros, uns e menos uns €
Totalmente Unimodular se e so se
para toda a submatriz quadrada de A cuja soma dos elemen-

tos de cada linha e de cada coluna € par, a soma de todos os (2.57)
elementos dessa submatriz € divisivel por quatro.

Prova: (=) Seja B = [b;j] uma submatriz p x p de A cuja soma dos elementos
de cada linha e de cada coluna é par. Como A é TU entao B também é TU.
Logo, pelo Teorema de Ghouila-Houri, existe uma parti¢ao (U, V) das colunas
de B tal que

p

=Y b= Y b =Y by —2) by € {101} (k=12....p).
jeu jev j=1 jev

Como Z§:1 by; € par, concluimos que vy é par. Por isso, v = 0 ou, de modo

equivalente,

D b= by (k=1,2,...,p). (2.58)

jeU jev

Sejam

p p
0’1:ZZbkj (§ UQZZZbkj.

jeU k=1 JeV k=1
Entao, por (2.58),
P P
=3 (Sn) =3 (S -
k=1 \jeU k=1 \jev

Além disso, como Y ¥_; byj € um namero par, o1 e o2 sido ambos pares e, por-

tanto, 01 = 09 = 27, para algum inteiro r. Entao, a soma de todos os elementos
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de B, que é igual a o1 + 09 = 4r, é um maltiplo de 4. Portanto, concluimos
(2.57).

(<) Vamos mostrar através do principio de indugdo matemética que (2.57)
= (2.46) no conjunto de todas as matrizes de zeros, uns e menos uns. Assim
sendo, uma matriz A de zeros, uns e menos uns, que satisfaz (2.57), também
satisfaz (2.46). Pelo Teorema de Gomory essa matriz A é TU, o que permite
concluir a demonstragao.

Seja {—1,0,1}™*™ o conjunto de todas as matrizes de zeros, uns e menos
uns com m linhas e n colunas. Entdo, A € {—1,0,1}'*! significa que A é um
escalar a € {—1,0, 1}. Neste caso, as proposigoes (2.57) e (2.46) sao trivialmente
verdadeiras. Por isso, (2.57) = (2.46) no conjunto das matrizes {—1,0,1}1*1.

Sejam m,n > 1 com m + n > 2, quaisquer. Supondo que (2.57) = (2.46)
para qualquer matriz de {—1,0, l}le, comk <m,l<nek+!l<m+n, vamos
provar que também (2.57) = (2.46) para qualquer matriz de {—1,0,1}"™*".

Suponhamos, por absurdo, que existe uma matriz A € {—1,0,1}*" que
satisfaz (2.57) e nao satisfaz (2.46). Como A = [a;;], i =1,...,m,j=1,...,n,
nao satisfaz (2.46), existe uma submatriz quadrada A’ de A com determinante
+2. Uma vez que A satisfaz (2.57), é 6bvio que A’ também satisfaz (2.57). Se
A nao ¢é quadrada ou o seu determinante nao é 42, entao A’ é uma submatriz
propria de A que satisfaz (2.57) e nao satisfaz (2.46). Pela hipotese de indugao,
isto é absurdo.

Por isso, suponhamos que A é quadrada e det(A) = +2. Por hipotese de
inducao, as submatrizes proprias de A que satisfazem (2.57) também satisfazem
(2.46). Pelo Teorema de Gomory, essas submatrizes sao TU. Logo, A satisfaz a
hipo6tese do Lema 6 e, portanto, o vector constituido pela soma dos elementos
de cada linha de A, que é igual a Al, e o vector constituido pela soma dos
elementos de cada coluna de A, que é igual a 17 A4, sendo 1 um vector-coluna de
tudo uns, sao ambos vectores com componentes pares.

Seja B = [b;;] a matriz que se obtém de A retirando-lhe a primeira linha e
suponhamos que B tem p colunas. Por hipétese de indugao, B é TU e, pelo
Teorema de Ghouila-Houri, existe um vector x com entradas +1 tal que Bz é

um vector de zeros, uns e menos uns. Para toda a componente ¢ de Bx, tem-se
P P
(BJ,’)Z = Zbijx]‘ = Z bij — Z bij = Zbij -2 Z bij. (2.59)
j=1 jraj=1 jraj=—1 j=1 jraj=—1

Como (Bz); € {~1,0,1} e como Y 7_, b;; & par, entao (Bx); & par, o que implica
que Bx = 0. Seja [ a primeira linha de A . Entéao

D AR I
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para algum « inteiro. Seja A’ a matriz que se obtém de A retirando-lhe a

primeira coluna e sejam C' e D as matrizes definidas por

Como C é triangular inferior e x é um vector de uns e menos uns, det(C) = £1.

Usando a regra de Laplace, concluimos que
det(D) = . det(A”) (2.61)

sendo A” a submatriz que se obtém de A’ por eliminagao da primeira linha.
Como A’, por hipotese de indugao, é TU, entao det(A”) € {0,+1}. Por outro
lado, como AC = D entao (2.61) fica

(£2).(£1) = a. det(A4”).
Concluimos que o € {—2,2}. A soma de todos os elementos de A ¢ igual a
1TA1 =1TA(1 — 2) +17 Az, (2.62)

Ja vimos que o vector 1T A é um vector de componentes pares. Como o vector
1 — o tem componentes apenas iguais a 0 ou 2, concluimos que 17 A(1 — z) =
0(mod 4). Como 17 Az = a = +2 entdo, por (2.62) 17 A1 = 2(mod 4), ou seja,
> iny =1 @ij =2 (mod4 ), o que contradiz (2.57). 0

Na secgao 2.2 definimos matriz-ciclo como uma matriz de zeros, uns e menos
uns que contém exactamente duas entradas nao-nulas por linha e por coluna mas
tal que nenhuma sua submatriz prépria tem esta propriedade. Obviamente, a
soma de todas as entradas n@o-nulas de uma matriz-ciclo ¢ 0 (mod 4) ou 2
(mod 4). Dir-se-a equilibrada no primeiro caso e desiquilibrada no segundo

Ccaso.

Corolario 11 Seja A uma matriz-ciclo. Entdo, A é TU se e s6 se A € uma

matriz-ciclo equilibrada.

Prova: Seja § o somatorio de todos os elementos nao-nulos da matriz A. Vamos
mostrar que (2.57) verifica-se para A se e s6 se A é uma matriz-ciclo equilibrada.
Seja A’ uma submatriz quadrada propria de A cuja soma dos elementos nao-
nulos de cada linha e de cada coluna é par. Pela Proposicao 3, A’ ¢ TU e, por

isso, (2.57) verifica-se para A’. Em particular, a soma de todos os elementos
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nao-nulos de A’ ¢ divisivel por quatro (independentemente do valor de §). Por
isso, (2.57) verifica-se para A (que, em particular ¢ uma submatriz quadrada
de A cuja soma dos elementos nao-nulos de cada linha e de cada coluna é par
- por ser matriz-ciclo) se e s6 se a soma de todos os seus elementos nao-nulos é

divisivel por quatro, isto é, se e s6 se A é uma matriz-ciclo equilibrada. |

Pela Proposicao 2 e pelo Corolario 11, as seguintes matrizes

o 0 1 0 -1
-1 0 1 1_(1)8_(1) -1 0 0 1 0
L =1 0|, |y {41 ol [-1 1 0 0 0
0 1 -1 0 01 1 0 0 0 -1 -1
0 -1 -1 0 0

sao TU por serem matrizes-ciclo equilibradas.

Corolario 12 Seja A uma matriz-ciclo e § o somatdrio de todas as suas en-

tradas nao-nulas. Entdo,

_ 0 se 0=0(mod4)
det(4) = { +2 se §=2(mod4)

Prova: Suponhamos que 6 = 0 (mod 4). Pelo Corolario 11, A é TU e pela

(2.63)

Proposigao 4, det(A) = 0. Suponhamos que 6 = 2 (mod 4). Pelo Corolario
11, A nao é TU. Pela Proposigao 3, det(A) ¢ {0,£1} e pela Proposigao 4,
det(A) = £2. O

Existe uma generalizagao do conceito de matriz Totalmente Unimodular que
é o conceito de matriz Equilibrada. Uma matriz de zeros, uns e menos uns diz-
se Equilibrada se para toda a sua submatriz quadrada com exactamente duas
entradas nao nulas por linha e por coluna, a soma de todos os elementos dessa
submatriz é divisivel por 4. Dito de outro modo, uma matriz de zeros, uns
e menos uns, é Equilibrada se e s6 se nao contém qualquer submatriz que seja
uma matriz-ciclo desiquilibrada. Qualquer matriz de zeros, uns e menos uns que
nao seja Equilibrada dir-se-4 naturalmente, Desiquilibrada. Pelo Teorema de
Camion II, toda a matriz Totalmente Unimodular é uma matriz Equilibrada. Tal
como as matrizes Totalmente Unimodulares, as matrizes Equilibradas também
sao muito importantes em Programacao Linear mas o seu estudo sai fora do
ambito deste trabalho.

Teorema 19 Uma matriz A de inteiros € Totalmente Unimodular se e sd se
para todos os vectores inteiros b, y, e para todo natural k, tal que y > 0 e
Ay < kb, existem vectores inteiros x1,xa,...,x, em {x: Az < b, x > 0} tal

que y =x1 + T2+ ... + T
(2.64)
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Prova: (<) Pelo Teorema 13 de Hoffman e Kruskal, A ¢ TU se e s6 se para
todo o vector inteiro b o poliedro P = {z: Az < b, z > 0} tem todos os seus
pontos extremos inteiros. Uma vez que P tem pontos extremos é esta tultima
afirmacao que vamos mostrar.

Seja xg um ponto extremo nao inteiro de P. Como A e b sdo inteiros, xg €
um vector racional. Seja k o m.m.c dos denominadores das componentes de x.

Entao, y = kxg é um vector inteiro que satisfaz y > 0 e Ay < kb. Por hipotese,

existem vectores inteiros x1,xs,...,x de P tal que y = x1 + 22 + ... + k.
Entao
1 1 1
xTo = %.%'1 -+ %CCQ + ...+ %:L'k (2.65)
Se os vectores x1, X2, ...,T, sdo todos iguais entdo xg = x1 = T2 = ... = Tp.

Portanto, x( é inteiro, o que é absurdo. Caso contrario, (2.65) significa que xg
se escreve como combinagao convexa de dois ou mais pontos distintos de P, o
que também é absurdo porque xy é ponto extremo de P.

(=) Seja A uma matriz TU. Mostramos por indugdo matematica que, para
todo o inteiro k > 1, o seguinte se verifica
Para todo b,y inteiros tais que y > 0 e Ay < kb existem vectores inteiros

x1,22,..., 2, de P={xz: Az <b, £ >0} tal que y = &1 + x2 + ... + x.
(2.66)

Se k = 1, entao (2.66) verifica-se trivialmente com z; = y. Suponhamos que
(2.66) é verdade para algum k£ —1 > 1. Vamos mostrar que (2.66) também é
verdade para k. Sejam b,y inteiros tais que y > 0 e Ay < kb. Consideremos o
poliedro

Q={z: 0<z<y, Ay—(k—1)b< Az <b}.

Primeiro, mostramos que @) é nao-vazio mostrando que y/k € Q. Claramente,
0<y/k <ye, como Ay < kb, A(y/k) <b. Além disso,

1 k—1
Alzy) = Ay — ——Ay > Ay — (k —1)b

Portanto, pelo Teorema 14 (corolario do Teorema de Hoffman e Kruskal), todos
os pontos extremos de () sao inteiros. Seja xp um qualquer ponto extremo de

Q. Para y/ =y — xy, tem-se y’ > 0 porque z; € Q. Além disso,
Ay = Ay — Az < (k — 1)b.

Pela hipétese de inducao, existem vectores inteiros 1, zs,...,rr_1 de P tal que
Yy =x1+2o+...+x)_1, € portanto, y = x1 +x2+...+x. Comox, € Q C P
e é inteiro, concluimos a veracidade de (2.66) para k. Pelo método de indugao

matematica concluimos a veracidade de (2.66) para qualquer k. O
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Teorema 20 Uma matriz A com entradas 0,+1 é Totalmente Unimodular se e
s0 se para cada submatriz nao-singular B e para cada vector-linha y nao nulo

com componentes 0,11, o m.d.c das componentes do vector-linha yB € 1.

Prova: (=) Seja B uma submatriz ndo-singular de A e y um vector-linha nao

nulo de zeros, uns e menos uns. Como A é TU entdo det(B) = £1. Por isso,

1

B~ =
det(B)

adj(B) = +adj(B)

e como A é uma matriz inteira entdo B~! também é uma matriz inteira. Seja
k o m.d.c. das componentes do vector-linha yB. Entao (yB)/k ¢ inteiro e,
portanto, também y/k = (yB/k)B~! ¢ um vector-linha inteiro, o que implica
que k= 1.

(<) Seja B uma submatriz ndo-singular de A. Por hipotese, o m.d.c. das
componentes do vector-linha 1B é igual a 1. Por isso, existe pelo menos uma
das componentes de 1B que é impar. Como cada componente de 1B representa
o somatorio das componentes de uma coluna de B, entao concluimos que existe
pelo menos uma coluna ¢ de B cuja soma das suas componentes nao-nulas é
impar. Mas como ¢ tem apenas componentes nao-nulas =1 entdo o niimero de
componentes nao-nulas de ¢ é impar (ou par) se e s6 se o nimero de parcelas
desse somatorio for impar (ou par), resp. Pelo Teorema 17 (de Camion I) con-

cluimos que A é TU. O
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Capitulo 3

Aplicacoes da Unimodularidade
Total

Neste capitulo veremos diversas aplicacoes da Unimodularidade Total relacionadas
com problemas de optimizagdo em grafos.

Comegamos por mostrar, na Sec¢ao 3.1, que a matriz de incidéncia vértice-
aresta de um grafo nao dirigido é TU se e s6 se o grafo é bipartido. Na Seccao
3.2, mostraremos ainda que a matriz de incidéncia vértice-arco de um grafo di-
rigido é TU. Consideraremos ainda a matriz que decorre daquelas matrizes de
incidéncia por acréscimo de uma linha de tudo-uns e veremos em que casos a
matriz permanece TU. A analise desta sec¢ao sugere uma demonstragao alter-
nativa para os bem conhecidos Teorema do Fluxo Maximo-Corte Minimo, que
abordaremos na Seccao 3.2, e Teorema de Konig, que abordaremos na Secgao
3.1.

Dado um grafo dirigido G = (V, E) onde a cada arco (i,j) € E é associado
um escalar h;; > 0 nao-negativo denominado capacidade desse arco, e desta-
cando dois vértices s,t € V, o problema do fluxo maximo de s para ¢ é um
problema de optimizacao linear, cuja variavel é um vector tal que cada compo-
nente é associada a um arco de G, e que consiste, de acordo com a defini¢ao
de fluxo, em obter uma solu¢do num adequado sistema de igualdades (sao as
igualdades de conservagao de fluxo em cada vértice) e desigualdades (sdo as
restrigoes de nao-negatividade e de capacidade h;; de cada componente da var-
iavel) que torne maximo o valor do ezcesso de fluzo do vértice t. Como a matriz
de incidéncia vértice-arco de G' ¢ Totalmente Unimodular, se as capacidades h;;
dos arcos forem valores inteiros entao, este problema, bem como o seu dual, pos-
suem ambos solugdes 6ptimas inteiras sempre que o respectivo valor éptimo for
finito. Alids, o problema dual é a formulagao de um problema de optimizagao
combinatoéria, que é a determinagao da capacidade minima de um corte (s — t)

de G. A dualidade forte entre estes dois problemas é que é o Teorema do Fluxo

69
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Maximo-Corte Minimo. Este teorema é importante sobretudo pela quantidade
de resultados que dele derivam e porque muitos problemas, formulados ade-
quadamente, sdo problemas de determinacdo de um fluxo méximo. Veremos,
nao exaustivamente, algumas aplicagoes deste Teorema. Uma bem conhecida e
contida nesta secgao é o Teorema de Menger para grafos dirigidos.

Um exemplo relevante de matrizes Totalmente Unimodulares é o das ma-
trizes de rede. Dado um grafo dirigido G = (V,E) e uma arvore dirigida
T = (V, Ep), cada coluna de uma matriz de rede estd associado a um arco
(v,w) € E pois é o vector de incidéncia (nos arcos percorridos) do caminho
dirigido de v para w na arvore dirigida. Toda a matriz de rede ¢ TU mas nem
toda a matriz TU é de rede. Dois exemplos de matrizes TU que nao sao de rede

sao0 as matrizes 5 X 5

1 -1 0 0 -1 11111
1 1 -1 0 0 11100
0 -1 1 -1 0], 10110 (3.1)
0 0 -1 1 -1 1001 1
-1 0 0 -1 1 1100 1

Seymour (Seymour, 1980) (ver também (Seymour, 1985)) mostrou que, toda
a matriz TU pode ser obtida a partir de matrizes de rede e as duas matrizes
(3.1) através de trés operagoes que preservam Unimodularidade Total — tal
como veremos no Capitulo 4. Na Seccao 3.3 veremos algumas das propriedades
das matrizes de rede. Por exemplo, a mais notével é a de que uma matriz
de rede continua de rede apds pivotagao. Essas propriedades serdo tuteis para
demonstrar que toda a matriz de rede é Totalmente Unimodular. Veremos ainda
uma outra caracterizacao das matrizes de rede.

Na Secgao 3.4, definiremos e estudaremos as matrizes de incidéncia de cortes
nos dois sentidos e também em apenas um sentido. Nem todas estas matrizes
sao Totalmente Unimodulares mas veremos que existe uma classe de matrizes
de cada tipo (cortes num ou nos dois sentidos) constituidas ambas apenas por
matrizes Totalmente Unimodulares. No caso das matrizes de cortes nos dois
sentidos, a classe exibida é precisamente o conjunto das matrizes de rede. Por
fim, no Teorema 36, daremos um exemplo de uma classe de matrizes Totalmente
Unimodulares fora do contexto da Teoria de Grafos, mas que tem a ver com
pares laminares (U, F) (U é um conjunto finito nao vazio e F uma familia de

subconjuntos de U).
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3.1 Matrizes de incidéncia de grafos nao-dirigidos

Teorema 21 A maitriz de incidéncia vértice-aresta de um grafo nao dirigido

G = (V,E) € Totalmente Unimodular se e sé se G € bipartido.

Prova: (<) Suponhamos que G é bipartido e {V1, V,} é a respectiva bipartigao
dos vértices. Vamos mostrar que toda a colec¢do de linhas de A se pode par-
ticionar em duas partes tal que a soma das linhas de uma parte menos a soma
das linhas da outra parte é um vector de zeros, uns e menos uns. Atendendo a
(2.19), fica demonstrado que a matriz AT ¢ TU, o que implica que também A &
TU.

No que se segue usamos indistintamente indices de linha e indices de vértices.
Seja L C V uma qualquer colecgao de linhas de A eseja L1 = LNVie Ly = LN
V5. Como G é bipartido, cada aresta e € E tem exactamente uma extremidade
em Vj e a outra em V5. Como L1 C Vi e Ly C Vs,

> aic€{0,1}, > ai € {0,1},
ieLy i€Lo
para todo e € E. Por isso, Y ;1. Gie — Y i, Gie € {—1,0,1}, para todo e € E,
como pretendiamos demonstrar.
(=) Suponhamos que A é TU. Atendendo a (2.19), o conjunto de todas as
linhas de A pode particionar-se em duas partes, diga-se V7 e Vo, tal que a soma
das linhas de V4 menos a soma das linhas de V5 é um vector de zeros, uns e

menos uns. Por outro lado, atendendo & definicdo de matriz de incidéncia,

Z Qje — Z Qie € {_27072}7

A%} i€Va

para cada e € E. Por isso, D . cy; @ie — D ey, @ie = 0, para cada e € E. Isto
significa que toda a aresta e € F tem uma extremidade em V] e a outra extrem-

idade em V5. Concluimos que G é bipartido. O

Num grafo G = (V, E), um coclique é um conjunto de vértices dois a dois
nao adjacentes; uma cobertura por arestas é um conjunto de arestas incidentes
em todos os vértices de G. O préximo resultado é conhecido como o Teorema

de Konig para coberturas.

Teorema 22 Num grafo bipartido G = (V, E), a cardinalidade mdzima de um

coclique de G € igual & cardinalidade minima de uma cobertura por arestas de

G.
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Prova: Um vector(-linha) y € {0,1}" é vector caracteristico de um coclique de
G se e s6se yA < 1, sendo A a matriz de incidéncia vértice-aresta de G. Por
isso, a cardinalidade méaxima de um coclique de G é o valor 6ptimo do seguinte

problema de optimizacao
max{yl: yA <1,y > 0,y inteiro }. (3.2)

Um vector(-coluna) z € {0,1}¥ & vector caracteristico de uma cobertura por
arestas de G se e s6 se Ax > 1. Por isso, a cardinalidade minima de uma

cobertura por arestas de G é o valor 6ptimo do seguinte problema de optimizagao
min{lz: Az > 1,z > 0, inteiro }. (3.3)

Pelo Teorema 21, a matriz A é TU. Decorre de aplicarmos o Teorema 12 e
Corolério 2 aos problemas de optimizagao (3.2) e (3.3) a verifica¢do de que am-

bos possuem o mesmo valor éptimo. O

Num grafo G = (V, E), um emparelhamento é um conjunto de arestas dois
a dois nao incidentes num mesmo vértice; uma cobertura por vértices é um
conjunto de vértices no qual todas as arestas tém alguma extremidade. No
préximo resultado, conhecido como Teorema de Konig para emparelhamentos,

a prova é idéntica a demonstracao do teorema anterior.

Teorema 23 Num grafo bipartido G = (V, E), a cardinalidade mdzima de um
emparelhamento de G € igual & cardinalidade minima de uma cobertura por

vértices de G.

Dado um grafo bipartido G = (V1, Va, E') com pesos nas arestas considere-se
o problema de determinar o emparelhamento de peso minimo. Este problema

pode ser formulado por

min cx

sa Ax<b
z>0 (34)
T EL"

sendo A a matriz de incidéncia vértice-aresta de G e b um vector de tudo-uns.
Pelo Teorema 21, A é uma matriz TU e, pelo Teorema de Hoffman-Kruskal,

todos os pontos extremos do poliedro
{r e R": Az < b,x > 0}, (3.5)

sao inteiros, ou seja, sao vectores caracteristicos de emparelhamentos em G. Por

isso, no problema (3.4), o valor 6ptimo nao se altera se substituirmos a restrigao
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“x e Z™ por“ x e R™. Assim, uma solugdo 6ptima para ambos os problemas
pode ser obtida com o método de Simplex resolvendo o problema (3.4) mas com
a relaxacao “xz € R™”.

Agora, consideremos uma restri¢do adicional no nimero de arestas do em-
parelhamento. Pretende-se encontrar o emparelhamento de peso minimo com
pelo menos k arestas. Este problema pode ser formulado acrescentando ao prob-

lema (3.4) a restrigdo “ex > k', onde e denota um vector-linha de tudo-uns,

isto é,
min cx
s.a Az <b
ex >k | (3.6)
x>0
ez

em que A é a matriz de incidéncia vértice-aresta do grafo bipartido G. Vamos

mostrar que a matriz A" definida por

A’:[ A], (3.7)

—€

é TU. Isso implicaré, pelo Teorema de Hoffman e Kruskal, que todos os pontos

extremos do poliedro

P={zeR": Az <bex > k,x >0} ={z e R": Az <V x>0}, (3.8)

e[ 2] e

sao inteiros e, como é facil de ver, sdo vectores caracteristicos de emparelhamen-

com

tos de G com pelo menos k arestas.

Seja B uma qualquer submatriz p X p quadrada invertivel de A’. Vamos
mostrar que B possui uma coluna ou uma linha com um nimero impar de
elementos nao-nulos. Pelo Teorema de Camion I, A’ é TU.

Se B também ¢é submatriz de A, entao todas as suas colunas tém no maximo
dois uns. Se nao existisse pelo menos uma coluna de B com um ntmero impar
de elementos nao-nulos entao B seria singular pois somando as linhas associadas
aos vértices de Vj e subtraindo as restantes todas obteriamos o vector nulo.

Se B nao é submatriz de A, entdo a ultima linha de B esta contida na ultima
linha de A’. Se B ¢é de ordem impar, existe uma linha de B (a tltima) com um
niimero impar de componentes nao nulas. Se B é de ordem par, consideremos
a submatriz B’ de B de dimensao (p — 1) X p que se obtém retirando de B a
altima linha. Suponhamos que todas as colunas de B’ tém exactamente uma

componente igual a um. Entao, B’ contém n uns. Neste caso B é singular
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pois a soma das primeiras linhas de B é igual ao simétrico da ultima linha de
B. Portanto, existe pelo menos uma coluna de B’ com 0 ou 2 uns. Entao, a
correspondente coluna de B contém 1 ou 3 componentes nao-nulas.

Concluimos que qualquer submatriz quadrada invertivel de A’ contém pelo
menos uma coluna com um nimero impar de componentes nao-nulas.

Assim, no problema (3.6), o valor 6ptimo nao se altera se substituirmos a
restri¢ao “xz € Z™”, por “x € R™, pois algum dos vértices do poliedro (3.8) ¢é
solu¢do 6ptima (inteira) deste novo problema. Por isso, uma solu¢ao 6ptima
para ambos os problemas pode ser obtida computacionalmente com o método

de Simplex, resolvendo o problema (3.6) mas com a relaxacao “z € R™.

3.2 Matrizes de incidéncia de grafos dirigidos

Seja G = (V, E) um grafo dirigido com m vértices e n arcos do qual destacamos
dois vértices s,t € V distintos. Consideremos que a cada arco (i,7) € E esta
associado um escalar h;; > 0 denominado capacidade do arco (i, j). Um fluzo de
s para t é o niimero real v tal que para alguma afectagao de valores as variaveis

zij, (1,7) € E, o seguinte sistema de igualdades e desigualdades é admissivel

es(r) = v, (3.9)
e(z) = 0 (GeV\{st)), (3.10)
el(z) = —v, (3.11)

0< Tij < hij ((Z,j) S E) (3.12)

onde e;(z) denota o excesso de fluro do vértice i € V', definido por

ez(m) = Z Zji — Z Tij = —A[i]x, (3.13)

(7,1)€67(4) (4,5)€57%(3)
onde A[i] denota a i-ésima linha da matriz de incidéncia vértice-arco do grafo G.
As restrigoes (3.10) s@o conhecidas por restrigoes de conservagao de fluxo pois
impoem que o fluzo que entra em i € igual ao fluxo que sai de i seja verdade

para todo o vértice i # s,t - relagdo também conhecida por lei de Kirchoff.

Note-se que qualquer x que satisfaga (3.10) satisfaz também (3.9) e (3.11) pois

es(@)+ Y elw)telz)=> elr) =) (—Aliz) = - (Z A[i]) z=0.
1€V \{s,t} % 1% %
O problema do fluxo méximo de s para t consiste em obter x que torne maximo

o valor de e;(z). Matematicamente, consiste em maximizar a fungao linear e;(z)

sujeita as restrigoes (3.10) e (3.12). Assumindo, sem perda de generalidade, que
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existe o arco (t,s) € F com capacidade h;s = 400 entdo o problema do fluxo
méximo de s para t pode formular-se de uma forma mais compacta como o

seguinte problema linear

f(s,t) = maximizar cx
sujeitoa Az =0 (3.14)
0<z<h

sendo ¢ € R™ um vector com componentes todas nulas excepto c;s = 1. O dual

de (3.14) é o seguinte problema linear

minimizar wh
sujeitoa  uA4+w>c p = (3.15)
w >0
minimizar Z(i’j)eE hijwi;
sujeito a  u; —u; +wi; >0 ((4,5) € E\{(t,s)})
U — ug > 1
wi; >0 ((i,5) € E)

Atendendo a que a matriz A ¢ TU (pelo Corolario 5), se h for um vector de
ndmeros inteiros entao ambos os problemas (3.14) e (3.15) possuem solugoes 6p-
timas inteiras sempre que o respectivo valor 6ptimo for finito (conforme Teorema
3 deste trabalho).

O proximo teorema, de Ford e Fulkerson, apresenta um resultado de du-
alidade forte entre o problema do fluxo méximo e um conhecido problema de
optimizac¢ao combinatoria. Um corte-(s —t) de G é um conjunto de arcos de G
que se removidos fazem com que deixe de existir um caminho (orientado) de s
para t. A capacidade de um corte é a soma das capacidades h;; dos arcos que

0 compoemn.

Teorema 24 (Teorema do Fluxo Maximo-Corte Minimo) Num grafo di-
rigido G = (V, E) no qual, a cada arco (i,j), estd associado uma capacidade
nao-negativa hij, o fluro mdzimo de s parat, com s,t € V, € igual a capacidade

minima de um corte-(s —t) de G.

Prova: Primeiro, observamos que no problema do corte-(s — t) de capacidade
minima existe uma solugio 6ptima que é da forma 67 (S) para algum S C V tal
que s € SeteV\S. Isto é consequéncia do facto de que h;; > 0, para todo

(,7). Por isso, o teorema fica demonstrado se provarmos

f(s,t) = minimizar Z hij
(i,5) €01 (S) (3.16)
sujeito a s€S,teV\S.
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Como a matriz A é TU e ¢ é um vector de ntimeros inteiros entdo existe uma
solugao 6ptima (&, w) para o dual (3.15) que ¢ inteira. Seja S = {j € V: 1; < 1is}.
Note-se que s € S et € V\ S porque u; > 1+ i, e uj — u; > 1, para todo
i€S,j€V\S, porque % é um vector inteiro. Entdo,

Flst)= Y hiywyg > Y hgmi > > hy (=) > Y h,

(iJ)EE (i,)€67(S) (i,5)€6%(S) (1.)€67(S)
onde, a primeira desigualdade decorre de w > 0 e h > 0; a segunda desigual-
dade decorre da admissibilidade de (@, w); e, a terceira desigualdade decorre da
definicdo de S. Por isso, o fluxo méaximo de s para t é maior ou igual do que o
valor 6ptimo de (3.16).

O valor 6ptimo de (3.16) ¢ um valor finito alcangado em algum conjunto
S C V. Defina-se um vector (#,w) do seguinte modo
_— 0 sejes, o — 0 se(i,j) € E\d6*(S),

Tl sejeV\S, Y1 se (i,4) € 6T(9).

O vector (@, w) é admissivel para o dual (3.15) porque, para todo (i,j) € E \
(t,s), tem-se

ies, jesS = U-tjt+wy; =0-0+0 =0

1€ S, - jEY\S = U — Uj + Wy =0—-1+1 =0

iEV\g, jes = u—u;+wy; =1-0+0 =1

ieV\S, jeV\S = w—uj+w; =1-140 =0,
e i —ug = 1— 0= 1. Para além disso,
D = ) hidy
(i,4)€6+(S5) (i.j)eE
pelo que concluimos que o valor 6ptimo de (3.16) é maior ou igual do que o

valor 6ptimo de (3.15), que é igual ao fluxo méaximo de s para t. O

Pelo Teorema 24, o problema linear (3.15) é uma formulagao algébrica do

problema do corte s — t de capacidade minima com o mesmo valor éptimo.

Corolario 13 (Teorema de Menger para grafos dirigidos) Num grafo
dirigido G = (V,E), o ndmero de caminhos de s para t disjuntos nos arcos
atravessados, com s,t € V distintos, € igual ao menor nimero de arcos que se

retirados de G faz com que deize de existir caminho de s para t.

Prova: Assumindo, sem perda de generalidade, que a aresta (¢, s) € E, comegamos
por mostrar que (3.14) com h um vector com componentes todas iguais a 1 ex-
cepto h;s = +00 é uma formulacao para o problema de determinar o ntimero de

caminhos de s para t disjuntos nos arcos atravessados.
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Sejam {p!,p?,...,p?} o conjunto de todos os caminhos de s para t disjuntos
nos arcos atravessados e seja T € {0,1}"™ o vector caracteristico dos caminhos.
Entdo, T é admissivel e 6ptimo em (3.14). E admissivel devido & conservacio de
fluxo nos vértices. E 6ptimo porque se néo o fosse entdo, atendendo a que h é
inteiro, existiria uma solugao inteira melhor do que Z. Uma tal solugao inteira
teria que ser um vector caracteristico de caminhos de s para ¢ e chegariamos a
um absurdo porque nao existem mais do que ¢ caminhos de s para t disjuntos
nos arcos atravessados.

Agora, pelo Teorema do Fluxo Maximo-Corte Minimo,

¢ = minimizar |67 (S)]

sujeitoa se€S,teV\S. (3.17)

cuja solugao 6ptima identifica o menor nimero de arcos que removidos de G faz

com que deixe de existir caminho de s para t. O

Corolario 14 (Teorema do Fluxo Maximo-Corte Minimo Global) Seja
G = (V, E) um grafo dirigido no qual, a cada arco, estd associado uma capaci-

dade h;; nao-negativa. Entao,

minimizar  f(s,t) } ) menemzar Z hij

ni . 3.18)
; R (1)€5+(S) (
sujeito a  s,t € V,s # sujeitoa S CV,S#10

Em que f(s,t) denota o fluzo em G do vértice s para o vértice t.

Prova: Pelo Teorema do Fluxo Méaximo-Corte Minimo,

min Z hij
min f(s,t) } _ ) min (i.5)€6+(S) (3.19)
sa s, teV,s#t sa se€S, teV\S '
sa steV,s#t

cuja igualdade coincide com (3.18) O

O problema da direita em (3.18) consiste na identificagao de um subconjunto
minimal de arcos cuja remogao do grafo G faz com que deixe de existir caminho
de um conjunto de vértices para o seu complementar em V', e que minimiza a
soma das capacidades dos arcos que o constituem. Por esse facto, esse problema

é designado por corte global de capacidade minima.

Seja G = (V, E) um digrafo com distancias ¢;; em cada arco (4, j). Consid-

eremos o problema de determinar o trilho mais curto de um vértice s para um
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vértice t. Este problema pode formular-se do seguinte modo:

min cx min cx

saa Ax=25b sa Azxz<V
0<z<1 x>0 (3.20)
rezZ” ez

em que A é a matriz de incidéncia vértice-arco do digrafo G, b é um vector de

tudo-zeros, excepto by = —by =1, e
A b
A= -A|, b= -b
1 1

Pelo Corolario 5, a matriz A ¢ Totalmente Unimodular pelo que A’ também o
é. Por isso, pelo Teorema de Hoffman-Kruskal, podemos substituir a restricao
“x € Z™, pela restricao “xz € R™” sem alterar o valor 6ptimo do problema.
Agora, consideremos o problema de determinar o trilho mais curto de um vér-
tice s para um vértice ¢ com pelo menos k arcos. Este problema pode formular-se
como (3.20) com o acréscimo da restri¢ao “ex > k”, onde e denota um vector-

linha de tudo-uns. No entanto, a matriz definida por

]

pode nao ser TU pois pode admitir

[ _i j } (3.21)

como submatriz e isso acontece se e s6 se existe algum vértice de G de onde
simultaneamente entram e saem arcos. Por isso, nao podemos substituir no
problema a restri¢ao “x € Z™”, por “x € R™’, sem correr o risco de nao existirem
solugoes 6ptimas inteiras no novo problema. Isto significa que nao podemos, de
forma simples, solucionar o nosso problema através da resolugdo do problema
“relaxado” da forma descrita (com o método de Simplex, por exemplo, e, por-
tanto, computacionalmente) pois a solugao encontrada poderia nao ser inteira

e, assim, nao ser solucao do problema inicial.

3.3 Matrizes de rede

Definigao 7 Sejam G = (V, E) um grafo dirigido com n vértices e m arcos e
T = (V, Ep) uma drvore dirigida. Chama-se matriz de rede gerada por G e por

T a uma matriz M com |Eg|(=n—1) linhas e |E|(= m) colunas, cujo elemento
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genérico My, com a' € Ey e (v,w) € E € definido por:

se o caminho de v para w em T passa por a’ da origem
para a ertremidade;
My (o) = _q seo caminho de v para w em T passa por o' da ex-
tremidade para a origem;
0 se o caminho de v para w em T nao usa a’,

1

onde a palavra ’caminho’ denota ’caminho nao orientado’.

Por exemplo, a matriz de rede gerada pelo digrafo G da Figura 3.1 e pela

arvore dirigida 1" da Figura 3.2 é a matriz

(v1,v2) (v2,v4) (v3,v2) (va,v3) (v3,v5)

a b c d e
1 -1 1 0 1 a' = (vy,v2) (3.22)
M = 0 0 —1 1 —1 b = (’Ul,’Ug)
N 0 -1 0 1 0 ' = (vg,v1)
0 0 0 0 -1 d/ == (’U5,’U2)
7
o \
Qa

o, 1
\ N
cq {‘33
,
Figura 3.1: O digrafo G Figura 3.2: A arvore T

Interpretando por colunas, uma matriz de rede é uma matriz contendo em
cada coluna genericamente indexada por a = (v,w) € E, o vector incidéncia
do caminho nao orientado de v para w em T indicando para cada arco desse
caminho se ele é percorrido com a orientagao correcta (= 1) ou a orientagao

contraria (= —1).

Propriedade 2 Consideremos uma drvore T', dois vértices u,v dessa drvore e

(s,t) um arco qualquer do caminho nao-orientado em T de u para v. Se { Z ],

com e = £1, € o vector incidéncia deste caminho em T (a primeira componente
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eb
drvore T —{(s,t)} +{(u,v)} de s para t (a primeira componente estd associada

. . ~ € p s .
estd associda ao arco (s,t)) entao, [ ] € o vector incidéncia do caminho na

ao arco (u,v)).

Prova: Denotemos o digrafo T'—{(s, t)} +{(u,v)} por T” e provemos, primeiro,
que T é uma arvore. Com efeito, como T nao contém ciclos, cada ciclo de
T+{(u,v)} tera que conter o arco (u, v) juntamente com os arcos de um caminho
em T de u para v. Como T é uma &arvore, existe um unico caminho em 7' de u
para v e, por isso, o digrafo T+{(u, v)} contém um tnico ciclo que é precisamente
a jungao do caminho em 7' de u para v (que contém o arco (s,t)) com o arco
(u,v). Por isso, T" (que nao contém o arco (s,t)) ndo contém ciclos. Falta s6
mostrar que é conexo. Sejam i,j dois quaisquer vértices de T” e consideremos
o caminho em 7T de ¢ para j, digamos Cjj. Se Cj; nao contém o arco (s,t),
entdo Cj; também é um caminho em 7" de i para j. Caso contrario, Cj; e o
caminho em 7' de u para v, digamos Cl,, passam ambos pelo arco (s,t) (ver

Figura 3.3(a)). Seja ¢’ o primeiro vértice comum a Cy, ¢ a Cj; (¢ pode ser o

Tou A

(a) aazul : caminho em T de u para v (b) a preto : caminho em T de s para t
a vermelho : caminho em T de i para j a verde : caminho em 7" de i para j

Figura 3.3: Caminhos nas arvores T e T"

primeiro vértice do arco (s,t) a ser percorrido por Cy,) e seja j' o ultimo vértice
comum a Cy, e a Cj; (' pode ser o outro vértice do arco (s,t)). Agora, é 6bvio
que o caminho em 7" que é a juncao dos caminhos em 7" de ¢ para i/, i’ para u,
u para v (isto é, o arco (u,v)), v para j' e j' para j ¢ um caminho em 7" de i
para j (ver Figura 3.3(b)). Assim, provamos que 7" é conexo.

A seguir, provemos o enunciado desta propriedade propriamente dito. Pela

Figura 3.3, o caminho em T de u para v, C,, € 0 caminho em 7’ de s para t,
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digamos C?,;, incidem nos mesmos arcos, com excepgao de que o primeiro passa
pelo arco (s, t) e ndo pelo arco (u,v) (que nao existe em 7') enquanto o segundo
passa por (u,v) mas nao por (s,t) (que ndo existe em 7"). E facil verificar que
Cyy incide no arco (s,t) do mesmo modo que C, incide no arco (u,v) (isto é,
Cyp passa por (s,t) da origem para a extremidade se e s6 se C?, passa por (u,v)
da origem para a extremidade). Além disso, se € =1 (isto &, se Cy, passa pelo
arco (s,t) de s para t) entdo os arcos comuns aos dois caminhos sdo percorridos
em sentidos contréarios por Cy, e por C,. Se ¢ = —1 (isto é, se Oy, passa pelo
arco (s,t) de t para s) entao os arcos comuns aos dois caminhos sao percorridos
no mesmo sentido por Cy, e por C%,. Com estas observagoes fica provado o

pretendido. O

O proéximo teorema permite interpretar uma matriz de rede segundo uma
definicdo por linhas. As diferentes interpretagoes sao relevantes nos resultados

que se seguirao.

Teorema 25 Se M ¢é a matriz de rede gerada por um digrafo G = (V,E) e
por uma drvore dirigida T" = (V, Ep) entdo o elemento genérico M, com

(z,y) € Ey e a € E € também definido por:

+1 sea €65(Sy));
-1 seac€ 55(5’(9073/));
0 sea ¢ 55(5(%1/)) U 55(5(%1/)),

sendo S(x,y) C V o conjunto de vértices que estao com y na mesma componente
conexa de T — {(x,y)}.

Prova: Seja M’ a matriz de rede gerada por G = (V, E) e por T = (V, Ep),
conforme a definigao 7. Sejam (x,y) € Fy e (v,w) € E quaisquer.

Se Mz y),(v,w) = +1 entdo (v, w) € 65(S(zy)). Entdo, v € Sip,) e w € Sy y).
Por isso, o caminho de v para w em T usa o arco (z,y) com o sentido correcto,
pelo que M, ) (v,0) = M(Im,y),(v,w) = +1.

Se Mz ), (v,w) = —1 entdo (v, w) € 55(5(1,7?;)). Entao, v € Sy e w & S(zy)-
Por isso, o caminho de v para w em T usa o arco (x,y) com o sentido contrario,
pelo que M, ) (v,0) = M(/:c,y),(v,w) = -1

Se M4, (vw) = 0 entdo (v, w) & 05 (S(a,y)) U1 (S(zy)). Entdo, v,w € S,y
ou v,w ¢ S(;,). Por isso, o caminho de v para w em T nao usa o arco (z,y),

pelo que My ) (v.w) = M(/x,y),(v,w) = 0. Concluimos que M = M’. O
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Seguidamente, identificamos algumas propriedades de matrizes de rede al-
gumas das quais serao usadas na demonstracao de que toda a matriz de rede ¢é
TU.

Propriedade 3 Se M € uma matriz de rede gerada por um grafo dirigido G =
(V,E) e uma drvore dirigida T' = (V, Ey), entao multiplicando por —1 a coluna
de M indexada pelo arco (u,v) € E obtemos uma matriz M* que é a matriz de

rede gerada pelo digrafo G — {(u,v)} + {(v,u)} e pela mesma drvore T'.

Prova: Seja M’ a matriz de rede gerada por G — {(u,v)} + {(v,u)} e por T.
Cada coluna de M’ distinta da coluna indexada por (v,u) coincide com a re-
spectiva coluna de M (porque a arvore dirigida ¢ a mesma). Relativamente a
coluna indexada por (v,u), o vector incidéncia do caminho em T' que vai de v
para u é o simétrico do vector incidéncia do caminho em T que vai de u para v.
Concluimos que M’ = M*. O

Propriedade 4 Se M € uma matriz de rede gerada por um grafo dirigido G =
(V,E) e uma drvore dirigida T = (V, Ep), entao se multiplicarmos por —1 a
linha de M indexada pelo arco (s,t) € Ey, obtemos uma matriz de rede M*

gerada pelo mesmo digrafo G e pela drvore T — {(s,t)} + {(t,s)}.

Prova: Seja M’ a matriz de rede gerada por G e por T'—{(s,t)} +{(¢,s)}. Para
todo o arco (v, w) € E, o vector incidéncia do caminho em 7' —{(s,t)} +{(¢, s)}
de v para w coincide com o vector incidéncia do caminho em 7T de v para w com
a excepgao de que arco (s,t), se percorrido, é percorrido em sentido contrario.
Concluimos que M’ = M*. O

Observagao 1 Se A é uma matriz de rede representada por uma drvore dirigida
T e um digrafo D, entdo, estes digrafos nao estao unicamente determinados. A
titulo exemplificativo, se invertermos o sentido de todos os arcos de T e de D
(isto corresponde a multiplicar por —1 todas as linhas e todas as colunas de A), a

matriz A permanece uma matriz de rede representada por estas novas estruturas.

Observagao 2 se duas subcolunas (podendo ser colunas) de uma matriz de rede

forem iguais em maodulo entdo, essas subcolunas sao iguais ou simétricas.

Observacao 3 Se M ¢ uma matriz de rede gerada por um grafo dirigido G =
(V,E) e uma drvore dirigida T = (V, Ey), entao se removermos a coluna a € E
a matriz M, obtemos uma matriz M™* que € a matriz de rede gerada pelo digrafo

G — {a} e pela mesma drvore T'.
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Propriedade 5 Se M ¢ uma matriz de rede gerada por um grafo dirigido G =
(V,E) e uma drvore dirigida T = (V, Ey), entao se removermos a linha o’ =
(u,v) € Ey a matriz M obtemos uma matriz M* que é a matriz de rede gerada

pelo digrafo Gy e pela drvore T,.

Prova: Seja M’ a matriz de rede gerada pelo digrafo G, e pela arvore T.
Recordamos que o digrafo G, é o digrafo que resulta de G por remogao do
vértice v de V e do arco (u,v) € F, caso exista, e por substitui¢ao de cada arco
(v,z) € 6T (v) pelo arco (u,z) e de cada arco (y,v) € §~(v) pelo arco (y,u). A
arvore dirigida Ty, é definida do mesmo modo.

Seja (r,s) € E(Gy) qualquer. Por definigdo r, s # v. Consideramos distin-
tamente trés situagoes: (1) u & {r,s}; (2) r = u; (3) s = u. Denotemos por p o
caminho em T de r para s. Note-se que, se p atravessa ambos os vértices u e v
entao estes vértices sao consecutivos em p.

Suponhamos que u & {r, s} e consideremos ainda quatro situagoes: (Al) p
nao passa por v; (Bl) p visita u e v, por esta ordem; (C1) p visita v e u, por
esta ordem; (D1) p ndo passa por u mas passa por v.

No caso (A1), o caminho de r para s em T,/ coincide com p. No caso (B1),
o caminho de r para s em T, coincide com a porcao de p até u acrescido do
arco (u,x) ou (z,u), para x o vértice imediatamente posterior a v, e da restante
porgao de p a partir de z. No caso (C1), o caminho de r para s em T,/ coincide
com a porgao de p até y, o vértice imediatamente anterior a v, acrescido do arco
(u,y) ou (y,u) e da restante por¢ao de p a partir de u. No caso (D1), o caminho
de r para s em Ty coincide com a porgao de p até y acrescida dos arcos (y,u)
ou (u,y), e (u,x) ou (z,u), e da restante porgao de p a partir de x.

Suponhamos que r = u e consideremos ainda duas situagoes: (A2) p nao
passa por v; (B2) p visita u e v, por esta ordem. No caso (A2), o caminho de
r para s em T,/ coincide com p. No caso (B2), o caminho de r para s em Ty
coincide com o arco (u,x) ou (z,u), para x o vértice imediatamente posterior a
v, e da restante porcao de p a partir de x.

Suponhamos que s = u e consideremos ainda duas situagoes: (A3) p nao
passa por v; (B3) p visita v e u, por esta ordem. No caso (A3), o caminho de
r para s em T,/ coincide com p. No caso (B3), o caminho de 7 para s em Ty
coincide a porgao de p até y, o vértice imediatamente anterior a v, acrescido do
arco (u,y) ou (y,u).

Em todos os casos analisados, o vector incidéncia do caminho de r para s em
T, coincide com o vector incidéncia de p, o caminho de r para s em T, excluido
da componente relativa ao arco (u,v).

O
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Vejamos um exemplo de aplicagdo da Propriedade 5. Consideremos a matriz

de rede em (3.22). Se lhe retirarmos a linha indexada por o/, obtemos a matriz

a* b & d e
v [0 0 -1 1 -1
d |10 -1 0 1 0| =M
o 0 0 0 -1

que, pela Propriedade 5, é a matriz de rede gerada pelo digrafo G/ e pela arvore

Ty que representamos na Figura 3.4.

Figura 3.4: os digrafos G, e Ty

Por aplicagao sucessiva das Propriedades 3 e 5 concluimos que toda a sub-

matriz de uma matriz de rede também é uma matriz de rede.

Propriedade 6 Seja M uma matriz de rede gerada por um digrafo G = (V, E)
e por uma drvore dirigida T = (V, Ey), e seja M* uma matriz que resulta de
M por substitui¢ao de uma coluna indexada por (u,v) € E pela sua subtrac¢io
com outra coluna indexada por (u,v1) € E. Esta matriz M* € a matriz de rede

gerada pelo digrafo
G'=G- {(U,’U)} + {(’Ul,”l))}

e pela mesma drvore dirigida T = (V, Ey).

Prova: Seja M’ a matriz de rede gerada pelo digrafo G’ e por T = (V, Ep).
Como a arvore dirigida ¢ a mesma, as colunas de M’ associadas aos arcos de
G — {(u,v)} coincidem com as respectivas colunas de M (e de M*).

Seja p; o caminho em 7' de u para v e seja p o caminho em 7T de u para
v1. Os seus vectores incidéncia sao precisamente as colunas de M indexadas por
(u,v) € E e (u,v1) € E, resp.

Se p1 e p2 sdao caminhos disjuntos nos arcos percorridos, entao o caminho

de v1 para v coincide com a uniao destes caminhos e o seu vector incidéncia
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coincide com o vector incidéncia de p; subtraido do vector incidéncia de po pois,
neste caso, estes dois vectores sao complementares. Portanto, a coluna de M’
indexada por (vi,v) coincide com a correspondente coluna de M*.
Suponhamos que p; e pa nao sao caminhos disjuntos nos arcos percorridos.
Seja w o dltimo vértice que é visitado simultaneamente por p; e por ps. Como
T & uma &rvore dirigida s6 pode existir um caminho em 7" de u para w. Por
isso, a porcao de p; de u para w coincide com a porcao de ps de u para w.
Assim, a porcdo de p; de w para v e a por¢ao de po de w para vy sdo cam-
inhos disjuntos nos arcos percorridos. A sua uniao define o caminho em T de
v para v. Por isso, o caminho em T de vy para v e o seu vector incidéncia
coincide com o vector incidéncia de p; subtraido do vector incidéncia de ps pois,
embora nao sendo vectores complementares, as componentes que sdo nao nulas
em ambos os vectores tém o mesmo valor e por isso cancelam-se. Concluimos
que, a coluna de M’ indexada por (v1,v) coincide com a correspondente coluna
de M*. O

Vejamos um exemplo de aplicacao da Propriedade 6. Consideremos de novo
a matriz de rede em (3.22). Se substituirmos a coluna indexada por ¢ = (vs3, v2)

pela sua subtracgdo com a coluna indexada por e = (v3, v5) obtemos a matriz

a b ¢ d e
dl[1 -1 0 0 1
¥lio 0 0 1 -1
10 -1 0 1 0
d]o 0 1 0 -1

que, pela Propriedade 6, ¢ uma matriz de rede gerada pelo digrafo G—{(vs, ve) }+

{(vs,v2)} e pela mesma arvore T' que representamos na Figura 3.5.

Propriedade 7 Seja M uma matriz de rede gerada por um digrafo G = (V, E)
e por uma drvore dirigida T = (V, Ey), e seja M* uma matriz que resulta de
M por substitui¢ao de uma coluna indexada por (u,v) € E pela sua subtrac¢ao
com outra coluna indexada por (ui,v) € E. Esta matriz M* € a matriz de rede

gerada pelo digrafo
G'=G = {(w,v)} + {(u,u1)}

e pela mesma drvore dirigida T = (V, Ey).

Prova: Seja M' a matriz que resulta de M por multiplicacdo por —1 das col-
unas indexadas por (u,v) e (uy,v). Pela primeira das propriedades anteriores,
M?' é uma matriz de rede cuja arvore geradora é T e cujas novas colunas sao

indexadas por (v,u) e (v,u1), resp. Seja M? a matriz que resulta de M® por
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Figura 3.5: os digrafos G — {(vs,v2)} + {(vs,v2)} e T

substituigao da coluna indexada por (v, u) pela sua subtragao com a coluna in-
dexada por (v,u;). Pela propriedade anterior, M? é uma matriz de rede cuja
arvore geradora ¢ T e cuja nova coluna ¢ indexada por (ui,u). Seja M3 a
matriz que resulta de M? por multiplicacdo por —1 das colunas indexadas por
(u1,u) e (v,u1). Pela primeira das propriedades anteriores, M3 é uma matriz
de rede cuja arvore geradora é T' e cujas novas colunas sao indexadas por (u, u7)
e (u1,v). Nesta sucessao de matrizes nao foram alterados os indices das colunas
correspondentes as colunas de M nao indexadas em M por (u,v) e (u1,v). Logo,
o digrafo que representa M? é G — {(u,v)} + {(u,u1)}, ou seja, M3 = M'. E
facil verificar que também M3 = M*. Entdo M* = M’. O

Propriedade 8 Se A é uma matriz de zeros e uns tal que em cada coluna de

A o0s uns aparecem consecutivamente, entdo A € uma matriz de rede.

Prova: Vamos mostrar que A é a matriz de rede gerada por um adequado
digrafo G = (V, E) e de uma adequada arvore dirigida T' = (V, Ey). Suponhamos
que A é uma matriz m X n.

Seja
V={0,1,2,3,....,m} e Ey=1{(0,1),(1,2),(2,3),...,(m—1,m)}.

Claramente T' = (V, Ey) é uma arvore dirigida porque Ejy é um caminho Hamil-
toniano. Para uma qualquer coluna j de A, seja i; o indice de linha do primeiro
elemento nao-nulo dessa coluna e seja k; o tltimo elemento nao-nulo dessa col-

una. O vector caracteristico do caminho de i; — 1 para k; em T é um vector



3.3. MATRIZES DE REDE 87

de tudo-uns nas posicoes i;,%;11, ..., k; e zeros nas restantes posi¢oes. Por isso,

concluimos que A é a matriz de rede gerada por G = (V, E), com
E= {(Z] - 1akj)7j = 1727"'777‘}7

e pela arvore T definida antes. O

Teorema 26 Seja M uma matriz de rede representada por uma drvore dirigida
T = (V,Ey) e um digrafo D = (V, E). Entao,

LM =N (3.23)

sendo L a matriz de incidéncia vértice-arco de T e N a matriz de incidéncia

vértice-arco de D.

Prova: O produto LM esta bem definido porque, denotando m = |V]en = |E|,
temos que L é uma matriz m x (m — 1) e M é uma matriz (m — 1) x n. O

resultado é uma matriz m x n. Sejav € V e a = (u,w) € E qualquer. Entao,

(LM)wa = > (L)owr(M)a (3.24)
a’'e€Ey

onde, recorde-se,
+1 se d €55(v)
(L)pey =4 —1 se d €d;(v)
0 se caso contrario

o caminho em T de vy para vy passa por a' da origem

para a extremidade
(M) g = 1 s © caminho em T de vy para vy passa por a’ da extrem-

idade para a origem
0 se o caminho em T de v; para vy nao passa por a’

+1 se

Denote-se por ¢(u,w) o caminho em 7" de u para w. Entdo, (3.24) fica

Y L (M)aa (3.25)
o €87 (v)Ne(uyw)
onde, note-se, |o7(v) N c(u,w)| < 2. Consideremos distintamente os casos
|07 (v) N e(u, w)| € {0,1,2}.
Se |67 (v) Ne(u, w)| = 0 entdo, de (3.25), (LM ), = 0. Por outro lado, isso
também implica que u, v # v pelo que (N)yq = 0. Se |d7(v) Ne(u, w)| = 1 entao

u = v ou w = v. No primeiro caso (u = v), tem-se

(LM)va = (L)va’ (M)a’a
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para algum a’ € Ey, que tera de ser da forma (v, e) ou (e,v). Assim,

+1).(+1)=+1 se d = (v,e
(EM)usa = { E—l;.g—l% =41 se d = Eo,v%
Por outro lado, (N),, = +1 atendendo a que o’ = (v,e). No segundo caso,
w = v e de forma analoga se concluiria que (LM )y, = —1 e que (N)yq = —1.
Finalmente, suponhamos que [07(v) N ¢(u,w)| = 2. Neste caso, u,w # 0
pelo que (N)y, = 0. Para mostrar que (LM),, = 0 ha que considerar os trés
casos: |64 (v) Ne(u,w)| € {0,1,2}. Se |64 (v) N e(u,w)| = 0 entdo

(LM)s = (~1)(+1) + (~1)(~1) = 0.

Se 64 (v) N e(u,w)| = 1 entdo ha apenas duas possibilidades,

(D)) + (1)) =0
(LM)ua = { (+1)(~1) + (~1)(~1) =0 °

consoante c¢(u,w) passa por ambos os dois arcos em d7(v) da origem para a

extremidade ou ao contrério. Finalmente, se |67 (v) N c(u, w)| = 2 entdo
(LM)yq = (+1)(+1) + (+1)(—1) = 0.

Fica assim demonstrado que (LM )yq = Nyq. O

Corolario 15 Seja T = (V, Ey) uma drvore dirigida e D = (V, E) um digrafo.
Seja L a matriz de incidéncia vértice-arco de T e seja N a matriz de incidéncia

vértice-arco de D. Entao, existe uma unica matriz M a satisfazer (3.23).

Prova: De facto, seja L a submatriz de L que se obtém por eliminacio de uma
linha qualquer de L, e seja N a submatriz de N que se obtém por eliminacao em
N da linha com o mesmo indice. Como, pelo Teorema 2, car(L) = |V| — k(T),
sendo k(T") o namero de componentes conexas do grafo ndo-dirigido subjacente
a T, entdo, L é nao-singular. Por isso, (3.23), implica que

M =L7'N,

que fica assim unicamente determinada. O

Corolario 16 Seja M uma matriz de rede representada pelo digrafo D = (V| E)
e pela drvore T = (V, Ey). Entao, a caracteristica de M ¢é igual a |V| — k(D),
sendo k(D) o nimero de componentes conexas do grafo nao-dirigido subjacente
aD.
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Prova: Seja L a matriz de incidéncia vértice-arco de T' e N a matriz de in-
cidéncia vértice-arco de D. Seja L a submatriz que resulta de L por eliminacgao
de uma linha qualquer e seja N a submatriz que resulta de N por eliminacao da
linha correspondente. Note-se que car(N) = car(N) pois N7z = 0 se « for um
vector de tudo-uns. Pelo Teorema 26, LM = N e, portanto, LM = N. Como
L é ndo-singular entao, car(M) = car(N) = car(N). Mas car(N) = |V| — k(D),

com k(D) tal como definido no enunciado deste Corolario. O

Corolario 17 Seja M uma matriz de rede representada pelo digrafo D = (V, E)
e pela drvore T = (V, Ey). Se M é nao-singular entdao, D € uma drvore dirigida.
Além disso, M—' ¢ uma matriz de rede representada pelo digrafo T = (V, Ep) e
pela drvore dirigida D = (V, E).

Prova: D é uma éarvore abrangente em V' é uma consequéncia do Corolério 16.

Pelo Teorema 26, LM = N e, como M é nao-singular,
NM™*t =L

Como N é a matriz de incidéncia de uma arvore dirigida D = (V,E) e L é a
matriz de incidéncia de um digrafo T' = (V, Ey), entdo, pelo Corolario 15, M !

é a matriz de rede representada pelo digrafo T" e pela arvore dirigida D. O

Teorema 27 Seja M uma matriz de rede de caracteristica completa por linhas,
representada pelo digrafo D = (V| E) e pela drvore dirigida T = (V, Ep) e seja
B uma base de M. Entao,

(a). os arcos de D associados as colunas de B formam uma drvore abrangente
em D, digamos, T' = (V,E'), com E' C E.

(b). B~! € uma matriz de rede representada pelo digrafo T = (V, Ey) (que é

uma drvore) e pela drvore dirigida T' = (V, E').

(c). B='M ¢ uma matriz de rede representada pelo digrafo D = (V, E) e pela
drvore dirigida T" = (V, E').

Prova: Primeiro, provemos (a). Seja L a matriz de incidéncia vértice-arco da
arvore dirigida T', e N a matriz de incidéncia vértice-arco do digrafo D. Sejam
L e N as submatrizes de L e N, resp., que se obtém por eliminagao de uma

linha qualquer em L e da sua correspondente em N. Pelo Teorema 26, LM = N
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e, portanto, LM = N. Como L ¢ nio-singular entdo M = L~!N. Por hipotese,
B é uma base L™!N e, portanto, também de [I I~71]\~7] (mas sendo B submatriz
de L='N). Por isso, LB é uma base de [L N] (mas sendo LB submatriz de N).
Temos que [L N] é a matriz de incidéncia vértice-arco do digrafo (V, Ey U E).
Além disso, (V, Ey U E) é conexo porque resulta de juntarmos a T = (V, Ep) (ja
conexo) arcos que ligam em V. Os arcos de E C EyUFE associados as colunas de
LB (ou, equivalentemente, de B) formam uma arvore abrangente em (V, EgUE)
e, portanto, em D = (V| E) (pois todos estes arcos sao arcos em E), o que prova
(a). Denotemos esta arvore por 7" = (V, E'), com E' C E, e provemos (b) e (c).

Como LM = N e B é uma base de M entao, LB é uma submatriz de
colunas de N. Como N é a matriz de incidéncia vértice-arco de D entao, LB
é a matriz de incidéncia vértice-arco do subgrafo 7" = (V,E’) de D. Como
(LB)B™! = L e (LB)(B~'M) = N entdo, pelo Teorema 15, B! ¢ uma matriz
de rede representada pelo digrafo T' (que é uma arvore) e pela arvore dirigida
T', e B~'M é uma matriz de rede representada ainda por D e T”, o que prova

(b) e (c). Note-se que (b) é uma generaliza¢ao do Corolério 17. O

Corolario 18 Seja M uma matriz de rede representada por um digrafo D =
(V,E) e uma drvore dirigida T = (V, Ep). Seja M' a matriz que resulta de M
apds pivotagao no elemento da posi¢ao (i,7) e seja (s,t) ((u,v), resp.) o arco
de T (D, resp.) associado a linha i (coluna j, resp.) de M. Entio, M’ é uma
matriz de rede representada pelo digrafo D' = (V, (E\ {(u,v)})U{(t,s)}) e pela
drvore dirigida T" = (V, (Eo \ {(s,t)}) U {(v,u)}).

Prova: Seja M uma matriz de rede nas condigoes referidas e seja € a entrada
de M na posicao ij. Denotemos a, = (s,t) e a; = (u,v). Suponhamos, sem

perda de generalidade, que M tem o seguinte aspecto,

aj E\{aj}

a;; g C
Eo \ {a;} [ b D ]
para um adequado vector-coluna b, um adequado vector-linha ¢ e uma adequada
submatriz D. Consideremos a matriz [I M], bem como a submatriz B de [I M]
constituida pela coluna indexada por a; de M e pelas colunas da matriz I a
excepgao da coluna que tem a entrada nao-nula na posigao correspondente ao
indice a. Claramente, [I M] é uma matriz de rede de caracteristica completa
por linhas representada pela arvore T' e pelo digrafo (V,E U Ey), e B, por

ser submatriz, também é uma matriz de rede. Sem perda de generalidade, as
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matrizes [I M] e B tém o seguinte aspecto:

a; Eo\{a}} a; E\{a;}

a; EF\{a;
L e a B\ ()
¢ 0 a; e 0---0
Eo\{aj} | ¢ I b D |’ Eo\{a;} |p T ’
0

resp. Como B ¢é uma base da matriz [I M] entdo, por (c¢) do Teorema 27,
B7YI M], que é a matriz

e 0---0 € c e 0---0|1 ec
7 _ 0
—¢cb I b D  |—eb I : D—c¢be |’
0

¢ uma matriz de rede representada pelo digrafo (V, E'U Ey) e pela arvore T* =
(V,(Eo \ {a;}) U{a;}). Fazendo corresponder a cada linha e a cada coluna o

arco respectivo, entdo, pela Propriedade 2, B~![I M] tem o seguinte aspecto:

a; Eo\{aj} a; E\{a;}

a; e 0---0 1 ec
0
Eo\{al} |-eb I . D—c¢be |’
0

Se na submatriz de B~1[I M],
a;  E\{a;}

aj g EcC
Ep \ {a;} !—eb D — ebe ] ’
multiplicarmos por —1 a primeira linha e a primeira coluna, obtemos precisa-
mente a matriz M’. Pelas Propriedades 3 e 4, concluimos que M’ é a matriz de
rede representada pelo digrafo D' = (V, (E \ {(u,v)}) U {(t,s)}) e pela arvore
dirigida T" = (V, (Ep \ {(s,t)}) U{(v,u)}). O

Corolario 19 Seja M a matriz que resulta de uwma dada matriz M por uma

operacio pivotal. Entio, M ¢ matriz de rede se e s6 se M € matriz de rede.

Prova: Se M é matriz de rede entdo, pelo Corolario 18, M também é matriz
de rede. Suponhamos agora que M ¢é uma matriz de rede. Como se pivotarmos
em M no pivot da operacio pivotal que originou M tornamos a obter M, ento,

de novo pelo Corolario 18, M também é uma matriz de rede. O
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Teorema 28 Toda a matriz de rede é Totalmente Unimodular.

Prova: Como toda a submatriz de uma matriz de rede é uma matriz de rede, se
conseguirmos provar que toda a matriz de rede quadrada é TU, fica provado que
toda a submatriz quadrada de uma matriz de rede é TU. O resultado desejado
ficaria demonstrado.

Provamos por inducao matematica forte que toda a matriz de rede quadrada
é TU. Toda a matriz de rede de ordem 1 é TU, trivialmente.

Suponhamos que toda a matriz de rede de ordem inferior a p, com p > 1,
é TU e seja M uma matriz de rede de ordem p gerada por um grafo dirigido
G = (V, E) e por uma arvore dirigida 7' = (V, Ep).

Como toda a submatriz de uma matriz de rede é uma matriz de rede, pela
hipétese de inducao, o determinante de qualquer submatriz propria quadrada
de M ¢é 0,+£1. Falta provar que det(M) = 0,+£1.

Seja u um qualquer vértice terminal de 7. Seja G’ = (V, E’) o digrafo que
resulta de G invertendo o sentido de todos os arcos (z,u) € §~(u) e seja T' =
(V. E{) o digrafo que resulta de T" invertendo o sentido do tnico arco T se este for
da forma (y, u). Pelas Propriedades 3 e 4, se M’ denotar a matriz de rede gerada
por G' e T', | det(M’)| = | det(M)|. Mais, atendendo as condigoes impostas ao
vértice u em G’ e T', a linha de M’ indexada pelo arco V' = (u,z2) € Ey é um
vector de zeros e uns.

Sejam a1 = (u,v1),a2 = (u,v2) € E' tais que My, = My, = 1. Pela
Propriedade 6, a matriz M"” que resulta de substituir a coluna indexada por
a; = (u,v1) pela sua diferenca com a coluna indexada por as = (u,vz) é uma
matriz de rede. Além disso, det(M”) = det(M’) e a linha indexada por b ficou
com menos um elemento nao nulo, permanecendo um vector de zeros e uns.

Ao fim de um numero finito de passos deste tipo, alcangamos uma matriz de
rede que tem exactamente um ou nenhum elemento nao nulo na linha indexada
por b'. Pela Regra de Laplace e pela hipotese de indugao uma tal matriz tem
determinante 0, £1. Concluimos que det(M) = 0,41 e, por isso, M é TU. O

teorema fica demonstrado pelo principio de indugdo matematica forte. O

Portanto, pela Propriedade 8 e pelo Teorema 28, se A é uma matriz de zeros
e uns tal que em cada coluna de A os uns aparecem consecutivamente entao,
A é uma matriz Totalmente Unimodular. Como vimos antes, este resultado
também decorre do Teorema de Ghouila-Houri. Nem toda a matriz TU é de

rede conforme se ilustra com o seguinte resultado:
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Lema 7 As matrizes

1 -1 0 0 -1 11111

-1 1 -1 0 0 11100
0 -1 1 -1 01, 1 01 10 (3.26)
0 0 -1 1 -1 10011

-1 0 0 -1 1 11001

sao matrizes TU mas nao sao matrizes de rede.

Prova: Primeiro, mostremos que as matrizes (3.26) sao TU, comegando pela
matriz do lado direito que denotaremos por B (a outra, denotaremos por A):
a submatriz que resulta de B por eliminacao da linha 1 e da coluna 1 é, clara-
mente, uma matriz-ciclo equilibrada e, pelo Corolario 11, é uma matriz TU.
Como esta submatriz também é matriz de incidéncia vértice-aresta de um de-
terminado digrafo GG, entao, pelo Teorema 21, G é bipartido. Como vimos na
pégina 73, se acrescentarmos uma linha s6 de uns ou s6 de menos uns a matriz
de incidéncia vértice-aresta de um grafo bipartido, a matriz permanece TU. Por
isso, a submatriz que resulta de B por eliminagao da coluna 1, digamos B’, é
uma matriz TU. Como a submatriz que resulta de B por eliminagao da linha
1, digamos B*, é tal que B* = PB’T, com P = (13452), entdao B* também é
TU. Usemos o Teorema de Camion I (Teorema 17) para mostrar que B também
é TU. Seja entao, S uma qualquer submatriz de B nao-singular. Queremos
mostrar que S tem pelo menos uma linha com um nimero impar de compo-
nentes nao-nulas. Se S é uma submatriz de B’ ou B* entao, como B’ e B*
sao TU, S tem uma linha com um nimero impar de componentes nao-nulas.
Suponhamos entao que S indexa a linha 1 e a coluna 1 de B. Se S é de ordem
impar, a linha 1 de S contém um ntmero impar de componentes nao-nulas.
Suponhamos que S é de ordem par, isto é, de ordem 2 ou 4: se S é de ordem
2 entao, como S é nao-singular e € uma matriz s6 de zeros e uns, S tem uma
linha com exactamente uma componente nao-nula. Se S é de ordem 4 entdo,
S obteve-se de B por eliminagao de uma linha diferente da linha 1 e de uma
coluna diferente da coluna 1. Ao eliminar essa linha, a matriz obtida tem trés
linhas com exactamente trés componentes nao-nulas cada. Quando, em seguida,
eliminamos a referida coluna entao, no maximo duas dessas trés linhas perdem
uma componente nao-nula cada, isto é, existe pelo menos uma linha das trés
que nao perde qualquer componente nao-nula, ou seja, S tem uma linha com
exactamente trés componentes nao-nulas. Em qualquer caso, S tem sempre

uma linha com um nimero impar de componentes nao-nulas. Pelo Teorema de
Camion I, B ¢ TU. Como

D194 Py5 P15p23(B)Dys = A
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(em que po3 denota a matriz que resulta de B apos pivotagao no elemento da
posicao 23 e Diy, D124 representam matrizes diagonais em que os elementos
da diagonal principal sao tudo-uns & excepcao dos elementos das linhas 1,4 e
das linhas 1,2,4, resp., que sdo menos uns), entao, pelo Teorema 10 e pelas
propriedades das matrizes TU, A também é TU.

Agora, mostremos que A e B ndo sao matrizes de rede, mostrando primeiro
para B: suponhamos, por absurdo, que B é uma matriz de rede representada
por uma arvore dirigida 1" e um digrafo D. Como a primeira coluna de B é uma
coluna que nao contém qualquer elemento nao-nulo, entao, existe um caminho
nao-dirigido em T' que passa por todos os arcos de T'. Por isso, T' nao contém
qualquer bifurcacgao, isto é, T' € um caminho dirigido. As restantes colunas sao
vectores caracteristicos de quatro caminhos dirigidos em T diferentes, nos ar-
cos percorridos, de comprimento trés. Mas, isto é absurdo, porque no caminho
T, constituido por cinco arcos, existem no maximo trés subcaminhos dirigidos
diferentes, nos arcos percorridos, de comprimento trés. Logo, B nao é matriz
de rede. Pelo Corolario 19, pes(B) também nao é matriz de rede pelo que, pelas
propriedades das matrizes de rede, A = D124 P145P15p23(B) D14 também nao o
é. O

Lema 8 Se pivotarmos num elemento nao-nulo qualquer das matrizes (3.26),
a matriz obtida continua a ser uma das matrizes (3.26), a menos de trocas de

linhas e/ou colunas e multiplicagao de linhas e/ou colunas por —1.

Prova: Primeiro, fixemos alguma notagdo. Denotemos por A a matriz do

lado esquerdo em (3.26) e por B a matriz do lado direito. Designemos por

P(ayay...ay), a1, ag,...,ay € {1,2,...,n} a matriz de permutagao constituida
pelas colunas, por esta ordem, aj,as,...,a, da matriz identidade de ordem n.
Designemos também por D, as....am» 101,02, ..,am} € P({1,2,...,n}), uma

matriz diagonal de ordem n cujos elementos da diagonal principal situados nas
linhas a1, as,...,a, sdo iguais a —1 e os restantes iguais a 1. Por fim, seja
€ = a;; uma entrada nao-nula qualquer de uma dada matriz A e designemos por
pe(A) ou p;;(A) a matriz que resulta de A por pivotacao no elemento €. Primeiro,
provemos que este teorema é verdadeiro caso pivotemos num elemento nao-nulo

qualquer da matriz B. E facil verificar que
P11(B)P(14523) Da345 = D125 Po5p12(B) PiaDa = Piyp21(B)PasDas = B e

Do Py3 P34 P35 Pyspa2z(B) PiaPisDogs = D124 Pis Pisp23(B)Dis = A,
(3.27)
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o que prova que o lema é verdadeiro caso pivotemos nos elementos b11, b12, ba1, bao

e bog da matriz B. Consideremos as matrizes de permutacao
P, = P(13452), P, = P(14523) e P3= P(15234)

cujos indices de coluna, & excepgao de 1, sdo as permutacoes ciclicas de 2345.
Tem-se que PPBP, = P,BP, = P3BP3; = B e os elementos de B nas posicoes
13, 31, 33 e 34/ 14, 41, 44 e 45/ 15, 51, 55 e 52 sao “transportados” para as
posigoes 12, 21, 22 e 23 (resp.) em P1BP;, P,BP, e P3BPs, resp. Como, para
qualquer matriz de permutacdo P e para qualquer entrada nao-nula £ de uma
dada matriz M, p.(PM) = Pp.(M) e p-(MP) = p.(M)P, entao, por exemplo,
p12(B) = p12(PABP) = Pip13(B) Py e também

P12(B) = Pip13(B) P = Pap1a(B) P = Psp15(B)Ps
p21(B) = Pip31(B)P1 = Popa1(B) Py = Psps1(B)Ps (3.28)
p22(B) = Pip33(B) P = Papaa(B) Py = Pspss(B)Ps
p23(B) = Pip3s(B)P1 = Popss(B) P2 = Psps2(B)Ps

Por (3.27) e (3.28), concluimos que o lema ¢é verdadeiro caso pivotemos num
elemento nao-nulo qualquer da matriz B.
Provemos que este lema também é verdadeiro caso pivotemos num elemento

nao-nulo qualquer da matriz A. E facil verificar que

D34 P34p11(A)PasDos = A e
(3.29)
Dy35Pys Piap12(A)P(53214) Dys = Doss Pisp21(A)Pi3Py3Dsy = B

0 que prova que o lema é verdadeiro caso pivotemos nos elementos a1, a2 e as;

da matriz A. Consideremos as matrizes
Py = P(23451), Ps = P(34512), Ps=P(45123) e P;= P(51234)

cujos indices de coluna sao as permutagoes ciclicas de 12345. Tem-se que
PiAP, = PsAPs = PgAP; = P;AP; = A e os elementos de A nas posicoes
22, 23 e 32/ 33, 34 e 43/ 44, 45 e 54/ 55, 51 e 15 sdo transportados para as
posigoes 11, 12 e 21 (resp.) em PyAP,, PsAPs, PsAPs e PrAP;, resp. Entao,

P11(A) = Pipaa(A)Py = Psp33(A)Ps = Pepas(A)Ps = Prpss(A) Py
P12(A) = Pypas(A)Py = Psp3a(A)Ps = Pepas(A)Ps = Prpsi(A)Pr - (3.30)
P21(A) = Pip32(A)Py = Pspas(A)Ps = Pepsa(A)Ps = Prpi5(A)P;

Por (3.29) e (3.30), concluimos que o lema também ¢é verdadeiro caso pivotemos

num elemento nao-nulo qualquer da matriz A, o que prova o lema. O
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Sendo verdade que nem todas as matrizes TU sao matrizes de rede, o prox-
imo teorema (de Seymour) prova que, em certo sentido, todas as matrizes TU
podem ser obtidas a partir de matrizes de rede e das duas matrizes (3.26). Para
podermos enunciar o Teorema de Seymour, observe-se que a Unimodularidade
Total de uma matriz é preservada mediante a aplicagao de uma qualquer das

seguintes operacoes:

(i) troca de linhas ou colunas.
(ii) transposigdo da matriz inicial.
(iii) multiplicagao de uma linha ou coluna por —1.

(iv) operacao pivotal num elemento nao-nulo da matriz inicial.  (3.31)

(v) adi¢ao de uma nova linha ou coluna com no maximo uma
entrada nao-nula, igual a +1.

(vi) repeti¢ao de uma linha ou coluna.

Pelos Corolarios 6, 7 e 8, podemos concluir que a Unimodularidade Total é uma
propriedade que é preservada quando aplicamos uma das seguintes composicoes

a duas matrizes TU, A e B, de dimensoes adequadas:

A@lB:H g]
wae[B]=] 48 o

A a a o 10 b |_|A ab
¢c 01]7|dd B| " |d B
(a e d sao vectores-coluna, b e ¢ sdo vectores-linha, ambos de dimensao ad-

equada), que se denotam por l-soma, 2-soma e 3-soma, resp., em (Schrijver,
1986).

Teorema 29 (Seymour, 1985) Uma matriz M é TU se e sé se M se obtém
de entre o conjunto das matrizes de rede e das duas matrizes (3.26) apds alguma
sequéncia de operagoes (3.31) e/ou (3.32), em que as operagoes (3.32) sao even-
tualmente aplicadas apenas se, quer para A quer para B, a soma do nimero de

linhas com o nimero de colunas € pelo menos 4.

Como ja referimos, a prova deste teorema usa um conjunto de resultados

de matréides demasiadamente vastos para serem incluidos nesta dissertacgao.
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Estes resultados podem ser vistos em (Seymour, 1980). A prova deste teorema,
enquanto aplica¢ao dos resultados referidos, pode ser vista em (Seymour, 1985).

O Teorema 29 tem um corolario muito interessante, que apresentaremos a
seguir, que permitird estabelecer um algoritmo polinomial para reconhecimento

de matrizes TU, como veremos no Capitulo 4.

Corolario 20 Seja M uma matriz TU. Entao, verifica-se pelo menos um dos

sequintes casos:
(a). M ou MT ¢ uma matriz de rede.

(b). M € uma das matrizes em (3.26), possivelmente apds trocas de linhas e

colunas, ou multiplicacao de linhas e colunas por —1.

(c). M tem uma linha ou uma coluna com, no mdzximo, uma entrada nao-nula,

ou entao M tem duas linhas ou duas colunas iguais ou simétricas.

(d). As linhas e as colunas de M podem ser trocadas de modo a obter uma
matriz com o sequinte aspecto:

[ a0 } , (3.33)

com p(B) 4+ p(C) < 2 e em que, quer para A quer para D, a soma do

numero de linhas com o niumero de colunas é pelo menos 4.

A prova deste corolario sera feita mais adiante. Antes, precisamos de dois

lemas.

Lema 9 Seja M uma matriz de zeros, uns e menos uns e seja € uma qualquer
entrada nao-nula de M. Consideremos a matriz M' que resulta de M através de
uma operagdo pivotal usando € como pivot. Sejam, ainda, ki, ke € N quaisquer.

Entao, as duas sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a). As linhas e as colunas de M podem ser trocadas de modo a obter

M= [ a7 ] (3.34)
sendo A, B, C, D matrizes de dimensdo adequada tais que
m(A) +n(A) =k e p(B)+p(C) = k.
(b). As linhas e as colunas de M' podem ser trocadas de modo a obter
M = [ g IB)i ] (3.35)
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sendo A’, B, C', D' matrizes de dimensio adequada tais que
m(A) +n(A) =k e p(B)+p(C") = ks.

Prova: Primeiro, provemos que (a) = (b). Suponhamos, pois que se verifica
(a). Temos 4 casos: (i) € ¢ uma entrada de A ; (ii) € é uma entrada de B; (iii)
¢ é¢ uma entrada de C; (iv) £ é uma entrada de D. Suponhamos que £ é uma

entrada de A. Sem perda de generalidade, M tem o seguinte aspecto:

para adequadas submatrizes A, B, C de A, B e C, resp., adequados vectores-

linha as, b e adequados vectores-coluna a1 e c¢. Entao,

—eb

e —eas B v B
B—caib | = [ ] (3.36)

M = ear A —cajas

- ' D
ec C —ecas ‘ D —¢ech
+

com m(A’) +n(A") = m(A) +n(A) = ki,

1o+ aa]) (23]
(€)= pllee €~ com]) =p (e C=zcas] | 5 |) = ntle €)= p(c).

Portanto, p(B’) + p(C") = ka. Se € ¢ uma entrada de D, a conclusao ¢ analoga.
Suponhamos que ¢ é uma entrada de B e, portanto, p(B) > 1. Como

p(B) = 1, entao, sem perda de generalidade, M tem o seguinte aspecto:

a g bz
Alby B
Cld D

para adequadas submatrizes A, B e D de A, B e D, resp., adequados vectores-
linha a, by e adequados vectores-coluna by e d. Entao,
_ —ea € B —by
M = A— sbla Ebl B — €b1b2 . (337)
C —eda ‘ ed D —edby

Em seguida, trocam-se as linhas da matriz (3.37) de modo a obter a matriz

A —¢ebia eby ‘ B — ebiby A B
—ca € —bo = [ / / }
C—eda ed| D—dby ¢« p
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com m(A") +n(A") = (m(A) — 1) + (n(A)

_l_
N B 1 eby _
p(B") = p(B—ebiby)=p { 0 B—cbib, D '

! _ —E&a e
L) = p<[0—5da ed

Portanto, p(B’) + p(C") = (p(B) — 1) + (p(C) + 1) = ko. Concluimos que se
verifica (b). Se € é uma entrada de C, a conclusao é analoga. Assim, terminamos
a prova de que (a) implica (b).

(b) = (a) Suponhamos que se verifica (b). Como & também é uma entrada
da matriz M’, entao, se efectuarmos uma operagao pivotal em M’ usando e
como pivot, obtemos a matriz M. Pela implicagao anterior, tem-se que (b) im-
plica (a). O

Corolario 21 Operagoes pivotais preservam a propriedade (d) do Coroldrio 20.

Prova: Seja M uma matriz que satisfaz a propriedade (d) do Corolario 20, isto
é, as linhas e as colunas de M podem ser trocadas tal que

A B

C D

com p(B) + p(C) <2 em(A)+n(A),m(D)+n(D) > 4. Seja M’ a matriz que

resulta de M apds uma operacgao pivotal num elemento nao-nulo qualquer de

|

M. Pelo Lema 9, as linhas e as colunas de M podem ser trocadas tal que
A B
Cl D/ :| )
com p(B') 4+ p(C") = p(B) + p(C) <2 em(A") +n(4") = m(A) +n(4) > 4.
Além disso, como

m(D)+n(D) = m(M)+n(M)— (m(A)+n(A4)) e

m(D")+n(D") = m(M)+n(M)—(m(A)+n(A"))

entao, m(D") +n(D’") = m(D) +n(D) > 4. Logo, M’ satisfaz a propriedade (d)
do Coroléario 20. O

|

(3.38)
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Observagao 4 Em relagio as matrizes M e M' do enunciado do Lema 9,
consideremos todas as decomposigoes (3.34) de M com m(A) + n(A) > ka,
m(D)+n(D) > kp, onde ka, kp € N e seja my o valor minimo de p(B)+ p(C).
De igual modo, consideremos todas as decomposicoes (3.35) de M’ nas mes-
mas condigdes e seja my o valor minimo de p(B') + p(C"). Tem-se que my =
ma. Com efeito, consideremos uma qualquer decomposicao (3.34) de M nas
condigoes referidas com p(B)+ p(C) = my. Pelo Teorema 9, existe uma decom-
posicao (3.35) de M’ com

m(A) +n(A) =m(A) +n(A) > ka e p(B")+ p(C') =my.

Além disso, como se verifica (3.38), entao, m(D")+n(D") = m(D)+n(D) > kp.

Logo, ma < m1. De modo semelhante concluiriamos que mi < my.

Prova: (do Corolario 20 do Teorema de Seymour) Pelo Teorema de
Seymour (Teorema 29), M & TU se e s6 se M se obtém de entre o conjunto das
matrizes de rede e das duas matrizes (3.26) apos alguma sequéncia de operagoes
(3.31) e/ou (3.32), em que as operagoes (3.32) s@o eventualmente aplicadas
apenas se, quer para A quer para B, a soma do nimero de linhas com o niimero
de colunas é pelo menos 4.

Suponhamos que, para obter M, aplicAmos pelo menos uma vez alguma das
operagoes binarias em (3.32) e situemo-nos no momento em que o fizemos pela
ultima vez. Nessa altura, a matriz-soma satisfaz a propriedade (d). Claramente,
esta propriedade é preservada toda a vez que efectuarmos alguma das operagoes
(i), (ii) ou (iii) de (3.31). Se efectuarmos (v) ou (vi) de (3.31), a propriedade
(d) também é preservada, apenas aumentando a dimensao de uma das matrizes
A ou B. Por ultimo, se efectuarmos a operagao (iv) entao, pelo Corolério 21, a
propriedade (d) também é preservada. Por isso, no final, M satisfaz (d).

Suponhamos entao que nunca aplicAmos nenhuma das operagoes binarias em
(3.32) para obter M. Agora, suponhamos também que aplicimos pelo menos
uma vez (v) ou (vi) de (3.31) e situemo-nos no momento em que o fizemos pela
ultima vez. Nessa altura, a matriz final satisfaz a propriedade (c). Claramente,
esta propriedade é preservada se efectuarmos varias operagoes (i), (ii) ou (iii).
Por tltimo, mostramos que a propriedade (c) também é preservada se efectuar-
mos alguma operagao pivotal numa matriz A qualquer que satisfaga (c). Temos
dois casos: (i) A tem uma linha ou coluna com, no maximo, uma componente
nao-nula; (ii) A tem duas linhas, ou colunas, iguais ou simétricas. No caso (i),
se a linha ¢ (coluna j, resp.) de A tem no maximo um elemento a;, # 0 (a;; # 0,
resp.) entdo, se pivotarmos nesse elemento ou fora da coluna k (linha [, resp.),

a linha i (coluna j, resp.) nao é alterada. Se pivotarmos na coluna k (linha
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[, resp.) mas nao no pivot, digamos em a;y (azj, resp.), entao as linhas i e
i’ (colunas j e j', resp.) ficam iguais ou simétricas. Portanto, a propriedade
(c) continua a verificar-se. No caso (ii), se pivotarmos fora das duas linhas
(colunas, resp.) que s@o iguais, essas duas linhas (colunas, resp.) continuam
iguais ou simétricas. Se pivotarmos numa delas, a outra passa a ter no maximo
uma componente nao-nula. Portanto, também neste caso a propriedade (c) é
preservada. Por isso, no final, M satisfaz (c).

Suponhamos entao que apenas aplicamos as operagoes (i), (ii), (iii) ou (iv)
de (3.31) para obter M. Temos dois casos: (i) a matriz inicial era uma matriz
de rede; (ii) a matriz inicial era uma das matrizes (3.26).

No caso (i), a matriz inicial ja satisfaz a propriedade (a). Claramente, esta
propriedade é preservada toda a vez que efectuarmos alguma das operagoes
(i), (ii) ou (iii). Mostremos que a propriedade (a) também é preservada se
efectuarmos alguma operagao pivotal numa matriz A qualquer que satisfaga (a):
se A & matriz de rede entdo, pelo Corolério 19, se pivotarmos num elemento nao-
nulo de A, a matriz obtida ainda ¢ uma matriz de rede. Se A" é que ¢ uma
matriz de rede, entdo, pelo Corolario 19, para qualquer entrada € # 0 de AT,
p-(AT) é matriz de rede e, pela alinea (c) da Propriedade 1, a transposta da
matriz p.(A) também o é. Concluimos que a operagao (iv) também preserva a
propriedade (a). Por isso, no caso (i), a matriz final, M, satisfaz (a).

No caso (ii), a matriz inicial ja satisfaz a propriedade (b). Claramente, esta
propriedade é preservada toda a vez que efectuarmos alguma das operagoes (i)
ou (iii). Se designarmos por B e por C' a matriz do lado esquerdo e do lado
direito em (3.26), resp., entdo é facil verificar que BT = B e CT = CP com
P = P(13452). Por isso, se uma dada matriz @ satisfaz (b), i.e,

D1P1QP2D2 =B ou D3P3QP4D4 = C (3.39)

(para adequadas matrizes de permutagdo Pi, Ps, P3, Py e adequadas matrizes
diagonais D1, Do, D3, D4 em que, todos os elementos da diagonal principal sao
uns ou menos uns), entao

DyPFQ"PID, =B ou D,PIQTPI'D3PT =C,
ou seja, QT satisfaz (b). Concluimos que a operagao (ii) também preserva a
propriedade (b). Mostremos que a operagao (iv) também preserva (b). Se @
satisfaz a primeira igualdade de (3.39) entao, de acordo com as alineas (a) e (b)

da Propriedade 1, para qualquer elemento & # 0,
p=(Q) = pe(P{'DiBDyP; ")
= P 'Dip.(B)D; Py
= P;'Di[D3P3(B ouC)PyDy| D3Py ! (3.40)
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para adequadas matrizes diagonais D, D3 (em que todos os elementos da diag-
onal principal s@o uns ou menos uns) e, pelo Lema 8, para adequadas matrizes
diagonais D3 e D4 do mesmo tipo e adequadas matrizes de permutagao P e
Py. Por (3.40), concluimos que p.(Q) satisfaz (b). De modo semelhante, se
@ satisfaz a segunda igualdade de (3.39) entao, concluimos também que p.(Q)
satisfaz (b). Portanto, provamos que a operagao (iv) ainda preserva (b). Por
isso, no caso (ii), a matriz final, M, satisfaz (b).

Assim, concluimos que, em qualquer caso, M satisfaz pelo menos alguma

das propriedades (a), (b), (c) ou (d), o que prova o Corolario. O

3.4 Matrizes de incidéncia de cortes

Nesta seccao seguimos como principal referéncia o livro de Bernhard Korte,
Combinatorial Optimization: Theory and Algorithms (ver (Korte & Vygen,
2000)).

Defini¢ao 8 Seja G = (V, E) um digrafo e F C 2V. A matriz de incidéncia de
cortes num sentido de F relativamente a G é uma matriz M com |F| linhas e

|E| colunas cujo elemento genérico mx . € caracterizado por

—— 1 seeed (X),
Xe =Y 0 caso contrdrio.

=
=

(v,
A =
4 2 y
% ¢ vy

Figura 3.6: digrafo G

Por exemplo, se considerarmos o digrafo G = (V, E) da Figura 3.6 com

V ={v1,vg,v3,u4} e E = {d,V/,,d'} e afamilia F de subconjuntos de V' com

F = {{Ul, UQ}, {'03, 1)4}, {Ula V2, U3}7 {04}}’
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a matriz M de incidéncia de cortes num sentido de F relativamente a G é a

seguinte matriz, construida por linhas:

Q\
&

a’ v

(&
0 0 0 1 1 {’1)1,’[)2}
M= 0 1 0 0 0 {vs,v4}
- 0 0 0 1 1 {’1)1,’1)2,’1)3}
o 0 1 0 0 {vs}

Defini¢do 9 Seja G = (V, E) um digrafo e F C 2V. A matriz de incidéncia
de cortes nos dois sentidos de F relativamente a G é uma matriz M com |F|

linhas e |E| colunas, cujo elemento genérico mx. definido por

+1 seeed (X)
mxe =4 —1 seeecdt(X)
0 seegd (X)UdH(X)

Considerando de novo o digrafo da Figura 3.6 e a mesma familia F do
exemplo da definicdo anterior, entao a matriz M de incidéncia de cortes nos 2

sentidos de F relativamente a G é a seguinte matriz, construida por linhas:

a v c d e
0 -1 0 1 1 {’1}1,?}2}
M= 0 1 0 -1 -1 {v3,v4}
o 0 0 —1 1 1 {Ul,vz,vg}
0 0 1 -1 -1 {vs}

Se considerarmos um digrafo G = (V, E) e F C 2V, a matriz de cortes num
sentido de F, ao ser construida por linhas, indica, para cada indice de linha
X C F, quais os arcos e de E que entram em X (Mx,. = 1) e quais os que
nao entram em X (Mx,. = 0). A matriz de cortes nos dois sentidos de F
indica, para cada indice de linha X C F, quais os arcos ¢ de E que entram em
X(Mx, = 1), quais os que saem de X (Mx . = —1) (e, por isso, dizemos “cortes
nos 2 sentidos”) e quais os que nao entram em X (Mx, = 0).

E 6bvio que nem todas as matrizes de incidéncia de cortes sdo TU. Por
exemplo, se considerarmos o digrafo G = (V, E), com V = {v1, ve, v3, v4, V5, V6 }
e E = {(v1,v2), (v3,v4), (v5,06)}, € F = {{v2,v4},{v2,v6},{va,v6}}, entdo a
matriz-ciclo

1 01
1 10
011

é a matriz de incidéncia de cortes num sentido de F relativamente a G ¢ nao

é TU, pelo Corolario 11. Se considerarmos agora o digrafo G' = (V’, E’), com
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V= {Ulbvé?z}gbvil} e B = {{U/hvé}v {Uéavi}}v e F = {{Ui’vﬁl}a {’Ué,’Uﬁl}}, entao
a matriz
-1 1
)
é a matriz de incidéncia de cortes nos dois sentidos de F relativamente a G e
nao é TU.
Veremos no Teorema 35 que existe uma classe de matrizes de incidéncia de

cortes num sentido e uma classe de matrizes de incidéncia de cortes nos dois

sentidos, constituidas ambas por matrizes TU.

Definicao 10 Seja U um conjunto finito nao vazio e F uma familia de subcon-
guntos de U. O par (U, F) diz-se sem cruzamentos se, para todo X,Y € F, um

dos sequintes conjuntos € vazio:
X\Y, Y\ X, XNy, U\ (XUY). (3.41)

Pode demonstrar-se que (U, F) é sem cruzamentos se e s6 se pelo menos uma

das seguintes condicbes se verificar para todo X,Y € F:
XY, Y C X, XNnY =10, Xuy="U. (3.42)
No exemplo ilustrado na Figura 3.7, o par (U, F) é sem cruzamentos para

U=/{ab,c,dye,f} e F={{bede f},{c} {a,b,c},{e} {a,b,c,d, [} {e f}}

(a) em diagrama de Venn (b) em arvore

Figura 3.7: Representac¢ao de um par (U, F) sem cruzamentos

Definicao 11 Seja U um conjunto finito nao vazio e F uma familia de subcon-
guntos de U. O par (U,F) diz-se laminar se para quaisquer X, Y € F, um dos

sequintes conjuntos € vazio:

X\Y, Y\X, Xnv (3.43)
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Pode demonstrar-se que (U, F) é laminar se e s6 se pelo menos uma das seguintes

condigoes se verificar para todo X,Y € F:
X CY, Y C X, XNy =40. (3.44)
No exemplo ilustrado na Figura 3.8, o par (U, F) é laminar para

U={abcdef,gt e F={{a},{bc} {a,bc},{a,b,c,d},{f},{f g}}

d 14
i)
a b, c
(a) em diagrama de Venn (b) em arvore

Figura 3.8: Representacao de um par (U, F) laminar

Em geral, se (U, F) é laminar entao (U, F) é sem cruzamentos. O reciproco
nem sempre é verdade pois, conforme se pode observar no exemplo da Figura

3.7, opar X ={b,c,d,e, f} e Y ={a,b,c,d, f} é tal que
X\Y={e}, Y\X={f}, XNnY ={ab,cd}.

Como nenhum destes conjuntos é vazio, concluimos que (U, F) nao é laminar.

O proximo teorema relaciona os dois conceitos.

Teorema 30 Seja U um conjunto finito ndo vazio, F uma familia de subcon-

juntos de U e r um elemento arbitririo de U. Para
F={XeF:r¢g X}u{U\X: XeF,reX},
o par (U, F) é sem cruzamentos se e sé se o par (U, F') é laminar.

Prova: (<) Suponhamos que o par (U, F’) é laminar. Sejam X,Y € F quais-
quer e consideremos trés casos distintos: 7 € U\ (XUY),r€ XNY er € X\Y.

Sem perda de generalidade podemos ignorar o caso r € Y\ X.
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Ser e U\N(XUY) = U\X)N({U\ X) entao r ¢ X,Y. Por isso,
X,Y € F'. Atendendo a que um dos conjuntos (3.43) é vazio entao também
um dos conjuntos (3.41) é vazio.

Sere XNY entao r € X,Y. Porisso, U\ X,U\Y € F'. Portanto, um

dos seguintes conjuntos é vazio:
(UNXONUNY) =Y\X,  (U\Y)\(U\X) = X\Y, (U\X)N(U\Y) =U\(XnNY),

e, portanto, um dos conjuntos (3.41) é vazio.
Finalmente, se r € X \ Y entao U \ X,Y € F'. Portanto, um dos seguintes

conjuntos é vazio:
U\X)\Y=U\(XUY), Y\(U\X)=XnY, U\NX)NY =Y\ X.

e, portanto, um dos conjuntos (3.41) é vazio. Concluimos que o par (U,F) é
sem cruzamentos.

(=) Suponhamos que o par (U, F’) é sem cruzamentos. Sejam X,Y € F’
quaisquer. Primeiro, observe-se que r ¢ X,Y | porque nenhum subconjunto de
U contendo r pertence a F’'. Consideremos trés casos distintos: X,Y € F,
XeFeY ¢&F X, Y & F. Sem perda de generalidade ignoramos o caso de
XeE&FeYeF.

Se X,Y € F entao um dos conjuntos (3.41) é vazio. O conjunto U\ (X UY)
é nao vazio porque r € U \ (X UY). Por isso, um dos conjuntos (3.43) é vazio.
Se X e FeY ¢ Fentao X,U \Y € F. Portanto, um dos seguintes conjuntos
é vazio:

X\U\Y)=XnYy, (U\Y)\X=U\(XUY),
XNU\Y)=U\(XUY), U\N(XUU\Y)=Y\X

e, portanto, um dos conjuntos (3.43) é vazio. Se X,Y ¢ Fentao U\X,U\Y € F.

Portanto, um dos seguintes conjuntos é vazio:
UANX)\N(U\Y)=Y\X, U\Y)\(U\X)=X\Y,
UNUANX)NU\Y)=X\Y, UN((U\X)UuU\Y))=XnNY

e, portanto, um dos conjuntos (3.43) é vazio. Concluimos que o par (U, F') é

laminar. O

Definicao 12 Seja U um conjunto finito nao vazio e F uma familia de subcon-
guntos de U. Seja T = (V, E) uma drvore dirigida e p: U — V. O par (T, )

diz-se wma representacao em drvore de F se

F={S@y: (x,y) € E}
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com

Sy =15 €U: ¢(s) ey estido na mesma componente conera de T — {(z,y)} }.
(3.45)

Portanto, o par (T, ¢) caracteriza o par (U, F). Por exemplo, consideremos
U ={a,b,c,d,e, f,g,h} e sejam T = (V, E) a arvore da Figura 3.9 que tem 8

Figura 3.9: Ilustragao de uma representagao em arvore.

vértices e 7 arcos e p: U — V que a Figura 3.9 sugere. Entao, (T, ¢) é uma

representagao em arvore de

F ={{a,d,g,h},{b,e, f},{d}, {b},{a,b,c,d,e, f,h},{a,c,d,g,h}, {a,b,c,d, f,g,h}}.

porque

Sa’ = {a7d797 h}’ Sb’ = {baea f}a Sd’ = {d}7
Sf/:{b}’ SC’:{a7b7cud7€7f7h};
Ser = {a,c, d,g, h} € Sg’ = {a,b,c, d, f,g, h}

Teorema 31 Seja U um conjunto finito nao vazio e seja (T, @) uma represen-
tagao em drvore (T, ) de uma familia F de subconjuntos de U. Entao, o par
(U,F) € sem cruzamentos. Mais, se T € uma arborescéncia entdo o par (U, F)

é laminar.

Prova: Por hipotese, F = {Sc: e € E(T)}. Sejam S, Sy € F quaisquer com
e = (u,w) e f=(x,y). Entao,

Se={s € U: ¢(s) e w estdo na mesma componente conexade T'—e } e

Sp={seU: ¢(s)ew estdo na mesma componente conexa de ' — f }.
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Queremos provar que Se e Sy verificam (3.42). Seja P o caminho nao dirigido
em T de u para x. Temos os seguintes quatro casos: (1) w,y ¢ V(P); (2)
wg V(P), y € V(P) (3) we V(P), y & V(P) (4) w,y € V(P).

Se w,y ¢ V(P) entao o tnico caminho nao-dirigido em 7" de w para y usa
ambos os arcos e e f. Por isso, Se NSy = ). Caso contrario, existiria um
vértice que pertenceria simultdneamente & componente conexa de T — e a qual
w pertence, e & componente conexa de T'— f a qual w pertence. Isso implicaria
a existéncia de um caminho alternativo de w para y, o que é absurdo!

Sew ¢ V(P) ey e V(P) entao S, C Sy. De facto, neste caso, P esta
totalmente contido na componente conexa de T'— f & qual y pertence. Por isso,
existe um caminho de w para y totalmente contido nessa componente conexa.
De facto, para todo o vértice v pertencente & componente conexa de T'—e & qual
w pertence, existe um caminho nao-dirigido em 7" de v para y que nao passa por
x. Esse caminho é constituido por um caminho de v para w ( que existe pois
v e w estdo na mesma componente conexa em 7' — e), pelo arco (u,w) e pelo
caminho P excluido do arco (x,y). Como este caminho nao contém x, entao v
e y est a0 na mesma componente conexa em 1" — f.

Sew e V(P) ey ¢ V(P) entao Sy C S, pela razao analoga a invocada no
paragrafo anterior.

Se w,y € V(P) entao S, U Sy = U. De facto, seja s € U qualquer e seja
v = ¢(s). Se v pertence a componente de T — e & qual w pertence, entao
s € S,. Caso contrario, existe um caminho de v para w que nao usa o arco
e = (u,w) e, portanto, existe um caminho de v para y que nao usa o arco (z,y),
que é constituido esse caminho de v para u acrescido do caminho P excluido
do arco (z,y). Por isso, v pertence a componente de T — f a qual y pertence.
Concluimos que s € Sy. Em ambos os casos concluimos que s € S, U S;.

Para a segunda parte da demonstragao, vamos supor que 7' é uma arborecén-
cia para fora. Isto é, T' é uma arvore dirigida tal que existe um vértice r com
d~(r) = 0 e existe um caminho dirigido de r para todo o restante vértice.

Se w,y € V(P) entao r ¢ V(P). Com efeito, se r € V(P) e r # x, entdao o
sub-caminho nao-dirigido de P de r para z usa o arco (z,y) que parte de z, e o
caminho dirigido de r para x (que sabemos existir porque 7' é uma arborescén-
cia para fora) usa um arco dirigido para z. Estes dois caminhos sao, pois, dois
caminhos distintos de r para x em 1T, o que é absurdo porque T é uma Arvore
e, portanto, nao existem ciclos. Se r € V(P) e r = x, entdo P é um caminho
nao-dirigido de r para u que usa o arco (u,w) que parte de u, e o caminho
dirigido de r para u (que sabemos existir porque 7' é uma r-arborescéncia para
fora) usa um arco dirigido para u. Estres dois caminhos sao, pois, dois caminhos

distintos de r para v em T', o qu é absurdo.
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Como 7 ¢ V(P), o caminho de r para x, o caminho de r para u e P definem

um circuito, o que é absurdo porque 7' é uma arvore dirigida. O

Teorema 32 Seja F uma familia de subconjuntos de U. Se o par (U, F) € sem
cruzamentos entao existe uma representacao em drvore (T, ) de (U, F). Mais,

se (U, F) é um par laminar entio (T,p) € uma arborescéncia para fora.

Prova: Primeiro, consideremos que o par (U, F) é laminar. Seja V(T') = FU{r}

com r um vértice adicional, e seja
E={(r,X): X émaximalem FJU{(X,Y): 0 #AY CX e PZcF:YCZCX}
Por construgao, 7' = (V, E) é uma arborescéncia para fora. Seja ¢: U — V

definida por

(u) = r se IXCF:ueX
PUW=1 X se we XeX éminimal em F

Consideremos, por exemplo, o par laminar (U, F) com

U = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,l,m,n} e
F = {a}, {0}, {b,c}.{a,b,c}. {e}. {f}.{d, [}, {d,e, [},
{a,b,c,d,e,f,g},{j},{j,l},{h,i},{h,i,j,l,m}}.

Entao T é a arvore da Figura 3.10. Para ilustrar como se define a fungao ¢,

Figura 3.10: representagao em arvore do par (U, F).



110 CAPITULO 3. APLICACOES DA UNIMODULARIDADE TOTAL

note-se, por exemplo, que {a,b,c,d,e, f,g} e {j,I} s@o os menores conjuntos
que contém g e I, resp. Logo, v(g9) = {a,b,c,d,e, f, g} e o(l) = {j,I}. Seja
F' = {S.: e € E(T)}. Queremos mostrar que F' = F. Antes de demonstrar
a mutua inclusdo entre F e F’, mostramos o seguinte: para todo e = (.,Z) €
E, S.=Z. De facto, seja e = (.,Z) € E. Entao

Se = {ueU: ¢p(u) e Z estao na mesma componente conexa em 7'\ {e} }

= {uelU: pu) CZ}

por construgao. Mostremos que S C Z: Seja u € S.. Entao ¢(u) C Z. Como
u € p(u) C Z entao u € Z. Mostremos que Z C Se: seja z € Z. Como F é
laminar, entao verifica-se uma das seguintes hipoteses: ¢(z) C Z ou Z C ¢(z2)
ou p(z) N Z = (. A ultima hipGtese ndo se verifica porque z € ¢(z) N Z.
Suponhamos que se verifica a segunda hipotese. Nao pode ser Z C ¢(z) porque
©(z) € o menor conjunto que contém z. Logo, serd Z = p(z). Em qualquer dos
casos, ¢(z) C Z e, por isso, z € S..

Decorre imediatamente do paragrafo anterior que 7' C F. Reciprocamente,
se X € F entao existe e = (., X) € E. Pelo mesmo paragrafo, S. = X, donde
concluimos que X € F'.

Agora, suponhamos que o par (U, F) é sem cruzamentos. Seja a € U. Pelo

Teorema 30,
Fl={XeF:a¢ X}U{U\X: XeF,ac X},

¢ laminar. Pelo Teorema 30, (U \ {a}, ') tem uma representacao em arvore
(T, ») que é uma arborescéncia cuja raiz rotularemos com a letra a. Para cada
arco e € E(T') temos 3 casos: (i) Se € FeU\S. ¢ F; (ii)) Se ¢ FeU\ S, € F
e (i) Se € FeU\S. € F. No caso (i), nao fazemos nada. No caso (ii),
substituimos o arco e = (z,y) pelo arco (y,z). No caso (iii), substituimos
o arco e = (x,y) por dois arcos (z,z) e (z,y) em que z é um novo vértice.
Obtemos asssim uma nova arvore T* = (V*, E*) e uma fungao ¢*: U — V* em
que a restrigao de ¢* a U \ {a} é ¢ e p(a) é o vértice em V* correspondente a
raiz de T'. Consideremos o par (T, ¢*). Seja F* = {S{xvy): (x,y) € E(T*)}.
Seja e* = (z,y) € E(T*). Por construgao de T™ a partir de T, verifica-se

apenas um dos seguintes 4 casos:
(a). e = (z,y) € E(T);
(b). e=(y,z) € E(T);

(c) e=(y,y) € E(T) e w ¢ V(T) com (z,y') € oz.(2) \ {(z,9)};
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(d). e=(y,y) € E(T) e x ¢ V(T) com (z,y') € o7 (2) \ {(z,9)}.

Entao y € V(T) N V(T™*). Os elementos de U que rotulam os vértices da com-
ponente conexa C; que contém y em 7'\ {e} e os elementos de U que rotulam
os vértices da componente conexa Co que contém y em 7'\ {e*} sdo os mesmos.
Com efeito, por construcao de T™ a partir de T, todos os vértices de Cq estdo em
Co. Além disso, os vértices de Co que nao estao em Cq; sao vértices nao rotulados

em U. Logo,
S(aw) se (a) verifica-se.
. U\ Sy se (b) verifica-se.
St = ’ .
(@) Sty ) se (c) verifica-se.
U\ Sy, se (d) verifica-se.

Queremos mostrar que F* = F. Provemos que F* C F. Seja S(m y) € F*.

(3.46)

Se (z,y) € E(T) entao, por construcao de T*, estamos no caso (i). Portanto,
Sy € F eU\ Sy € F. Por (3.46), S{x,y) = S(z,y), logo SZ‘x,y) e F. Se
(y,z) € E(T) entdo, por construcio de T, estamos no caso (ii), ou seja, S, ) ¢
FeU\Sy.q) €F. Por (3.46), Sty = U\ S(z,y), logo Slpy €EF- Sex ¢ V(T)
e (,y) € E(T) (ou (y,y/) € B(T)) com (z,4/) € 64.(2) \ {(z,)}, entéo, por
construgao de 7™, estamos no caso (iii), ou seja, S¢',y) € F (Sw,y') € F,
resp.) e U\ Sw',y) € F (U\ Sw,y') € F, resp.). Por (3.46), Sty = Sww)
(S(y'y)» Tesp.), logo SZ‘x’y) eF.

Provemos que F C F*. Seja X € F. Sea ¢ X entdo X € F'. Logo X =
S(z,y) Para determinado (z,y) € E(T). Em relagao a S, ,y pode-se verificar (i),
(ii) ou (iii). Mas é 6bvio que (ii) ndo se verifica porque S, .y € F. Se se verificar
(i), entao, por construgao de 7%, (z,y) € E(T*). Por (3.46), Sy = Slay) =
X. Logo X € F*. Se se verificar (iii), entdo, por construgao de 7™, existe
z e V(T*)\V(T) tal que (z,z),(z,y) € E(T*). Por (3.46), Stoy) = Sy =X
Logo X € F*.

Se a € X entdo U\ X € F'. Logo U\ X = S(,,) para determinado (z,y) €
E(T). Em relagao a S, ,y pode-se verificar (i), (ii) ou (iii). Mas é 6bvio que (i)
nio se verifica porque U \ S,y = X € F. Se se verificar (ii), entdo, por con-
strugao de T, (y, z) € E(T*). Por (3.46), Stey) = U\S(zy) = X. Logo X € F~.
Se se verificar (iii), entdo, por construgao de T%, existe z € V(T™) \ V(T tal

que (z,), (z,y) € E(T*). Por (3.46), S} )= U\S(z,) = X. Logo X € F*. O

(z,z

O préximo teorema mostra que toda a matriz de rede é uma matriz de
incidéncia de cortes nos dois sentidos. O teorema a seguir mostra que o reciproco
apenas é verdade para alguns casos particulares de matrizes de incidéncia de
cortes nos dois sentidos. Logo, a classe das matrizes de incidéncia de cortes nos

dois sentidos é mais geral do que a classe das matrizes de rede.
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Teorema 33 Se M € a matriz de rede gerada por um digrafo G = (V, E) e uma
drvore dirigida T = (V, Ey) entao M é matriz de incidéncia de cortes nos dois
sentidos de uma familia F C 2V relativamente a G tal que (V,F) € um par sem

cruzamentos.

Prova: Seja F a familia de subconjuntos de V representada em arvore por
(T,id). A matriz de incidéncia de cortes nos dois sentidos de F = {S(,,): (z,y) €
Ep}, onde S(z,y) €V € o conjunto de vértices que estao com y na mesma com-
ponente conexa de T'— {(z,y)}, € uma matriz M’ com |Ey| linhas e |E| colunas,

sendo cada elemento genérico M é(x para algum (z,y) € Ep e e € E, definido

y)€’
por

+1 see €6 (Say)
=< =1 seecdt(Suy)

/
S(a,y)€ _ +
0 seedd (S(:c,y)) ué (S(l‘,y))

Mas, de acordo com o Teorema 25, esta caracterizacao de M’ coincide com M.

Fica demonstrado o Teorema. d

Concluimos que toda matriz de rede é uma matriz de incidéncia de cortes nos
dois sentidos. O préximo teorema mostra que o reciproco é verdadeiro nalguns

Casos.

Teorema 34 Seja G = (V, E) um digrafo e F C 2" tal que o par (V,F) é sem
cruzamentos. A matriz M de incidéncia de cortes nos dois sentidos de F € a
matriz de rede gerada pela drvore T = (V'  Ey), em que T € a drvore dirigida

do par (T, ¢) que representa (V,F), e pelo digrafo G' = (V',E") com
E' = {(¢(v), p(w)): (v,w) € E}.

Prova: Como T = (V' Ey) é a arvore dirigida do par (T,¢) que representa
(V,F), entdo F = {S(z): (z,y) € Ep} com

Sy ={s €V ¢(s) e y estdo na mesma componente conexa de 7' — {(z,y)} }.

Assim sendo, a matriz de incidéncia de cortes nos dois sentidos de F relativa-
mente a G = (V, E) é uma matriz com |F| linhas e |E| colunas, sendo cada

elemento genérico Mg, e, com S,y € F ee= (v,w) € E, definido por

)
se e €0 (Suy))

Ms,  e=4{ —1 seec 5+(5(x,y)

0 seed 0 (Sy) Ut (Suy)

(3.47)
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A matriz de rede gerada por T' = (V' Ey) e G' = (V' E’) é uma matriz com
|Ep| = |F| linhas e |E’| = |E| colunas, sendo cada elemento genérico M(’w Ma
com (z,y) € Ey e a € F’, definido, pelo Teorema 25, por

_ / .
+1 seaed (5, )

M(x,y),a = -1 se a € 5+(Szx,y)); (348)
0 seadd (S(,,) Ut (S,,)
com Séx v) C V' o conjunto de vértices que estao com y na mesma componente

conexa de T'—{(z,y)}. Portanto, dados s € V e (z,y) € Ep, temos que s € S(, )
se e sO se ¢(s) € Séx’y). Sejam (z,y) € Eyp e e = (v,w) € E quaisquer. Por
(3.47), se e = (v,w) € 07 (S(zy)) entdo Mg, . =1. Como (v,w) € 6 (S(zy))
entdo v ¢ Sy € w € Sy, ou seja, p(v) ¢ Séx,y) e p(w) € Szx,y), ou
seja ainda, (p(v),@(w)) € 5‘(5’(96,?;)). Por (3.48), M(’xyy)’(@(v)yw(w)) =10

que implica que Mg (w) = M De igual modo, se (v,w) €

(z,1),(p(v)p(w))’
07 (S y)) ouse (v,w) & 67 (S y))U0T(S(zy)), concluiriamos que Mg = (1) =

( — !
M(x’y)7(<p(v)750(w))’ LOgO M =M. -

Teorema 35 Seja G = (V, E) um grafo dirigido e (V,F) um par sem cruza-

mentos. Entao,

(a). a matriz de incidéncia de cortes nos dois sentidos de F é Totalmente

Unimodular.

(b). se F é laminar entdo a matriz de incidéncia de cortes num sentido de F

€ Totalmente Unimodular.

Prova: A parte 1 deste teorema é consequéncia dos Teoremas 34 e 28. Provemos
a parte 2. Seja F uma familia de subconjuntos de X laminar. Vamos usar o
Teorema de Ghouila-Houri. Seja R C F o conjunto de todos os indices de linha
de uma qualquer colecgdo de linhas de M. Queremos provar que existe uma
particado Rq1 e R2 de R tal que a soma das linhas indexadas por R; menos
a soma das linhas indexadas por Ry é um vector-linha de zeros, uns e menos
uns. Consideremos a representagao em arvore (7, ¢) de R, em que T' é uma r-
arborescéncia (ver Teorema 32). Com a notacao da Defini¢ao 12, R = {S,, e €
E(T)}. Seja

Ri1={Sww € R: distr(r,w)épar} e Ra=R\Ry
Por exemplo, se retomarmos o exemplo da Figura 3.10,

Ri1= {{av b, C}v {d’ ¢, f}v {h’ i}v {]7 l}v {b}v {f}} €
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Ro={{a,b,c,d,e, f,g},{h,i, 4,1, m}, {a},{b,c},{d, f},{e}, {j}})
Para qualquer f € E(G)

domxg— Y mx;=

XeER, X€ERy
= \{XGRlzmXVf:1}|—|{X€R2:mX7f:1}|
(X e R fes; (0 - X € Ry ez} (349)

Como existe uma bijegcao entre os elementos de R = {S., e € E(T')} e os arcos
e € E(T) que os identificam, (3.49) é igual a

H{e = (v,w) € E(T): f € 65(Se) e disty(r,w) é par}| —
He = (v,w) € E(T): f € 65(Se) e disty(r,w) é impar}| (3.50)

Para cada arco f = (s,t) € E(G), os arcos e € E(T) com f € 6 (S.), pelo
Teorema 34, formam o conjunto, digamos Py, dos arcos do caminho C nao-
dirigido em 7' de s para t que sao atravessados por C' no sentido certo. Como

T & uma arborescéncia, Py ¢ um sub-caminho dirigido de C' (que parte de s).
Entao (3.50) ¢ igual a

{e = (v,w) € E(Py): distp(r,w) é par}|—
le = (v,w) € E(Py): distp(r,w) é impar}|

que pertence a {—1,0,1}. Concluimos que ) mxf— >, mx,; € {—1,0,1},
X€eER; X€ERy
0 que prova a parte 2 deste Teorema. d

Seja X um conjunto qualquer e seja F C 2%X. A matriz de incidéncia de
F em relagdo a X é uma matriz M com |X| linhas e |F| colunas, sendo cada

elemento genérico My com x € X e F' € F, definido por

1 se z€F
MxF_{O se v¢F

Teorema 36 Se F ¢é a reuniao de duas familias laminares de subconjuntos de
um mesmo conjunto X entdo, a matriz de incidéncia de F em relagcdo a X €

Totalmente Unimodular.

Prova: Seja M a a matriz de incidéncia de F = F; U Fo em relagao a X e seja
@ uma qualquer submatriz quadrada de M de dimensao n. Se ) tem dimensao
dois entao det(Q) € {0,+1} porque ) é uma matriz de zeros e uns.

Agora, suponhamos que ) tem dimensao superior a dois e consideremos duas

quaisquer colunas de @ indexadas por C7,Cy € F tais que C1,Csy pertencem a
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mesma familia, 77 ou Fy. Consideremos, distintamente, os trés casos: C; C Co,
CyCCreCiNCy=0.

Se C7 C (5 entao, se substituirmos a coluna Cy por Co — C7 néo alteramos
o sinal do determinante de ) e a nova coluna é vector incidéncia do conjunto
Cy \ C1, que é ortogonal com a coluna indexada por Cj.

Repetimos este procedimento para todos os pares de colunas indexados por
conjuntos pertencentes 4 mesma familia. No final, obtemos uma matriz Q tal
que | det(Q)| = | det(Q)| e tal que as colunas indexadas por elementos Fj (resp.,
F2) sao ortogonais duas a duas. Logo, cada linha de Q tem no maximo um 1
nas colunas indexadas por elementos de F; e também tem no maximo um 1 nas
colunas indexadas por elementos de Fo.

Por isso, para toda a cole¢ao de colunas J da matriz Q é possivel encontrar

um particao
J=(NL={CeJ:CeFR}HU(J={CeJ:C e F})

tal que

Z Qij — Z Qij € {~1,0,1},

JjEJ1 JEJ2

para toda a linha i da matriz Q. Pelo Teorema 15 (de Ghouila-Houri), Q¢ TU.
Por isso, det Q@ = |det(Q)| € {0,£1} e, portanto, M ¢ TU. ]

O resultado anterior nao é valido se F é a reuniao de trés familias laminares

Fi, Fo e F3. Com efeito, se considerarmos X = {a, b, c},

F1= {{avb}}v Fo = {{CL,C}}, Fs3 = {{b’ C}}

e F1 = FiUFUFs = {{a,b},{a,c},{b, c}}, entdo F1, Fs e F3 sdo ,6bviamente,
familias laminares de subconjuntos de X. A matriz de incidéncia de F em

relacao a X é a matriz
{a,b} {a,c} {b,c}
1 1 0

M = 1 0 1
0 1 1

S

o o

A matriz M nao é TU porque, por exemplo, det(M) = —2.
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Capitulo 4

Neste capitulo descrevemos um algoritmo para reconhecimento de uma matriz
Totalmente Unimodular que funciona em tempo polinomial. Isto é, dada uma
matriz de zeros, uns e menos uns, o algoritmo averigua se essa matriz é ou nao
Totalmente Unimodular.

Se M é uma matriz Totalmente Unimodular entao, pelo Teorema de Sey-

mour, verifica-se pelo menos um dos seguintes casos:
(a). M ou MT & uma matriz de rede;

(b). M é uma das duas matrizes (3.1), possivelmente apos trocas de linhas e

colunas ou multiplicagao de linhas e colunas por —1;

(¢). M tem uma linha ou uma coluna com, no méximo, uma entrada nao-nula,

ou M tem duas linhas ou duas colunas iguais ou simétricas;

(d). A menos de trocas de linhas e/ou colunas,

A B
wele )

satisfazendo

p(B)+p(C) <2, n(A)+m(A) >4, n(D)+m(D)>4.  (4.2)

Por isso, um algoritmo para o reconhecimento da Unimodularidade Total de
uma matriz M de zeros, uns e menos uns baseia-se nas seguintes observagoes.
Primeiro, eliminar linhas ou colunas redundantes para que M nao verifique (c).
Isto nao altera o facto de M ser TU ou nao. Depois, averiguar se M satisfaz
(b). Se sim entao, M é TU. Caso contrario, M é TU se e s6 se (a) ou (d) se
verificam.

Nesta seccao descreveremos também um algoritmo para reconhecimento de
uma matriz de rede. O algoritmo, que permitird averiguar (a), baseia-se no

seguinte. Seja M uma matriz de zeros, uns e menos uns, e dimensao m X n. Se

117
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todas as colunas de M tém no méaximo dois elementos nao nulos entao averiguar
se M é uma matriz de rede ou nao é equivalente se um determinado grafo é bi-
partido. Se M tem alguma coluna com pelo menos trés entradas nao-nulas,
entao M é de rede se e s6 se existe um grafo desconexo de entre m adequados
grafos, um outro adequado grafo é bipartido e, ainda, se adequadas submatrizes
de M sao também de rede. Isto é, essencialmente, uma caracterizagao recursiva
das matrizes de rede. A averiguacao da conexidade e da biparticdo de grafos
nao-dirigidos sao duas tarefas que podem ser realizadas em tempo polinomial.
O algoritmo de reconhecimento de uma matriz de rede funciona em tempo poli-
nomial.

Averiguar se M satisfaz (d) é equivalente a resolver O((m + n)®) problemas

de interseccao de matroides do tipo

min p(Y) +p(X\Y)

sa. SCYCX\T (4.3)

para S,T C X = [I M] fixos. O problema da intersecgao de dois matroides pode
ser resolvido em tempo polinomial por um algoritmo proposto por Edmonds
(Cunningham & Edmonds, 1980). Contudo, descreveremos um algoritmo que
resolva directamente o problema, usando matrizes, conforme esté descrito em
(Schrijver, 1986). Este algoritmo também funciona em tempo polinomial.
Portanto, a averiguagao de (a) e (d) pode ser feita em tempo polinomial.
Se (a) verificar-se entdao M é TU. No caso de nem (a) nem (d) se verificarem
entdo M nao é TU. No caso de (a) nao se verificar mas (d) verificar-se entao M
é TU se e s6 se duas duas adequadas matrizes, mais pequenas que M, sao TU.
Por isso, aplicamos recursivamente o procedimento de reconhecimento da Uni-
modularidade Total. Isto constitui o algoritmo. Mostraremos que o algoritmo

funciona em tempo polinomial.
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4.1 Reconhec. de uma matriz de rede

O objectivo deste capitulo é encontrar um algoritmo para reconhecer matrizes
TU. Nesta sec¢ao, vamos mostrar que existe um algoritmo polinomial para re-
conhecer uma classe particular de matrizes TU, que sdo as matrizes de rede.
Este algoritmo sera incorporado num algoritmo de reconhecimento da Unimod-

ularidade Total, que descreveremos mais adiante.

com no maximo duas entradas nao-nulas por coluna

Propriedade 9 Seja A uma matriz de zeros, uns e menos uns. Se A € uma
matriz com no mdrimo um +1 e no mdximo um —1 em cada coluna, entdo A €

uma matriz de rede.

Prova: Suponhamos que A é uma matriz m xn e construa-se o grafo G = (V, E)

seguinte. O conjunto de vértices ¢ V = {0,1,2,...,m} e o conjunto de arcos é
E ={ej,ea,...,en} tais que, para cada j =1,2,...,m,
ej = (i,0) <= aj; =—1ea =0, para todo k # i

ej =(0,i) <= aj =+1eay =0, para todo k # i

€j (Z,k‘) — Qi = —1,ak]~ =41

Vamos mostrar que A é a matriz de rede gerada pelo grafo G e pela arvore
dirigida T' = (V, Ey), onde Ey = {(0,1),(0,2),...,(0,m)}, por esta ordem.
Seja j um qualquer indice de coluna da matriz A e seja e; o respectiva arco
no grafo G. Se e; = (i,0) entao observamos que a j-ésima coluna de A é o vector
caracteristico do caminho em 7' de i para 0. Se e; = (0, %) entao observamos que
a j-ésima coluna de A é o vector caracteristico do caminho em 7" de 0 para i. Se
ej = (i, k) entdo observamos que a j-ésima coluna de A é o vector caracteristico
do caminho em T de i para k. Concluimos que A é a matriz de rede gerada por
GeT. O

Portanto, pela Propriedade 9 e pelo Teorema 28, se A é matriz de incidéncia
vértice-arco de um digrafo, entdao A é TU. Este resultado também pode ser

demonstrado através do Teorema de Ghouila-Houri.

Teorema 37 Seja A uma matriz de zeros, uns e menos uns, com, no mdrimo,
dois elementos nao-nulos por coluna. Entio, A € TU se e s6 se A é uma matriz

de rede.

Prova: Uma das implicagoes decorre do Teorema 28. Para provar a outra

implicacao, suponhamos que A é TU e sejam [I,.J os conjuntos dos indices de
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linha e de coluna de A, resp. Pelo Teorema de Ghouila-Houri, existe uma
particao (I, 1) de I tal que
> ay - a;€{-1,0,1}  (jeJ) (4.4)
ielt i€l—
Seja A’ a matriz que resulta de A ap6s multiplicar por —1 todas as linhas ¢ € I~.
Por (4.4),

Z ag; + Z aj; = Z aij + Z (—aiy) €{-1,0,1} (G e€J). (45
iel+ iel- iel+ el
Seja j uma qualquer coluna de A’ com exactamente duas entradas nao-nulas,
a, ., a. . € {—1,1}. Entao, por (4.5),

1157 Ti2]
Z a;j + Z a;j = aglj + agzj =0 (4.6)

ielt iel—
isto ¢, a;,; e aj,; sdo simétricos. Pela Propriedade 9, A’ ¢ uma matriz de rede
e, pela Propriedade 4, A também é matriz de rede. O

Teorema 38 Seja A uma matriz de zeros, uns e menos uns, tal que cada coluna
contém no mdximo duas entradas nao-nulas. Entao, A € uma matriz TU se e

s0 se um adequado grafo nao-dirigido G € bipartido.

Prova: Primeiro, definimos o grafo G = (V, E). Sejam I e J os conjuntos dos
indices das linhas e das colunas de A, resp. O conjunto dos vértices V' é definido
por

V=ViuW

onde Vi ={v;:ie€l}eVo={v;: 4,k el i<k} O conjunto das arestas E ¢é
definido por
E=FUE,

onde, para todo i,k € I, com ¢ < k,

{vi,ur} € B1 <= existe j € J tal que agap; = +1

{vi,vir}, {vg, vir} € B2 <= existe j € J tal que a;ja; = —1

Note-se que, no segundo caso, (v, {vi, vk}, Vik, {Vik, Vk }, ) € um caminho em
G de v; para v, de comprimento 2.

(<) Suponhamos que G = (V, E) ¢é bipartido e seja (V*, V™) uma bipartigao
de V. Vamos mostrar que A é TU usando o Teorema de Ghouila-Houri. Seja

K C I qualquer e seja (K, K~) uma parti¢ao de K definida por

Kt={icK:v; eV}, K ={icK:v; eV}
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Seja j uma qualquer coluna de A[K]|. Se a coluna j possui um, ou menos,

elemento nao nulo entao

> ag— > ae{0,+1}. (4.7)
€Kt €K~
verifica-se trivialmente. Por isso, suponhamos que a coluna j possui duas com-

ponentes nao-nulas, a;; e axj. Entao,

aij+ag; seie Kt ke Kt

o ) i —akj sete KT, ke K~ 1o (4
Z Qij Z Qij a; —ap; sei€ K+ ke K- € {0,+2} (4.8)
€K+ i€eK—

—ajj+ag; sei€ K-, ke Kt

Suponhamos que i,k € K* ou i,k € K~. Como G é bipartido, nao existe
nenhuma aresta que una v; e vi. Decorre da definicao, que a;; e ag; sao de
sinais contrarios e, por isso, nestes dois casos, (4.8) é igual a zero. Suponhamos,
agora, que i € KT, ke K~ oui e K,k e KT. Se a;j e ai; tivessem sinais
contrarios, existiria um caminho em G de v; € V't (V™) para vy € V= (VT
resp.) de comprimento 2, o que ¢ absurdo porque G ¢ bipartido. Por isso, a;; e
ap; tém o mesmo sinal, pelo que (4.8) é igual a zero. Portanto, (4.8) é sempre
zero e, por isso, (4.7) decorre. Concluimos que (4.7) verifica-se para toda a
coluna j de A. Da arbitrariedade de K C I concluimos, através do Teorema de
Ghouila-Houri, que A é TU.

(=) Suponhamos que A é TU. Vamos mostrar que G ¢é bipartido. Pelo

Teorema de Ghouila-Houri, existe uma partigao (I, 17) de I tal que

Y ag— Y aye{0,£1},  (jeJ) (4.9)

elt iel-

Note-se que este somatorio é sempre constituido por apenas 0,1 ou 2 parcelas
nio-nulas. Consideremos a biparticio (V= VT UV, , V- =V UV, ) de V,
definida por

Vit ={vieVi:ielt}, Vi ={vieViiiel };
Vot ={vix € Va: ik € I, i <k}, Vo =W\ V5.
Seja e € E qualquer. Esta aresta e é de um de entre trés tipos:
(i) e={vi,vx}, comi,kel.
(i) e=A{vj,vix}, comikel, i<k.

(i) e={vk,vir}, comikel, i<k.
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No caso (i), e por definigao, existe j € J tal que a;jar; = +1, isto €, a;j e ay;
tém o mesmo sinal. Atendendo a (4.9), 7 e k estao em conjuntos diferentes na bi-
partigdo (I7,17) de I. Como e = {v;,vx}, concluimos que (v; € V;* e vy € V")
ou (v; € Vi ew € Vj). Por isso, e € §(VF). No caso (ii), e por definigio,
existe j € J tal que a;jar; = —1, isto ¢, a;; e ay; tém sinais contrarios. Aten-
dendo a (4.9), i e k estao no mesmo conjunto na bipartigao (I, 77) de I. Como
e = {vj, v}, concluimos que (v; € Vl+ e vig € Vy )ou (v; € Vi ewvy € Vyh).
Por isso, e € 6(V™1). No caso (iii), também se demonstra, de forma anéloga ao
caso (ii), que e € §(V1). Concluimos que E C §(V™1), pelo que G ¢é bipartido.
O

Este resultado permite concluir que existe um algoritmo polinomial para
averiguar se uma matriz A nas condigoes do Teorema 38 é TU, ou de rede uma
vez que estes dois conceitos sao equivalentes nas condigoes do Teorema 37. Basta
averiguar se um determinado grafo nao-dirigido é ou nao bipartido, grafo esse
cujos numeros de vértices e de arestas dependem apenas do ntimero de linhas e

do namero de colunas da matriz A.

com alguma coluna com pelo menos trés entradas nao-nulas

Seja A uma matriz de zeros, uns e menos uns. Denote-se por I, .J os conjuntos
dos indices de linha e de coluna de A. Podemos supér que cada linha ¢ de A
esta associada a um arco distinto a; de uma indeterminada arvore T' = (V, Ey).
Também podemos supor que cada coluna j de A esta associada a um arco a; de
um indeterminado digrafo G = (V| E) que partilha o conjunto de vértices com
T.

Uma tal matriz A serd uma matriz de rede se existir T' e existir G tal que
A seja matriz de rede gerada por G e por T. Por exemplo, A tera de ser tal
que cada coluna j de A, associada a um arco a; = (v, w) de G, define o vector
caracteristico do caminho em T de v para w. No préximo desenvolvimento
vamos supor que a matriz A possui pelo menos uma coluna com, no minimo, trés
entradas nao-nulas pois, caso contrario, estariamos nas condi¢ées dos Teoremas

37 e 38.

Condicao Necessaria

Vamos comegar por definir uma condi¢ao necessaria para que uma matriz A de
ZEeros, uns e menos uns, seja uma matriz de rede. Suponhamos que A é a matriz

de rede gerada por um determinado digrafo G = (V| E) e por uma determinada
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arvore dirigida T" = (V, Ey) e possui pelo menos uma coluna com, no minimo,
trés entradas nao-nulas.

Considere-se o grafo simples nao-dirigido G;, definido para cada i € I do
seguinte modo: o conjunto dos vértices é I \ {i} e o conjunto das arestas ¢é
definido do seguinte modo: {p, ¢} é uma aresta de G; se que existir algum j € J
tal que a;; = 0 e apjaq; # 0. Dito de outro modo, {p, ¢} é uma aresta de G; se
existir um arco a; = (v,w) de G tal que o caminho em T' de v para w usa os

!/ !/

p» (g 1NAs Nao usa o arco a;,. Note-se que, em particular, se {p, ¢} é aresta

de G; entdo aj, e ay pertencem & mesma componente conexa de T' — a.

Por hipétese, existe em T um caminho de comprimento maior ou igual que

arcos a

/
30
e, portanto, a; e a?c pertencem a componentes conexas diferentes em T — a;, que

trés. Sejam a’;, a;, aj; trés arcos distintos desse caminho com a; o arco intermédio
sao duas. Suponhamos, por absurdo, que existe em G; um caminho de j = vy

para k = v,., definido por

vo(e1)vi(e2)vy - - - vp—1(er) vy

Como e; = {vp,v1} ¢ uma aresta de G entdo a;, e a;, pertencem a mesma
componente conexa em T — a;-. Indutivamente,

/ / !/ !/

0 @ a a

a wir s Qo gy Qg

/

pertencem & mesma componente conexa em 1T — a;. Em particular, a;

e a
pertencem a mesma componente conexa em 1" — al, o que é absurdo.

Deste modo, concluimos que, se A é matriz de rede entéo existe um grafo G;,
com i € I, que é desconexo. De modo equivalente, se todos os grafos G;,7 € I,
forem conexos entao a matriz A nao é matriz de rede. No desenvolvimento que
se segue apresentaremos um fortalecimento da condigdo necesséria para A ser
matriz de rede.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que G é desconexo. Designemos
as componentes conexas de G (incluindo as componentes conexas triviais, i.e.,
os subgrafos de 1 constituidos por um tunico vértice e sem qualquer aresta) por
Cr, k € K, em que |K| tem valor igual ao nimero de componentes conexas de
G1. Defina-se

W = {j e J: aij 7& 0}, (4.10)

o suporte da linha 1 da matriz A; para cada i € I\ {1},
Wi:Wﬂ{jGJiaij#O}, (4.11)
a intersecgdo dos suportes das linhas 1 e ¢ da matriz A; e, para cada k € K,

U, = U W, =Wn U {jEJ:aU%O} , (4.12)
i€V (Cr) i€V (Ck)
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a uniao daqueles conjuntos W; subjacentes as linhas ¢, com 7 vértice da compo-
nente conexa Cj,.

Vejamos qual é a motivagao para estas defini¢oes supondo que se aplicavam
a uma matriz de rede. Cada coluna j de A estd associada a uma aresta a; =
{v,w} € E e define o vector de incidéncia do caminho em T de v para w, que
denotamos por caminho-j. Deste modo, podemos interpretar os conjuntos W,

W; e Ui como sendo,

W = {j € J: caminho-j passa pelo arco a}
W; = {j € J: caminho-j passa pelos arcos a} e a.}
Uy, = {j€J: caminho-j passa pelo arco a} e por algum arco a;, i € V(Cy)}.

Agora, construimos o grafo H = (Vi, Ey) com Vg = {Cr: k € K} e Eg o
conjunto das arestas {C,C;} sempre que Cy, # C; e

existe i € V(C) tal que Un(J\W;),UnW; #0, (4.13a)
existe j € V(C) tal que U N (J\W;), U. "W, #0. (4.13b)

Vejamos qual é a motivagao para esta definicdo do grafo H supondo mais uma
vez que se aplicava a uma matriz de rede. A condi¢do (4.13a) significa que
existe em 7T algum arco a;, com i € V(Cg), e existem dois caminhos-j que
passam ambos pelo arco af e por algum outro arco associado a V(C;), mas tal
que um passa por a, e o outro ndo. De igual modo, a condicao (4.13b) significa
que existe em T um arco a}, com i € V(C;), e pelo menos dois caminhos-j que
passam ambos pelo arco a} e por algum outro arco associado a V(Ci), mas tal

que um passa por a;- e o outro nao.

Teorema 39 Se A é uma matriz de rede (e G1 € desconexo) entao o grafo H

€ bipartido.

Prova: Suponhamos, portanto, que A é uma matriz de rede. Tal como o
definimos, o grafo H possui como vértices Vi = {Cr: k € K} e possui arestas
(Ck,C;) sempre que Cy, # C; e (4.13a) e (4.13b) se verificarem. Para provar que
H é bipartido vamos exibir uma biparticao de V.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que o conjunto dos arcos das duas
componentes conexas de T' — a) sao {ay,a5,...,a;} e {aj 1,0}, o,...,a,,}. Va-
mos comecar por provar que, sendo A uma matriz de rede, se T* é o subgrafo
de T — a} cujos arcos sdo E¥ = {al € Ey: i € V(Cy)} e cujos vértices sio as ex-
tremidades de todos esses arcos entdo T* é subarvore de uma das componentes
de T — a). Assim sendo, V(Cj) esta totalmente contido em {2,3,...,t} ou em
{t+1,t+2,...,m}.
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Note-se que V(C) C I\ {1} e, portanto, aj ¢ E*, o que imediatamente
implica que T* ¢ subgrafo de T — a}. Seguidamente, provaremos que T* ¢é
conexo. Sejam v, v’ dois quaisquer vértices distintos de Tk. Se existe um arco
ai € E* cujas extremidades sdo v e v’ entdo existe em 7% um caminho (nio
orientado) de v para v’. Caso contrario, existem dois arcos distintos de T*
denotados a;; e a; , tais que v é extremidade de a; e v é extremidade de a; .

Como 1,1, € V(Ci) e Cy, € conexo entao existe em C, um caminho de iy para

ip definido por ig(e1)iq(e2)ia - - - ip—1(ep)ip. Como ig,i1,...,iy € V(Cx), os arcos
ago,agl,...,a;p € E*. Vamos mostrar que, para cada r = 0,1,...,p— 1, o

caminho em T de agr até agTH ¢ constituido por arcos de E*, o que permitira
concluir que o caminho em 7' de a; para a;p (e, portanto, de v para v') é um
caminho em T*. Assim, seja r € {0,1,...,p — 1} qualquer. Como 4, e i,1 sio
adjacentes em C, e A é uma matriz de rede, existe um caminho-j em T que
passa por a; e aérﬂ e ndo passa por aj. Seja a; um qualquer outro arco deste
caminho-j. Como a coluna j de A tem elementos nao nulos nas posigoes i e i,
e zero na posigao 1, o grafo G possui a aresta {i,i,}. Por isso, i € V(Ci) pelo
que al € E* o que prova o pretendido. Da arbitrariedade de v e v’ concluimos
que T* & um grafo conexo e, por isso, T* é subarvore de uma das componentes
de T — af.
Agora, considere-se a bipartigao (Vj, V#) de Vi definida por

Vi ={Cr: V(C) €{2,3,...,t}} e Vi={Ch:V(C) C{t+1,t+2,...,m}}

e sejam Ci e C; dois quaisquer vértices distintos de H. Se V(Ci) e V(C;) forem
subconjuntos do mesmo conjunto entao T} e T; sdo subarvores da mesma com-
ponente de T'— a). Seja vy o vértice de T* mais proximo de a} em T e seja v;
o vértice de T! mais proximo de @} em T'. Estes dois vértices estdo definidos de
forma tnica e, além disso, verifica-se uma das situagdes seguintes: (i) o caminho
em T de vg para a} nao contém qualquer arco de T (i) o caminho em T de v,
para a)j nao contém qualquer arco em Tk,

Suponhamos que se verifica (i). Entao, todo o caminho-j que passa por a} e
por algum arco de T indexado por V(C;) usa todos os arcos de T* que estejam
no caminho em T de v, para v; e nenhum arco de T% que ndo esteja nesse
caminho. Por isso, para todo o arco a; de T* verifica-se U; C W; (quando esse
arco faz parte do caminho em T de v para v;) ou Uy N W; = (). Em qualquer
dos casos conclui-se que Ci, e C; ndo sdo adjacentes em H.

Suponhamos que se verifica (ii). De modo semelhante ao caso (i), mostrari-
mos que Ci e C; nao sao adjacentes em H. Fica assim demonstrado que H é um

grafo bipartido com biparti¢ao determinada pelos conjuntos Vé e V}ZI. O
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Condicao Suficiente

Vamos exibir uma condi¢do suficiente para que uma matriz A de zeros, uns e
menos uns seja uma matriz de rede. Naturalmente, mantemos a hipétese de que
A possui pelo menos uma coluna com, no minimo, trés entradas nao-nulas, caso
contrario, estarfamos nas condigdes dos Teoremas 37 e 38 (pagina 120). Sejam
G;,1 € I, os grafos definidos na subsecgao anterior e, sem perda de generalidade,
suponhamos que G é desconexo com componentes conexas Ci, k € K. Se nao
existir um tal grafo desconexo entao, como explicAmos antes, A nao é matriz de
rede.

Finalmente seja H = (Vy, Egr) o grafo definido na subsec¢ao anterior. Se
H néo é bipartido entdo, pelo Teorema 39, A ndo é matriz de rede. Por isso,
suponhamos que H é um grafo bipartido e sejam VI_lI e Vg[ os conjuntos que
formam a respectiva biparticdo dos vértices de H. Esta biparticao induz uma

bipartigao (K7, K2) do conjunto K com
Ki={kcK:CeVh} e Ko={kecK:C cVA}.

Para cada componente conexa Ci, k € K, denote-se por Ay a submatriz de
A constituida pelas linhas de A indexadas por {1} UV (Cj). Vamos apresentar

quatro lemas visando a demonstragao do seguinte teorema:

Teorema 40 Se algum dos grafos G; € desconexo (sem perda de generalidade,
digamos, G1) e, além disso, H € bipartido e Ay é uma matriz de rede para cada

k € K, entao A € uma matriz de rede.

Lema 10 Se Ay é uma matriz de rede representada pelo digrafo D* = (V¥ EF)
e pela drvore dirigida TF = (‘_/k,E’g), entdo, o arco de T* associado a linha 1

de Ay, € uma folha (ou arco terminal) em T,

Prova: Consideremos que E¥ = {a;:j € J} e Ef = {al:i € {1} UV (Cy)}.

' a’ € EF, que se liguem a extrem-

Pretendemos provar que nao existem arcos a;, j

idades diferentes do arco aj € Ef.
Por absurdo, suponhamos que existem tais arcos aj,a; com i,j € V/(Cy).
Como Cj, é conexo, existe um caminho em C de ¢ = vy para j = v, digamos,

00(61)1}1 (62)@2 e Ur—l(er)’l)r-

Como e; = {vp,v1} € uma aresta de Cj, entao, ai,o e %1 pertencem a mesma
componente conexa em TF — a} (veja-se o segundo paragrafo da subsecgao 4.1

onde se definiu G1). Indutivamente,

/ / / /

Uy Qogy s+ ooy Aoy 5 Gy
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pertencem & mesma componente conexa em TF — a}. Em particular, a) e a;

pertencem & mesma componente conexa em T% — a}, o que é absurdo. O

Lema 11 A relacdo de ordem "<” em Ky tal que k <[ se e s se k # [ e
(4.13b) verifica-se, isto é,

existe j € V(C;) tal que U N (J\W;), U, NW; #0,
€ uma relagao de ordem parcial.

Prova: Precisamos provar que a relacao “<” é anti-simétrica e transitiva.
Primeiro, provamos que < é anti-simétrica. Suponhamos, por absurdo, que
existem k,! € K distintos tais que ¥ < [l e [ < k. Entao, (4.13a) e (4.13b)
verificam-se para k e [ e, portanto, C, e C; sao vértices adjacentes em H, o que é
absurdo porque H é bipartido e k,l € K;. Agora, provamos que < é transitiva.

Consideremos h, k,l € K7 distintos quaisquer tal que h < k, isto é,

existe i € V(Cy) tal que UN(J\W;), Uy nW; #0 (4.14)
ek <1, isto é,
existe j € V(C;) tal que U N (J\W;), U, "W, #10 (4.15)

Como U, N W; # (0, entdao, por definigao de Uy, existe s € V(Cp) tal que
WsNW; # 0. Uma vez que W; C Uy , pois i € Ci, concluimos que Wy N U}, # 0.
Agora, se Uy N (J \ W) # 0 entao

existe s € V(Cp,) tal que U N (J\ W), U "Wy # 0. (4.16)

Por (4.14) e (4.16), concluimos que (4.13a) e (4.13b) verificam-se para h e k,
pelo que Cp e Cp sao vértices adjacentes em H. Isto é absurdo porque H é
bipartido. Por isso, Uy N (J \ Wy) = 0, ou seja, Uy € Wy. Como Wy C Uy,

concluimos que Uy, C Uy. Assim, por (4.15), concluimos que
existe j € V(C) tal que U N (J\W;), U, nW; # 10,
ou seja, h < I. Concluimos que < é transitiva e, portanto, “<” é uma relacao

de ordem parcial. O

Como “<” é uma relacao de ordem parcial em K7i, é possivel ordenar os

elementos de K1 = {ki,ko,...,ky} de tal modo que, para quaisquer k,,ks; €
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K que verifiquem k, < kg, entdo r < s (o reciproco nao é necessariamente
verdade). De modo semelhante, se define uma relagao de ordem parcial em
K5, e 0 que acabamos de afirmar também se aplica aos elementos de Ko =
{kpt1,kpt2,...,kg} com g = |K]|.

Por isso, suponhamos, sem perda de generalidade, que k; =14,1=1,2,...,q.
Entao, K1 = {1,2,...,p} e Ko = {p+ 1,p+2,...,q} e, em particular, para
quaisquer k,l € K; (ou k,l € Ks), k < [ implica k < [. Assim, de agora
em diante, C1,Ca,...,Cp e Cpr1,Cpya,...,Cq sao as componentes conexas de Gy

indexadas por K e Ko, resp., ou seja,

Vh =1{C1,Ca,...,C} e Vi ={Cpi1,Cpi2,...,Cq}-

Identificar “<” foi importante para estabelecer esta ordenagdo nos elementos de
Vi e VE.

Lema 12 Sejam j,7' € W e k € Ki. Se as colunas j e j' de A tém suporte
diferente do conjunto vazio em V(Cy) entdo, estas duas colunas tém o mesmo

suporte em

{1}UV(C)U...UV(Ck1).
Prova: Por hipotese, existem i,i € V(Cg) (podendo ser i = i') tais que
a;j, ayjr # 0. Pretendemos provar que
{te{1}UV(C1)U... UV (Ck_1): a;j # 0} =
= {ie{1}UV(C)U...UV(Cxt1): aijj» #0}.
Se k =1 entao (4.17) ¢ simplesmente {i € {1}: a;; # 0} = {i € {1}: a;5» # 0}

que coincide com {1} porque j,j" € W. Para o resto da demonstra¢ao vamos

(4.17)

supor que k > 1. Designemos por A o conjunto da esquerda em (4.17) e por B
o da direita. Como j,j" € W entao, a1j,a15 # 0 e, por isso, 1 € AN B. Logo,
(4.17) & equivalente a igualdade A\ {1} = B\ {1}. Por absurdo, suponhamos
que A\ {1} # B\ {1}, i.e., existe r € V(C;) UV (Ca) U...UV(Cr_q) tal que
arj # 0 e a,jy = 0 (sem perda de generalidade). Suponhamos que r € V((;)
para adequado [ € {1,2,...,k — 1}. Por defini¢ao de W, tem-se que j € W,
(porque ay; # 0 e arj # 0) e j° ¢ W, (porque ay; # 0 e a,5 = 0). Por outro
lado, j,j" € Uy porque j,j" € W e por causa da existéncia de i,i" € V(C) com
aij, apjr # 0. Assim, j € Uy, N W, e j' € Uy N (J \ W,.). Concluimos que

existe r € V((;) tal que U N (J\W,), U, "W, # 0.

Isto significa que k < [, o que implica, pelo exposto a seguir ao Lema 11, que
k < I, contradizendo 1 <[ < k — 1. Concluimos que A = B. O
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Lema 13 Sejam j,7' € W e k € Ky. Se as colunas j e j' de A tém suporte
diferente do conjunto vazio em V(Cy) entdo, estas duas colunas tém o mesmo
suporte em

{1} UV(Cor1) UV (Cpi2) U ... UV (Cp—1)-

Prova: Analoga & do lema anterior. O

Lema 14 Seja j € J\W. Entao, existe, no mdzimo, um k € K ={1,2,...,q}

tal que a coluna j da matriz A € nao-nula.

Prova: Suponhamos que existe k € {1,2,...,q} tal que a coluna da matriz Ay,
¢ nao-nula. Entdo, existe i € {1} U V(Cy) tal que a;; = £1. Mas a;; = 0, pelo
que i € V(C). Suponhamos, por absurdo, que existe ¥ € {1,2,...,q} tal que
k' # k e a coluna j da matriz Ay é ndo-nula. Isto é, existe i’ € {1} UV (Cy)
tal que ay; = 1. Como ay; = 0, concluimos que ¢ € V(Cjr). Assim, temos
aij = 0 e a;j = ayj # 0, pelo que {i,7'} é uma aresta de G;. Isto é absurdo

porque Ci e Cx sao duas componentes conexas distintas em Gj. a

Prova: (do Teorema 40) Consideremos as seguintes submatrizes da matriz

A:
AT =A[{1IJUV(C)U...UV(C)] e A" =A{1}UV(Cpi1)U...UV(Cy)

Toda a linha da matriz A é linha de uma destas matrizes e apenas uma linha é
comum, a linha 1. Comecamos por mostrar que AT e A~ sdo matrizes de rede.
Por facilidade de notagao, denote-se V(Cp) = {1}. Vamos provar através do

método de indugdo matemética que

A matriz AT = A[V(Co) UV (C1) U...UV(Ck)| é uma matriz de
rede representada por um digrafo D* e por uma arvore dirigida T*
tal que o vértice origem do arco de T* correspondente & linha 1
tem grau um em T*.

(4.18)

proposicio mateméatica que vamos designar por P(k). Se k = 0 entdo A? =
A[{1}], que é trivialmente uma matriz de rede representada pela arvore dirigida
TY constituida por dois vértices e apenas um arco ligando esses dois vértices, e
um digrafo D° constituido apenas por repeticoes desse mesmo arco, inversoes e
lacetes.

Consideremos k € {1,2,...,p} qualquer e suponhamos que P(k — 1) & ver-

dade, como hipotese de inducdo. Em particular, a matriz A¥~1 & uma matriz
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de rede representada por uma arvore dirigida TF=1 = (V*~1, Egil) e por um
digrafo D*=1 = (Vk=1 EF=1). Denote-se

EFl={aj:jeJ} e Eil={a:icV(C)UV(C)U...UuV(C1)}

Seja a) = (vg,v1) € Egil, o arco de TF~1 associado & primeira linha de A*~1
(e de A). Pela hipotese de indugao, o vértice vg tem grau um em Tk=1,

Por outro lado, e pela hipotese enunciada neste teorema, a submatriz Ay é
uma matriz de rede representada por uma arvore dirigida 7% = (V*, E¥) e por
um digrafo D* = (V¥ EF). Denote-se

EF={aj:jeJ} e Ef={a,:ic{1}UV(C)}.

Seja @) = (vp, 1) € EX o arco de T* associado a primeira linha de Ay (e de A).
Pelo Lema 10, @} é uma folha em T*. Sem perda de generalidade, Ty tem grau
um em T* (recorde-se a observagio 1).

Seja aj = (r,s) € E*=1 qualquer. Por definicio, j € W se e s6 se o caminho
nao-dirigido de r para s passa por aj. Como vy tem grau um em T*=1 entao,

isto s6 é possivel se r = vg ou s = vg. Portanto,

JEW & v é extremidade de a;. (4.19)
Pela mesma razao, para qualquer a; € EF,

jeEW & 7 ¢ extremidade de a;. (4.20)

Vejamos agora o que pode acontecer se j € J \ W. Neste caso, aj; = 0. A

coluna j de A¥~!, que denotaremos por (A*~1) j» €, amenos de trocas de linhas,

igual a
) Al
AV (cy) AV (),
Ay, = | AVE) | = | AV
avee) |, | Aaveo,

Pelo Lema 14, podemos concluir que: ou (A¥71); = 0 ou (Ag); = 0. Portanto,
j¢W = ajoua; é um lacete. (4.21)

Seja j € W tal que a coluna j de Ax tem suporte diferente do vazio em
V(C). Por (4.19), a; ¢ da forma (vg,w) ou (w,vp), para algum w € VF=1\
{vo} (note-se que w # vy porque ai; # 0). Agora, seja j/ # j tal que a
coluna j" de Ay tenha também suporte diferente do vazio em V(Cy). Pelo Lema
12, [(AF=1);] = |(A¥1);|. Como A*~! ¢ uma matriz de rede, isto significa
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que (AF1); = (AF1); ou (AF1); = —(AF~1); (ver observagdo 2), pelo que
também a; ¢ da forma (vo,w) ou (w,vp), para o mesmo w que caracteriza a;.
Assim, concluimos que existe, e é tinico, w € V*¥~1\ {vg} de modo que, para

todo j € W tal que a coluna j de Ay tem suporte nao-vazio em V(Cy),
a; € {(vo, w), (w, vo)}- (4.22)

Finalmente, estamos em condicoes de construir a arvore dirigida T% =
(VF EE) e o digrafo D¥ = (Vk EF) de modo a que P(k) seja verdade. A
arvore dirigida T ¢ construida com base em T#~! ¢ TX do seguinte modo:
primeiro, considere-se a arvore que resulta de 7% por remocao de ay = (vo,01).
Se existe pelo menos uma coluna j € W de Ay que tem suporte ndo-vazio em
V(Ci) entdo, seja w € VF71\ {vy} o vértice que satisfaz (4.22). Se todas as
colunas j € W de Ay tém suporte vazio em V(Cy) entdo, considera-se w = v;.
A arvore T* ¢ a arvore que decorre da reunido das arvores TF~1 e TF\ {a@}}
fazendo coincidir o vértice w de T*~1 com o vértice 7, de T*. Veja-se a Figura

4.1. Mais precisamente, denotando 71 = w,

VE= (T UVE\{Bo} e E*=(E"'UE")\{a}.

Figura 4.1: construcio de T*

O digrafo D¥ é construido do seguinte modo: denote-se EF = {aj:j e J}

Seja j € J qualquer. Verifica-se uma de quatro situagoes possiveis:

i) JeW e A[V(C=0;
i) jeW e A[V(Cy #0;
i) j¢W e a;élaceteem DFL;

iv) j¢W e a;élacete em DF .

(
(
(
(
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Nos casos (i) e (iv), faz-se aj = a;; no caso (iii) faz-se a] = a;. Finalmente,
considere-se o caso (ii). Seja w € V =1\ {vg} tal que (4.22) verifica-se. Por

outro lado, por (4.20), existe 7 € V¥ \ {7} tal que
a; € {(Fv 'DO)? (1_]07 f)}

Por isso, se a; = (vo,w) entdo faz-se aj = (vo,7); se aj = (w,vp) entdo faz-se
a; = (T, v0).

Estando completa a caracterizacdo de D* e T*, falta agora mostrar que A*
¢ matriz de rede representada por essas estruturas. Seja aj um qualquer arco de
DF. Se a; for definido por (i) ou (iv) (isto &, a; = a;) entdo, o caminho em T*
ligando as extremidades de aj esta totalmente contido em T%~! e permanece

inalterado em T%. O seu vector caracteristico em T* é precisamente

- : [ [0se (iv) |
AV (o) {1t
AV (C1)] AV(C
(Ak)j _ _ [ ( 1)]]
AV (Cr-1)] :

Se a; foi definido por (iii) (isto ¢, aj = a;) entao, o caminho em T* ligando

as extremidades de a;“- esta totalmente contido em T% e permanece inalterado

em T%. O seu vector caracteristico em T* & precisamente

AVvEe] 17 1 0T
AV (C))] 0;
(4); = : = :
A[V(Ch-1)] 0;

Aven) |, LAVE);

Finalmente, suponhamos que a;f é definido por (ii). Neste ultimo caso, temos
que considerar duas possibilidades: a; = (vg, w) ou a; = (w,vy). Se a; = (vo, w)
entdo aj = (vo, 7). Além disso, s6 pode ser a; = (0o, 7). O caminho em TF de
vy para 7 é constituido por dois subcaminhos, um de vy para w e outro de
w = v; para 7, e cada um destes subcaminhos estdao totalmente contidos em
TF1 e Tk\ {a}}, resp. O vector caracteristico do caminho em T* de vg para 7

é precisamente

A[V(Co)] A[V(Co)l;
AV (C1)] AV (C1)];
(A%); = : = : (4.23)
AV (Cr-1)] AV (Cr-1)];
AV (Cr)] ], AV (Ck)l;
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Se a;j = (w,vp) entdo aj = (7,vp) e s6 pode ser a; = (7,79). A caracterizagao
do vector caracteristico do caminho em T* de 7 para vy coincide com (4.23).

Fica assim completa a demonstracao de que A* é uma matriz de rede. Além
disso, o arco associado & linha 1 da matriz A* é (vg,v1) que, por construcio, é
tal que vy é um vértice de grau um em T*. Fica, assim, concluida a veracidade
de P(k). Pelo principio de indugdo matematica, P(k) é verdade para todo
k =0,1,2,...,p. Em particular, P(p) ¢ verdade, i.e., a matriz AT (= AP) é
uma matriz de rede representada por uma arvore T+ = (VT Ef) (= TP) e
um digrafo DT = (V*, Et) (= DP) tal que o vértice origem do arco de T+
correspondente & linha 1 é um vértice de grau 1.

De modo muito semelhante, concluiriamos que a matriz A~ é uma matriz de
rede representada por uma arvore T~ = (V~, E;) e um digrafo D~ = (V~,E7)
tal que o vértice terminal do arco de T~ correspondente a linha 1 é um vértice
de grau 1.

Estamos agora em condigdes de definir a arvore dirigida T' = (V, Ey) e o
digrafo D = (V, E) que representarao a matriz A. Denote-se

Et={af:jeJ}|, E-={a;j:je ]}
e também
Ef ={af:ie{1}JuV(C)U...UV(Cy)} e
Ey ={a;: i€ {1} UV(Cpt1)U...UV(Cy)}
A arvore T é a arvore que decorre da reunidao das arvores T e T~ fazendo
coincidir o arco @ = (vd,v]) € Ef com o arco a; = (v5,v;) € E, e os

respectivos vértices extremidades. Veja-se a Figura 4.2. Mais precisamente,

V=VtuVv- e Ey=(Ej UE;)\{a;}

Antes de explicitar a matriz D, vamos demonstrar duas propriedades, nomeada-
mente (4.24) e (4.25) abaixo. Como vy ¢é vértice de grau um em T e vy é
também vértice de grau um em 7'~ entdo, de forma analoga a prova de (4.19),

também se mostra que

j €W = v éextremidade de aj e vy € extremidade de a; (4.24)

Por outro lado, para cada j € J\ W, tem-se, a menos de trocas de componentes,

0
AV (E)); AV (Cpen)];
(At); = | AVl | e (A7) = | AlV(Cor2)l;
L AV©)) | LAV, |
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Figura 4.2: construcao de T’

Entéo, pelo Lema 14, podemos concluir que: ou (AT); = 0 ou (A7); = 0.
Portanto,

. + —
j¢ W = aj oua; éum lacete (4.25)

O conjunto de arcos £ = {a;: j € J} do digrafo D sao definidos do seguinte

modo: seja j € J qualquer. Verifica-se uma de trés situagoes possiveis:

: : + 4 + .

(i) J¢&W e a; élaceteem DT ;

(i) Jj¢&W e a; ¢élaceteem D™ ;

(i) jeW.
No caso (i), faca-se a; = aj. No caso (ii), faga-se a; = a; . Finalmente, conside-
se o caso (iii). Por (4.24), existem r* € VT e s~ € V™ tal que

af €{(vg,r"). (" vg)} e ay €{(vr,s7) (s vp)}

Se a;r = (vg,r") entao faga-se a; = (s=,rT); se a;r = (r7,v§) entdo faga-se
aj = (rt,s7).
Vamos agora mostrar que A é a matriz de rede representada por T' e D. Seja

a; um qualquer arco de D. Se a; for definido por (i) (isto é, a; = aj) entdo, o

caminho em T ligando as extremidades de a; esta totalmente contido em T e
permanece inalterado em T'. O seu vector caracteristico em T é precisamente a

coluna j de A, ou seja,

[ ;4[1] | 0
A LUlV(CZ) ] —| 4 [Lp) V(c,)}
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Se a; for definido por (ii) (isto ¢, a; = a; ) entdo, o caminho em 7' ligando as
extremidades de a; estd totalmente contido em T~ e permanece inalterado em

T. O seu vector caracteristico em T é precisamente a coluna j de A, ou seja,
[ A[1] ] 0
p
A|0ve) 0,
i=1
q
U vi(G)

i=p+1

LqJ V(C:) A

i=p+1

A

, J
=J

Finalmente, suponhamos que a; é definido por (iii). Neste ultimo caso,

: i C oot (ot +_ +
temos que considerar duas possibilidades: a; = (v ,7T) ou aj = (r*,vg). Se
A 5o (e
a;j = (vy,r") entdo a; = (s7,

caminho em T de s~ para 7' é constituido por dois subcaminhos, um de s~

r*). Além disso, s6 pode ser a; = (s7,v1). O

para v, = v0+ e outro de v, = vo+ para r™. Cada um destes subcaminhos estao
totalmente contidos em 7~ —ay e T, resp. O vector caracteristico do caminho

em T de s~ para r' é precisamente a coluna j de A, ou seja,

i AL 7 1

A

A Lﬁl V(Ci)]

U v

i=p+1

=7

Se af = (r*,v) entao a; = (r*,s7)

A

e s6 pode ser a;

LC.IJ V(Ci)

i=p+1

J

J

(4.26)

= (v],s7). A caracter-

izacao do vector caracteristico do caminho em 7' de r™ para s~ coincide com

(4.26).

Fica assim completa a demonstracao de que A é uma matriz de rede, o que

conclui a prova deste teorema.

a

Estamos agora em condigoes para enunciar o algoritmo para reconhecimento

de matrizes de rede.
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Algoritmo R(M) (1/1)
Input: Uma matriz M de zeros, uns e menos uns.
Output: Verdadeiro se M é matriz de rede.

Falso se M nao é matriz de rede.
Iteragao Genérica:

Passo 1: Seja I o conjunto dos indices das linhas de M e seja J o
conjunto dos indices das colunas.
Se cada coluna de M contém, no maximo, duas entradas
nao-nulas
entao constroi-se o grafo G = (V, E) com

V:{’UiZiEI}U{’UikZZ',kGI, i<k}, E=F UE,
onde, para todo i,k € I, com i < k,

{Ui,’Uk} € El = El] e J: A;jAQK; = +1
{’Ui’vik}a {Ukavik} € by & Jjed: AijQk; = —1;
Se G é bipartido

entao R:= Verdadeiro; STOP.
senao R:=Falso; STOP.

Passo 2: Para cada indice de linha ¢ = 1,...,m, constroi-se
o grafo G; = (V;, E;) com

Vi={1,2,....m}\ {i} e
E;, ={(p,q): ai; =0e apjaq; #0, para algum j € J };

Se todos os grafos G; sao conexos
entao R:=Fulso; STOP.

Passo 3: Sejai € {1,2...,m} tal que G; é desconexo.
Sejam Cq,Ca, . ..,C, as componentes conexas de G; e
definam-se os seguintes conjuntos:

W:{jEJ:alj#O}, VVi:Wﬂ{jGJSCLij#O},

e U.= U Wy
i€V (Cx)

Construa-se o grafo H = (V,E) com V = {Cx: k € {1,2...,p}}

e FE o conjunto das arestas {Ci,C;} sempre que Ci # C; e
BeV(C): UNUJ\W,), UnW, #0,
EJGV(CZ) Ukﬂ(J\Wj),UkﬁWJ 7&@

Se H nao ¢ bipartido

entao R:=Fulso; STOP.
senao R:=(R(M;) e R(M3) e ... e R(M,)) com

My = M{1}UV(C)], k=1,2,...,p.

Figura 4.3: R(M)
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Para provarmos que o algoritmo R descrito na Figura 4.3 funciona e em

tempo polinomial, necessitamos do seguinte resultado:

Lema 15 Para quaisquer m > 3, t > 2 e para quaisquer 2 < mq,ma, ..., my <

m—1commi+ma+...+my =m-+p—1, temos que
mt+mit mb mZ‘H < m'tL (4.27)
Prova: Comegamos por provar que para todo m >4 e 2 <m; < m — 2 tem-se

(@) m; < my — 1 (4.28)
m

parai=1,2...,p. Ora (4.28) é equivalente a

m—\/m2—4m< <m+\/m2—4m

m? —mm;+m<0 < 5 Smy < 5 )
onde, note-se,
m —vVm? —4m m -+ vm?2 —4m
<2 e >m —2

2 - 2 -
pois m > 4. Por isso, (4.28) verifica-se.

Seguidamente, provamos que para todom >3 e 2 <m; < m — 1 tem-se

m;\ 2
(*Z) m; <m; — 1,

m
parai=1,2...,p. Ora,se m >4 e 2 <m; <m — 2 entao,

m;\ 2 m;
(—) m; < —m; <m; — 1
m m

resulta de (4.28). Se m = 3 ent@o m; = 2 e para esse caso temos

2 2\ 2
(—ml> m; = | = :§§1:mi—1.
m 3 9

Finalmente, se m > 4 e m; = m — 1 entao

() m = () o

m3 —3m2+4+3m—1

m
3 1
m m

< m—34+1=m;—1.
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Por isso,

mi 2 ma\ 2 My 2
< 1+(—1> m1+(—2) m2+...+(—”) my
m m m

< 1+ ((mi—1)+(me—1)+...+(mp—1))

= 1+[m+p—1)—p =m,

pelo que (4.27) decorre, apés multiplicagdo de ambos os membros da desigual-

dade anterior por m!. O

Teorema 41 FExiste um algoritmo que testa se uma dada matriz é de rede ou

nao em tempo polinomial.

Prova: Seja M uma matriz de zeros, uns e menos uns, com m linhas e n colunas
e consideremos o algoritmo R descrito na pagina 136. No Passo 1, temos de
verificar primeiro se cada coluna de M contém, no maximo duas entradas nao-
nulas; isto tem tempo computacional O(mn). Em seguida, temos de verificar se
o grafo G do algoritmo R, com m + C3" vértices e, no maximo, 2 x C3* arcos, é
ou nao bipartido, conforme os Teorema 37 e 38. Averiguar se um grafo (V, F) é
bipartido, pode ser resolvido em tempo O(|E|) (por um algoritmo de rotulagao
das arestas) o que, no nosso caso, da O(m?). Concluimos que o Passo 1 do
algoritmo R tem tempo O(m?n).

No Passo 2, temos de construir os grafos G; ¢ = 1,...,m com m — 1 vértices
e, no maximo, C’;n*l arestas cada. Cada grafo GG; pode ser construido em
tempo O(an) e, portanto, todos os grafos GG; podem ser construidos em tempo
O(m3n). Em seguida, temos de verificar se existe algum grafo G; desconexo.
Averiguar se um grafo (V, E) é conexo, pode ser resolvido em tempo O(|E|)
(também por um algoritmo de rotulagao). No nosso caso, para cada grafo Gj,
da um tempo de O(m?) e, portanto, para todos os G;, d4 um tempo de O(m?).
Concluimos que o Passo 2 do algoritmo R tem tempo O(m?n).

No Passo 3, temos que formar as componentes conexas de um dos grafos G;
(desconexo). Isto pode ser feito no mesmo tempo dispendido para verificar se
um dado grafo é conexo. No nosso caso, di O(m?). O conjunto W, os varios
conjuntos W; e todos os conjuntos U, podem ser construidos em tempo O(mn?).
Em seguida, constroi-se o grafo H. Podemos verificar se um par de vértices de
H forma uma aresta em H em tempo O(mn?). Portanto, para podermos fazer

a verificagao em todos os possiveis pares de vértices (no maximo, m — 1 vértices
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e, portanto, no maximo, Cénfl pares de vértices) poderemos precisar de um
tempo O(m3n?). Em seguida, temos de verificar se H ¢é bipartido. Se H nao
é bipartido entao, pelo Teorema 39, M nao é matriz de rede. J& vimos que
averiguar se um grafo (V, E) é bipartido, pode ser resolvido em tempo O(|E|), o
que, para H, dara O(m?). Somando todos os tempos parciais, concluimos que,
até imediatamente antes de se formarem as matrizes My, o Passo 3 do algoritmo
R tem tempo O(m3n?). Somando ainda os tempos dos Passos 1 e 2, obtemos
O(m3n?). Por isso, existe uma constante C' > 0 tal que o tempo computacional
do algoritmo R empregue nas tarefas a executar até se formarem as matrizes
M, & limitado por Cm?n3. Pelo Teorema 40, se H néo é bipartido entdo, M nao
¢ TU. Caso contrario, M é TU se e s6 cada uma das matrizes M}, do algoritmo
R for de rede.

Vamos mostrar por indugao em m que o algoritmo R emprega um tempo
computacional limitado por Cm*n3 até decidir se M é ou nao matriz de rede.
Suponhamos que isto é verdade para uma qualquer matriz com m’ < m linhas
e n colunas. Se m < 2 entdo, o algoritmo termina, no méximo, no final do
Passo 1 e o tempo das tarefas até ai executadas é, como vimos, limitado por
Cm3n3 e, por isso, também por Cm*n3. Suponhamos que m > 3 e denotemos
my = m(My,), para cada matriz M. O tempo do algoritmo R aplicado & matriz
M ¢é a soma de duas partes: primeiro, o tempo para executar as tarefas até antes
de se formarem as matrizes My, k =1,2,...,p e, segundo (se for caso disso), o
tempo necessario para verificar a seguir se cada uma das submatrizes M} de M
é ou nao de rede. Esta tltima parte de tempo é a soma de p parcelas de tempo,
cada uma o tempo para verificar se uma dada matriz M é ou nao de rede. Por
hipétese de indugao, o tempo total que o algoritmo R emprega a decidir se M

é ou nao de rede, é limitado por
Cm?n3 + (Cmin® + Cman® + ... + Cm;‘;n?’) < Cmn?,

pelo Lema 15. O

4.2 Reconhec. de uma matriz Total. Unimodular

Nesta secc¢ao, vamos recordar o algoritmo de R. Bixby (entre outros) (Greenberg,
1982) que averigua a Unimodularidade Total de uma dada matriz de zeros, uns
e menos uns. Claro que, o calculo de um ntmero finito de subdeterminantes
permitiria chegar a essa conclusao, mas o algoritmo que aqui recordamos nao
necessita de um tao elevado ntimero de operacoes pois pertence a classe dos

algoritmos polinomiais.
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Decomposicao de uma matriz

Nesta subsecgao, vamos mostrar que existe um algoritmo polinomial que, para
uma matriz M de dimensao m x n, com m +n > 8, determina uma matriz M’,

obtida de M por trocas de linhas e/ou colunas, tal que

w-[4 2]

C D

p(B)+ p(C) & o menor possivel e, quer na matriz A quer na matriz D, o nimero
de linhas somado com o ntmero de colunas ¢ maior ou igual que 4. Este algo-
ritmo, juntamente com o algoritmo para reconhecimento de matrizes de rede ja
descrito, sera incorporado num algoritmo de reconhecimento da Unimodulari-

dade Total, que descreveremos mais adiante.

Lema 16 Seja M uma matriz m x n e consideremos X = [I M], sendo I a
matriz identidade. Para cada conjunto de trocas de linhas e/ou colunas que,

aplicadas a M, permitem obter uma matriz

A B
I _
M = [ c D} (4.29)
tal que,
quer na matriz A quer na matriz D, o numero de linhas (4.30)

somado com o numero de colunas € maior ou igual que 4,

€ possivel exibir um conjunto de colunas Y C X tal que
Y| >4, |X\Y| >4, YNLYNM#0, I\Y,M\Y #0. (4.31)
e vice-versa. Neste caso,
p(B) + p(C) = p(Y) + p(X \ ¥) —m. (4.32)

Prova: (=) Por hipotese, A = Mgy com K C {1,2,...,m}eL C{1,2,...,n}.
Seja Y C X definido do seguinte modo: Y NI é o conjunto das colunas da matriz
identidade indexadas por K; Y N M é o conjunto das colunas de M indexadas
por L. Verifiquemos que Y satisfaz (4.31). De facto, YNI,Y N M # 0 e
I\Y,M\Y # 0 trivialmente. Além disso,

Y=Y NIl+|YNM|=|K|+|L|l >4

IX\Y| = |I\Y|+|M\Y|=m—|YNI|+n—|YNM|=(m—|K|)+(n—|L|) > 4.
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Por isso, Y verifica (4.31). Agora, consideremos as submatrizes Y ¢ X \ Y. Se

sobre estas matrizes efectuarmos as mesmas trocas de linhas que se efectuaram

ao passar de M para M’ obtemos as seguintes matrizes

el 1ol

p(Y) =Y 0I[+p(C) e p(X\Y)=I[I\Y|+p(B)=m—[Y NI|+p(B).

resp. Por isso,

Logo,
p(Y) + p(X\Y) =m+ p(B) + p(C).

(<) Seja Y C X a satisfazer (4.31). Efectuem-se as seguintes trocas de

linhas e colunas sobre a matriz X:

(a). Troquem-se as colunas de X de modo a que YN M # () sejam as primeiras

colunas imediatamente ap6s a matriz identidade.

(b). Troquem-se as linhas de X de modo a que Y NI # () sejam as primeiras

linhas da matriz (se olharmos apenas apenas para as primeiras m colunas).

Denote-se por M’ as tltimas n colunas da matriz assim obtida e considere-se
que M’ esta particionado tal como em (4.29). Em particular, A = M}, ¢ uma
matriz com |Y N I] linhas e [V N M| colunas, e D = Mf; é uma matriz com
m — |Y N I| linhas e n — |[Y N M| colunas. Por hipotese,

K|+ |L| =Y NI+ |YNnM|=|Y|>4
(§]
K|+ |Ll=m—=|YNI)+n—-|YNM|)=|I\Y|+|M\Y|=|X\Y]|>4.

Logo, a matriz M’, assim definida, satisfaz (4.30). Além disso, depois das
operagoes anteriores de troca de linhas e colunas na matriz M, a matriz M’

obtida pode ser particionada nas seguintes duas submatrizes
1 A 0 B
oc|] © |1 D
sendo a caracteristica da primeira igual a p(Y") e a caracterisca da segunda igual
ap(X\Y). Porisso, p(Y)=|YNI|+p(C)ep(X\Y)=I|I\Y]|+p(B). Logo,
p(B) +p(C) = p(X \Y) = [I\ Y]+ p(Y) = [Y N I| = p(X \ Y) + p(¥) = m.

Concluimos que a matriz M’ satisfaz as propriedades desejadas. O
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Lema 17 Seja M wuma matriz m X n e consideremos X = [I M|, sendo I a
matriz identidade. E possivel exibir um conjunto de colunasY C X satisfazendo
(4.31) se e s6 se € possivel exibir S, T C X disjuntos satisfazendo S CY C X\T
e

|S| =4, |T| = 4, SNI,SNM=#0, TnNI,TNM#{. (4.33)

Prova: (<) Sejam S,T C X disjuntos satisfazendo S CY C X \ T e (4.33).
Como S CY e |S| =4 entao |Y| > 4. Analogamente, como 7" C X \ 'Y (pois
YCX\T)e|T|=4entao | X \Y|>4. Além disso, como S C Y,

DA£SNICYNI, 0#SNMCYNM
pelo que Y NI, Y N M # (. Por outro lado, como T'C X \'Y,
DATNIC(X\Y)NI=I1\Y, 0ATNMC(X\Y)NM=M\Y,

pelo que I\ Y, M \'Y # (. Concluimos que Y satisfaz (4.31).

(=) Reciprocamente, seja Y satisfazendo (4.31). Seja S C X constituido
por quaisquer quatro elementos de Y (note-se que |Y| > 4) tais que um deles
pertenga a I e o outro pertenga a M (note-se que Y NI, Y N M # (). Consid-
eremos também 7" C X constituido por quaisquer quatro elementos de X \ 'Y
(note-se que | X \ Y| > 4) tais que um deles pertenga I \ Y e o outro pertenga
a M \Y (note-se que I\ Y,M \'Y # ()). Por construgdo, S e T verificam
(4.33). Como S CY eT C X\Y (ousejaY C X\T), entdo, SNT =0 e
SCY C X\T, o que conclui a demonstragao. O

Pelos Lemas 16 e 17, determinar uma decomposicao (4.29) da matriz M
nas condigoes (4.30) tal que p(B) + p(C) é o menor possivel, é equivalente a
exibir S,7 C X disjuntos a satisfazer (4.33) e um conjunto Y tal que S C
Y CX\Tep¥)+pX\Y) (= p(B)+ p(C) —m, por (4.32)) é o menor
possivel. Seguidamente, vamos exibir um algoritmo polinomial que serd usado

na determinacgao deste conjunto Y.

Teorema 42 Seja X uma colec¢ao de colunas e S, T C X disjuntos. Existe um
algoritmo polinomial que determina o valor dptimo e uma solugdo dptima para

o sequinte problema de optimizacao,

min p(Y) +p(X\Y)

ssa SCYCX\T. (4.34)

Prova: Seja A= X\ (SUT) e sejam

Fi={FCA:p(FUS)—|S| = |F|}, Fo={FCA:p(FUT)~[T| = |Fl}.
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Os pares (A, F1) e (A, Fa) sdo matroides sendo as respectivas fungoes carac-

teristicas definidas por
r(F) = p(FUS)—|S|, ro(F)=p(FUT)~[T], (FCA).

Pelo Teorema da caracterizagado min-max da intersegao de matroéides (citar),

max |I| [ min i (F)+r2A\F) (4.35)
sa. leFNF [ | sa FCA '

Temos que

ri(F) +r2(ANE) = p(FUS) —[S|+p((A\NF)UT
= —ISI =TI+ p(FUS) +p
= —|S[=|T|+p(FUS)+p

= —[SI=[T[+p(FUS)+p

) =T
(XN (SUT)\ FIUT)
(XN (FUS)H\TIUT)
(

)Y
(
(
(X\(FUS))

X
X
\

poisT C X e FUS e T sao disjuntos. Por isso, o problema de minimizagao em

(4.35) pode escrever-se como

min —|S| — |T|+ p(FUS)+ p(X \ (FUS)) }
s.a. FCA

_ {—wr+ﬂ+mmpav+MX\Y>
- sa. SCYCXN\T.
O problema de minimizacgao em (4.35) é equivalente ao problema (4.34) e as
respectivas solugoes 6ptimas estao relacionadas através de Y = FU S.
E possivel determinar em tempo polinomial, em | X| e no nimero de compo-
nentes de cada coluna de X, o valor 6ptimo e uma solugao 6ptima para cada um
dos problemas em (4.35) pelo algoritmo para a determinacao do conjunto inde-

pendente em dois matréides de méxima cardinalidade proposto por Edmonds
(Cunningham & Edmonds, 1980). O

Agora, o nosso objectivo é mostrar como é que o algoritmo referido no Teo-
rema 42 permite encontrar M’ nas condig¢oes do inicio desta subsec¢ao em tempo
polinomial. Isto serd formalizado no Teorema 43. Para isso, precisamos do

seguinte lema.

Lema 18 Seja M wuma matriz m X n e consideremos X = [I M], sendo I a
matriz identidade. Se | X| =m +n > 8 entao o nimero de pares de conjuntos
de colunas de X disjuntos (S,T') a satisfazer (4.33) €

%mn(m—1)(n—1)(m+n—4)(m+n—5)(m+n—6)(m+n—7) = O(|X[%). (4.36)
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Prova: Escolhamos uma coluna de I e outra coluna de M para formar S, pois
S devera ser tal que SNI, SNM # (). Temos m X n possibilidades. Em seguida,
escolhamos uma outra coluna de I e uma outra coluna de M para formar T,
pois T' devera ser tal que T'NI, TNM # (). Temos (m—1)(n—1) possibilidades.
Depois, das m+mn — 4 restantes colunas, escolhamos duas quaisquer para formar
S tal que |S| = 4. Temos Cgl+”_4 possibilidades. Por fim, das m +n — 6
restantes colunas, escolhamos duas quaisquer para formar T tal que |T| = 4.

m+n—6
02

Temos possibilidades. Logo, o ntmero de pares de colunas distintas

(S,T) a satisfazer (4.33) é
(mn) x [(m — 1)(n — 1)] x G4 x Cprtn=s,

que é igual a (4.36). O

Teorema 43 Seja M wma matriz m X n, com m +n > 8, e consideremos
X =[I M], sendo I a matriz identidade. Entao, existe um algoritmo polinomial
que determina uma matriz M', obtida de M por trocas de linhas e/ou colunas,

tal que

(4.37)

w-[4 2]

C D
com, quer na matriz A quer na matriz D, soma do numero de linhas com o

nimero de colunas maior ou igual que 4 e p(B) + p(C) o menor possivel.

Prova: Pelo Lema 17, existe um par de conjuntos de colunas de X disjuntos
(S,T) a satisfazer (4.33). Além disso, note-se que cada problema (4.34) tem
sempre solucao 6ptima porque S é admissivel e o ntimero de solugoes é finito.
Por isso, seja (S*,T*), com S*,T* disjuntos, um par que satisfaz (4.33) e Y*
uma solu¢ao 6ptima de (4.34) para (S,T) = (S*,T*) tal que o valor 6ptimo
p(Y*) 4+ p(X \Y™*) é o menor possivel entre todos os pares (S, T') que satisfazem
(4.33). Pelo Lema 18, podemos encontrar Y* por O(|X|®) repeticoes do algo-
ritmo referido no Teorema 42, que é polinomial em m e | X| = m + n. Isto da
um tempo total que ainda ¢ polinomial em |X|.
Como Y* é solugao admissivel de (4.34) para (S,T) = (S*,T*), entao, S* C
Y* C X \T*. Pelo Lema 17, Y* satisfaz (4.30). Logo, pelo Lema 16, é possivel
exibir uma matriz M’, obtida de M por trocas de linhas e/ou colunas, tal que
w=l 4]
e, quer na matriz A’ quer na matriz D’, o ntimero de linhas somado com o

nimero de colunas é maior ou igual que 4. Além disso,

p(B) + p(C') = p(Y") + p(X \ Y*) = m. (4.38)
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Consideremos uma qualquer decomposigao (4.37) de M tal que, quer na matriz
A quer na matriz D, o ntimero de linhas somado com o nimero de colunas é

maior ou igual que 4. Pelo Lema 16, existe Y C X satisfazendo (4.31) e
p(B) + p(C) = p(Y) + p(X \Y) —m. (4.39)

Como Y C X satisfaz (4.31), entdo, pelo Lema 17, existem S, 7" C X disjuntos
satisfazendo ' CY C X \ T” e (4.33). Logo, Y & solu¢ao admissivel de (4.34)
para (S,T) = (S',T") e, como o par (S,T") satisfaz (4.33), entao, por hipotese,

p(V) + p(X\ V) = p(Y*) + p(X \ Y*). (4.40)
Por (4.38), (4.39) e (4.40),
p(B) +p(C) = p(Y™) + p(X \ Y™) —m = p(B) + p(C"),
o que prova que M’ é uma matriz que satisfaz as propriedades enunciadas. O
Em seguida, vamos exibir uma versao do algoritmo explicitado no Teorema

42 em termos apenas de matrizes, conforme esta descrito em (Schrijver, 1986).

O algoritmo é descrito na pégina seguinte:
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Algoritmo D(Y) (1/1)

Input: Um conjunto X; dois subconjuntos S, T de X com
SNT=0;V=X\(SuT).

Output: Um conjunto Y que resolve (4.34).
Inicializagao: Z = 1.
Iteracao Genérica:

Passo 1: Construa-se o digrafo D = (V, E) com E definido do
seguinte modo: parau € Z,v € V' \ Z,

(u,v) € B & p(SU(Z2\{u}) Ufv}) = p(S) +|2]; (4.41)
(v,u) € E & p(TU(Z\{u}) U{v}) = p(T) +|Z|. (4.42)

Portanto, D é um digrafo bipartido cuja bipartigao é
(Z,V'\ Z). Defina-se

U={veV\Z: p(SUZU{v}) =p(S)+|Z| +1},(4.43)
W = {veV\Z: p(TUZU{v}) = p(T) +|Z| + 1}. (4.44)

Passo 2: SeU =10
entdo Y =T, STOP.

Se W =40
entao Y :=5; STOP.
SeUNW #0
entao seja v € U N'W qualquer e considere-se
7' =ZU{v}.
Se Z' £V
entao Reiniciar o Passo 1 com Z := Z'

sendo Y :=X\T; STOP.

Passo 8: Seja m o mais curto caminho dirigido em D de U para W.

Se 7 existe

entao considere-se Z' = Z A {v € V: v é vértice de 7 }.
Se Z! £V
entao Reiniciar o Passo 1 com Z := 7’

senao Y :=X\T; STOP.

senao Y :=5UQ com Q CV definido por
{v € V:existe caminho dirigido em D de v para W};
STOP.

Figura 4.4: D(Y')

No final do algoritmo descrito, Y resolve (4.34). E o que mostraremos no

Teorema 44. Para demonstra-lo, precisamos do seguinte lema:
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Lema 19 Durante todo o algoritmo D da Figura 4.4, o conjunto Z satisfaz

p(SUZ) = p(S) + 2],

p(T'0 Z) = p(T) + |2]. (4.45)

Prova: No inicio do algoritmo D, Z = () e Z vai sendo actualizado a medida
que efectuamos os Passos 2 ou 3. Claramente, Z é actualizado no maximo |V/|
vezes. Denotemos por Z,, a n-ésima actualizacdo de Z ao longo do algoritmo D
(no inicio, Zy = 0)). Vamos provar este lema por indugao em n € {0,1,...,|V|}.
Se n = 0, é 6bvio que Zy = () satisfaz (4.45). Suponhamos que Z,, satisfaz (4.45)
e mostremos que Z,4; também satisfaz. Temos dois casos: (i) Zp4+1 obtém-se
de Z,, apos ter sido efectuado o Passo 2; (ii) Z,+1 obtém-se de Z,, apos ter sido
efectuado o Passo 3.

Suponhamos que se verifica (i). Entao, Z,+; = Z, U {v} para adequado
veUNW, com U e W definidos em (4.43) e (4.44). Como v € U entdo, por
(4.43),

p(SU Zny1) = p(SU(Zn U{v})) = p(S) + [Zal + 1 = p(S) + [Znta].
Como v € W entao, por (4.44),
p(SU Znt1) = p(T'U (Zn U{v})) = p(T) + |Zn| + 1 = p(T) + [ Zn44]-

Portanto, Z, 41 satisfaz (4.45).

Suponhamos que se verifica (ii). Entao,
Znt1 = Zn A {v € V: v évértice de 7 },
em que 7 é o caminho dirigido mais curto em D de U para W. Sejam
VO, 21,V1,22,V2,...,2¢,U¢

os vértices de m (por esta ordem), com vy € U, vy € W e z; € Zp, v; €
(VNZ)\(UUV),i=1,2,...,t (note-se que D é bipartido). Portanto,

Zn+1 = (Zp \{z1,22, ..., 2t }) U{wvo,v1, ..., 0} (4.46)

Uma vez que 7 é um caminho mais curto em D de U para W,

jZi42 = () ¢E, (4.47)
A seguir, vamos mostrar que todos os elementos de (SU Z, \ {z1,...,2}) U
{v1,...,v} se escrevem como combinagao linear de elementos de S'U Z,, e vice-

versa. Como, por hipdtese de indugdo, Z, satisfaz (4.45) entdo, nenhum el-

emento de Z, se escreve como combinacao linear dos restantes elementos de
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S'U Z,. Por isso, a primeira igualdade de (4.45) também é satisfeita para qual-
quer subconjunto de S e para qualquer subconjunto de Z,. Em particular, seja
S" uma base de S; entao, p(S'UZ,) = |S'|+|Z,| = |S'UZ,| pois S e Z, CV sao
disjuntos. Portanto, S’UZ,, ¢ um conjunto linearmente independente e também
é uma base de S U Z, pois ainda p(S U Z,) = p(S"U Z,)) = |S"U Z,|. Seja
i€ {1,2,...,t} qualquer. Como (z;,v;) € E, i =1,...,t, entao,

p(SU(Zn\{zi}) U{vi}) = p(S) + [ Znl. (4.49)
Como v; ¢ U entao,
p(S UZ, U {Ul}) = p(S) + |Zn| (4'50)

Por (4.49) e (4.50), z; escreve-se como combinacao linear de (SUZ,\{z;})U{v;}.

Portanto,

t
Zi = Z agS + Z B,z + Z’ykzk + ev;, (4.51)

! k=1
sES 2€Zn\{21,---,2t } o

para adequados as, 3,, vk, € € R com € # 0 (caso contrario, z; € Z,, escrever-se-
ia como combinagao linear dos elementos de S" U Z, \ {z;}, o que nado pode ser
pois S’ U Z,, é uma base).

Vamos mostrar que v, = 0, para k = 1,2,...,7 — 1. Por absurdo, consider-
emos j <14 — 1 tal que y; # 0. Por (4.51)

i—1 t

=Y ais+ Y B4 | vimtviz+ Y. vim | v, (452)

seSs’ z€2Zn\ k:ll k=i+1
{z1:--52¢} k#j

para adequados o, 35,7;,€* € R com €*,v; # 0. Por (4.48), (2;,v;) ¢ E, ou
seja,
p(SU(Zn\{z}) U{vi}) = p(S) + | Zn| — 1. (4.53)

Portanto, v; escreve-se como combinacao linear dos elementos de S U Z, \ {z;}
(ou S"U Z, \ {2;}). Logo, por (4.52), z; escreve-se como combinacao linear dos
elementos de S"U Z,, \ {zj}, o que ¢ absurdo pois S’ U Z,, ¢ uma base. Logo, da
arbitrariedade de j <i—1, v; =0, para j =1,2,...,7 — 1.

Por isso, de (4.51), vem que
t
v = Z als + Z Blz | + Z’yfﬂzk,
ses’ 2€Zn\{z1,...,2t} k=i

para adequados o, (5,7, € R com ~; # 0; ou seja, existe uma matriz quadrada

M triangular superior de ordem %, cujo elemento genérico da diagonal principal
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situado na posigao (i,7) ¢ v, # 0 (portanto, M ¢é nao-singular), e existem vectores
g € SUZ,\{z1,...,2¢},1=1,2,...,t tal que

U1 q1 21 21 U1 q1
2o qf M Z:2 o zf — M U:Q vt | P s
Ut q't Z.t ?«:t U't dt

o que prova que todos os os elementos de (S U Z, \ {z1,...,2:}) U{v1,..., v}

se escrevem como combinagao linear de elementos de S U Z,, e vice-versa.

Logo, e usando (4.46) e o facto de vy € U,

,O(S U Zn+1) = Su (Zn \ {Z17Z27 . 'azt}) U {Ulav27 s avt}) U {UO})
SUZy)U{v})
= p(S) + ’Zn| +1

(

= p S) + |Z7L+1|7

p((
p((

0 que prova que Z,i satisfaz a primeira igualdade de (4.45). De modo anal-
ogo, provarfamos a segunda igualdade. Pelo método de indugao matematica,

fica provado o enunciado deste lema. O

Note-se que, pelo Lema 19, o digrafo D esta sempre bem definido, pois se Z
satisfaz (4.45) entao, em particular, (0,0) € E e, por isso, E # ().

Teorema 44 O conjunto de vectores Y do final do algoritmo D resolve (4.34).

Prova: Seja X uma colecgao de colunas e S, T dois subconjuntos de X disjun-
tos. Queremos mostrar que Y do final do algoritmo D é a solugao éptima para

o seguinte problema de optimizacao:

min p(Y) + p(X \ V)

sa SCYCX\T. (4.55)

Seja V =X\ (SUT) e consideremos a ultima actualiza¢ao do conjunto Z C V

dado pelo algoritmo D. De acordo com este algoritmo,

X\T se Z=V
T se U=10
Y={ ¢ W0 (4.56)

SUQ se nao existe qualquer caminho
dirigido em D de U para W.
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com @) = {v € V: existe caminho dirigido em D de v para W }. Pelo Lema
19, Z satisfaz (4.45) e, por isso, nenhum elemento de Z se escreve como combi-
nagao linear dos restantes elementos de SUZ (T'U Z, resp.) Por isso, a primeira
(segunda, resp.) igualdade de (4.45) também é satisfeita para qualquer subcon-
junto de S (T, resp.) e para qualquer subconjunto de Z. Para qualquer conjunto
C C X denotemos o conjunto X \ C' também por C. Seja S CY' C X\ T
qualquer. Como S C Y’ eY'NZ C Y’ entao,

p(Y') Z p(SUY'NZ)) =p(S) + Y N Z|. (4.57)
ComoT CY'eY' NZ CY' entao,
p(V) > p(T' U (V' 1 2)) = p(T) + 1" N 2. (4.58)
Somando (4.57) e (4.58) membro a membro, vem que
p(Y") +p(Y') > |Z| + p(S) + p(T). (4.59)

Se provarmos que para Y’ =Y temos igualdade em (4.59), provamos que p(Y")+
p(Y') > p(Y) + p(Y) para qualquer S C Y’ C T, que é o pretendido.

Suponhamos que Z = V. Entdo, Y = T e o primeiro membro de (4.59) é
igual a

p(T) + p(T') = p(SUV) + p(T) = p(S) +|Z] + p(T).

Portanto, (4.59) verifica-se como igualdade para Y’ =Y.
Suponhamos que U = (). Entao, Y = T e e o primeiro membro de (4.59) é

igual a

p(T)+p(T) = p(T)+p(SUZ)UV\2Z))>p(T)+p(SUZ) =
= p(T) + p(S) + p(2). (4.60)

Na desigualdade em (4.60) verifica-se igualdade, caso contrario, haveriav € V\Z
tal que p((SUZ)U{v}) =p(SUZ)+1=p(S)+|Z|+1eassimv e U, oqueé
absurdo. Portanto, também neste caso, (4.59) verifica-se como igualdade para
Y'=Y.

Se W = () entao, tal como no caso anterior, mostra-se que (4.59) verifica-se
como igualdade para Y/ =Y (= 9).

Suponhamos, por fim, que nao existe caminho dirigido em D de U para
W. Entao, Y = SUQ com @ definido como em (4.56). Suponhamos, por
absurdo, que temos uma estrita desigualdade em (4.59) para Y’ = Y. Como
a desigualdade (4.59) se obteve por soma das desigualdades (4.57) e (4.58),
entao também pelo menos uma destas duas tdltimas desigualdades é uma estrita

desigualdade.
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Primeiro, suponhamos que p(Y) > p(SU(Y NZ)) = p(Y N(SUZ)). Entao,
existe um elemento v € Y\ (S U Z) que nao se escreve como combinagao linear
dos elementos de YN (SU Z) = SU (Y N Z). Por isso,

p(SUXY NZ)U{v})=p(SUXY NZ)+1=pS)+|YNZ|+1. (4.61)

Como v € @) entao, existe caminho dirigido em D de v para W. Por hipdtese,
v ¢ U, ou seja,
p(SUZU{v}) =p(S)+ 12| (4.62)

Por (4.61) e (4.62),

p(SUY NZ)u{v}) (p(S) +12]) =2\ Y[+1

= p(SUYN2)U{whHUZ\Y)—|Z\Y|+1
e, portanto,
pSUYNZ)U{o}) +1Z\ Y] > p((SU(Y NZ)U{vhUZ\Y),

o que significa que existe u € Z \ Y que se escreve como combinagao linear dos
restantes elementos de SU (Y N Z)U{v}UZ\Y =S U Z U {v}. Por isso,

p(SU(Z\{u}) Ufv}) = p(SUZU{v}) = p(S) + 4],

por (4.62). Por defini¢ao (u,v) é um arco de D. Como v € @ entdo também
u€ @ CY, o que contradizu € Z\Y.

De modo analogo, se mostra que p(Y) > p(T U (Y N Z)) leva a uma con-
tradigdo. Concluimos, portanto, que (4.59) se verifica como igualdade para Y’ =
Y o que prova que p(Y') 4+ p(Y") > p(Y) + p(Y) para qualquer S CY' C X\ T,
ou seja, Y do final do algoritmo D resolve (4.34). O

Teorema 45 O algoritmo D da Figura 4.4 resolve o problema de optimizagdo

(4.34) em tempo polinomial.

Prova: Seja X um conjunto de vectores num espago de dimensao m e consid-
eremos o algoritmo D descrito na Figura 4.4. Pelo Teorema 44, este algoritmo
resolve (4.34) e, portanto, falta s6 mostrar que o seu tempo é polinomial.

Para podermos calcular o nimero de operagoes aritméticas (somar, multi-
plicar, dividir ou comparar niameros) do Passo 1 do algoritmo D, consideremos
a matriz constituida pelas colunas em S'U Z juntamente com as colunas da ma-

triz identidade de ordem m. Se aplicarmos eliminagdo de Gauss nesta matriz
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de maneira a transformar S U Z numa matriz em escada de linhas, obtemos no

final, a menos de trocas de linhas e colunas, uma matriz com o seguinte aspecto

S/

0

A
0
*
*
0
0

(4.63)

em que o primeiro bloco de colunas corresponde em S as colunas que constituem

uma base S’ de S (por isso, |S’| = p(5)), o segundo bloco de colunas corresponde

as colunas de Z e U é uma adequada matriz triangular inferior de ordem m.
Note-se ainda que p(SUZ) = p(S)+ Z = |5 + Z.

Consideremos v € V' \ Z qualquer, o vector v = Uv (que corresponde a

efectuar no vector v as operagoes anteriores do método de eliminagao de Gauss)

e a seguinte matriz,

em que estamos a supor que Z = {uy, ug, ..

S’ Z
ULu2 * - U; "LL|Z| ’U/
-y 1
* T
0 v
0 T
1
]
* T 0
0 L= = | Y
0 *
*
0 0 v*

Uiz} Se v # 0 entdo p(SUZU

{v}) = p(S)+1|Z|+1 e portanto v € U. Além disso, claramente, para qualquer
uwe Z, p(SU(Z\{u})U{v}) = p(S) +|Z| e, por isso, existem em D as arestas
(u,v) para todo u € Z. Se v* = 0 entao p(SUZU{v}) = p(S)+|Z] e, portanto,
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v € U. E facil verificar que, para qualquer i = 1,...,|Z|, p(SU(Z\{u;})U{v}) =
p(S) 4+ |Z] se e 86 se v; # 0. Por isso, (v,u;) € FE se e s6 se v; # 0. Assim,
terminamos de construir o conjunto U e todas as arestas (u,v), com u € Z
ev € V\ Z, do digrafo D. O conjunto W e as restantes arestas (v, u), com
veV\Zewue Z, seriam construidos de modo analogo com S substituido por
T.

Obter a matriz (4.63) tem tempo O[m?(|X| + m)] < O(m3|X]|). Calcular
o vector v/ = Uv tem tempo O(m?) e identificar as componentes niao-nulas de
v* ou ¥ tem tempo O(m). Como, entenda-se, O(m?) + O(m) = O(m?), entéo,
executando isto para qualquer v € V' \ Z C X, o tempo total fica O(m?|X]|).
Somando este altimo valor com o tempo necessario para obter a matriz (4.63)),
obtemos ainda O(m?3|X|), que também é o tempo de execucio das tarefas de-
scritas quando substituimos S por 1. Por isso, o tempo de construgao do digrafo
D no Passo 1 ¢ O(m?|X|). Claramente, ao longo do algoritmo D, o Passo 1

repete-se, no maximo, |V| < |X| vezes. Isto da um tempo total de
O(m?| X %). (4.64)

No Passo 3 teremos de achar o caminho mais curto de U para W no digrafo D,
com |V| < |X| vértices e no maximo 2|Z|(|V] —|Z|) < |[V|?/2 < |X|?/2 arcos.
Para isso, basta determinar os |U||W| < (|V]| — |Z])? < |X|? caminhos mais
curtos entre qualquer vértice u € U e qualquer vértice w € W. Isto pode ser
feito em tempo

I X[PO(1X[?) = O(1X]"). (4.65)

Somando (4.64) com (4.65), concluimos que o tempo total do algoritmo D é
O(m3 X2 + |X[1) < O(md|X Y. (4.66)

|

Resumindo, j4 vimos que se M for uma matriz de dimensao m X n, com
m 4+ n > 8, entdo, com o algoritmo da interseccao de matroides de Edmonds,

podemos determinar em tempo polinomial uma decomposi¢ao de M,

A B

C D |’
em que, quer na matriz A quer na matriz D, a soma do nimero de linhas com
o namero de colunas é maior ou igual que 4 e p(B) + p(C) o menor possivel,

através de, pelo Lema 18,
O[m?n?(m + n)?]
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repeticoes do problema

min oY)+ p(X\Y)
sa SCYCX\T.

em que X é o conjunto de colunas da matriz [I M]. Se usarmos o algoritmo
D, entao, por (4.66), concluimos que a decomposicao de M referida pode ser

encontrada em tempo
O[m*n?(m +n)1.0m*(m 4+ n)? + (m + n)4]
= O[(m*n?(m +n)% + mn?(m + n)®)m] < O[(m +n)?m]. (4.67)
Reconhecimento apés decomposicao

Para podermos descrever o algoritmo para reconhecer matrizes TU desta secgao,
e provarmos que funciona e em tempo polinomial, precisamos de encontrar uma

maneira de reconhecer a Unimodularidade Total, em particular, numa matriz

[ 4B } , (4.68)

com o seguinte aspecto:

C D

com p(B) + p(C) < 2 e em que, quer para A quer para D, a soma do nimero
de linhas com o ntmero de colunas é pelo menos 4. Para isso, faremos uso
dos Corolarios 6, 7 e 8 da Seccao 2.3. Recordamos que os Corolarios 6 e 7
estabelecem condicoes necessarias e suficientes de Unimodularidade Total, mas o
Corolario 8 estabelece apenas uma condigao suficiente. Precisaremos demonstrar
o reciproco deste ultimo Corolario. A prova é algo complexa e decorrera dos
Lemas 20, 21, 22, 23 e 24 que apresentamos seguidamente.

Seja M uma matriz de zeros, uns e menos uns tal que a soma do ntimero
de linhas com o niimero de colunas é maior ou igual que 8. Se esse niimero
for inferior a 8 entao, averiguar se M é TU é, de acordo com o Corolério 20,
essencialmente averiguar se M ou M7 é matriz de rede.

Se M & uma das matrizes em (3.26) ou se M se pode obter de uma delas
por troca de linhas ou colunas e/ou por multiplicagdo de linhas ou colunas
por —1, entdo, M & TU. Caso contrario, podemos ainda averiguar (em tempo
polinomial) se M ou M7 & uma matriz de rede através do algoritmo descrito
na subseccao 4.2. Se M ou M7T ¢ uma matriz de rede entdo, M é TU. Caso
contrario, devemos obter (em tempo polinomial) uma matriz nas condigoes do

Teorema 43. Isto é,

(4.69)

]2

C D
sendo A, B, C, D matrizes de dimensao adequada tais que

min{m(A) + n(A), m(D) +n(D)} >4 (4.70)
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e p(B) + p(C) & o menor possivel.

Se p(B)+p(C) > 2 entao, pelo Corolario 20, M nao é TU. Se p(B) = p(C) =
Oouse p(B) =1ep(C) =0 (oup(B) =0e p(C)=1) entdo, pelos Corolarios 6
e 7, a Unimodularidade Total de M pode ser averiguada através da averiguagao
da Unimodularidade Total de duas matrizes cujas somas do ntimero de linhas

com o numero de colunas sdo, no maximo,
m(A) +n(A) + 1, m(D)+n(D) +1,

resp. No desenvolvimento que se segue, vamos supdr que p(B) = p(C) = 1. Na
pagina 165 estudaremos o caso em que p(B) =2 e p(C) =0 (ou p(B) =0 e
p(C) = 2).

Suponhamos, entao, que existem vectores-coluna a, ¢ e vectores-linha b, d de
zeros, uns e menos uns, tal que B = ab, C' = c¢d. Usaremos a notagdo 0 e 1
para designar uma matriz de tudo-zeros e tudo-uns, resp. Como p(B) =1e¢ B

é uma matriz de zeros, uns e menos uns, entao B pode ser conduzida a forma

00
10
através de adequadas trocas de linhas e/ou colunas, e multiplica¢ao de linhas

e/ou colunas por —1. O mesmo se aplica & matriz C. Por isso, a matriz M pode

ser conduzida a uma matriz da forma

Ay ALl 0 0
Ay A1 0

M = 03 14 DD (4.71)
0 0 |Dy D

através de trocas de linhas e/ou de colunas, e multiplicagao de linhas e/ou
colunas por —1. Além disso, a matriz M é TU se e s6 se M’ & TU. Seja
A" = [a};] a submatriz de M' definida por
/ /

A= [ jgl), ji ] , (4.72)
A matriz |A’| pode ser interpretada como sendo a matriz de adjacéncia de um
grafo simples bipartido G = (I, J; E). Portanto, as linhas de |A’| estao associ-
adas aos vértices I e as colunas de |A’| estao associadas aos vértices J. Denote-se
por RC I e K C J os conjuntos dos indices das linhas e das colunas, resp., da

matriz |A)].
Lema 20 Suponhamos que se verificam as duas seguintes condigoes:

(a). Todo o caminho em G de um vértice qualquer de R para um vértice qual-

quer de K contém alguma aresta {i,j}, comi € R e j € K.
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b). AL=0 ou A, =1 ou A, = —1.
(b). A} 1 1

Entao, a matriz M € TU se e so se as submatrizes de M

Al AL 0 a 1 0
Ay=| Ay A} 1 e Dy=1|1 D} D} |,
0 1 d 0 D, D

em que a € o valor comum de todas as entradas da matriz Aly e d é uma entrada

qualquer da matriz DY, sao ambas TU.

Prova:
(=) E imediato pois A} e D}, sdo submatrizes de M.
(<) Suponhamos que se verifica (a). Pelo Lema 2, existem I’ e J' satis-

fazendo RCI' CITe K CJ CJ tal que

J’ J’
f’{_ 0 A/I_’(J’K AL |0 0 ]
o A,(I’\R)J’ 0 0 0O O (4.73)
M= g 0 |[Aye |1 0
0 0 1 | D] D]
) 0 o |D, D} |

Relembre-se que A%;r = A). Apos trocar o primeiro bloco de linhas com o

terceiro bloco de linhas, obtemos a matriz

Al 0 Ape 10 ]
Alngy g 0 0 0 O
M" = 0 Aringy A 00 (4.74)
0 0 1 D) D,
.0 0 0 Dj D |

(note-se que, por hipotese, A € {—1,0,1}). A matriz M” esta com o aspecto
(4.69) com p(B) + p(C) = 1. Atendendo a minimalidade de p(B) + p(C) em

(4.69) que &, por hipotese, 2, concluimos que (4.70) nao podera ser verdade para

M". Concluimos que

('\R)URUJ|=|I'uJ|<3.

(4.75)

Pelo Corolario 7, M" (e, portanto, M) é TU se e s6 se ambas as matrizes

0 a 1 0
A - 1 AL, A~ 0 0
Ql — " RJ o e QQ — I'(J\K) I'K ; ; (476)
(I'\R)J' 0 1 D} D,
o 0 D, D
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sao TU, onde 1 (na matriz 1) ¢ um vector-coluna de tudo-uns e a é uma
qualquer linha de A .

Como a matriz A}, é TU, por hipotese, entao a matriz Q1 também é TU por
ser submatriz de Afj. Por isso, M é TU se e s6 se a matriz Q2 ¢ TU. Como, por
(4.75), [I'UJ'| < 3, a matriz [A}, gy AT ] €0x0,1x1,2x 1 oulx2. Nos
casos 0 x 0, 1 x 1 ou 2 x 1, conclui-se facilmente que M é TU se e s6 se D é
TU e, por isso, sendo D{, TU, por hipotese, entao M é TU.

Suponhamos que aquela matriz é 1 x 2 e, entao, consideremos dois casos:
|K| =1ou |K|=2. Se |K| =1 entdo |[J'\ K| = 1. Por isso, a eliminagao da
primeira coluna da matriz Q2 nao altera a sua Unimodularidade Total. Depois
da eliminagao dessa coluna, a eliminagao da segunda linha também nao altera a
Unimodularidade Total, obtendo-se assim a matriz Dj. Concluimos que Q2 (e,
portanto, M) é TU se e s6 se D{, é TU. Logo, por hipotese, M é TU. Se |K| = 2

entao |J'\ K| =0 e, supondo que a=[a a], temos que

a a 1 0
b ¢ O 0
Q=17 4 Dy D
0 0 D3 Dy

para adequadas entradas b e c. A submatriz

Ry

11 1

¢ uma submatriz 2 x 2 da matriz Af,. Por hipotese, o seu determinante nao é
+2. Por isso, b e ¢ nao podem ter sinais contrarios. Se b = 0 ou ¢ = 0 entao a
segunda linha de Q)2 tem, no maximo, um elemento nao-nulo. Eliminando esta
linha, nao alteramos a Unimodularidade Total e, posteriormente, eliminando
a primeira coluna (repetida) também nao alteramos a Unimodularidade Total,
obtendo-se assim Df. Se b = ¢ # 0 entao, eliminando a primeira coluna (por
duplicagdo) de @2, nao alteramos a Unimodularidade Total. Posteriormente,
eliminando a segunda linha (tem, no maximo, um elemento nao-nulo) também
nao alteramos a Unimodularidade Total, obtendo-se assim Dj. Concluimos que
Q2 (e, portanto, M) é TU se e s6 se D{, ¢ TU. Logo, por hipotese, M é TU, o

que conclui a demonstracao do lema. O

Note-se que, se nao existe caminho em G de R para K entao as condigbes

(a) e (b) do lema anterior sdo automaticamente satisfeitas pois A} =0.

Suponhamos que existe em G pelo menos um caminho de um vértice de R

para um vértice de K e seja

™= 7"{7‘7 jl}ajla {i15j1}7 .. -jp{ipajp}ip{ipa k}k
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0 mais curto, com r € R e k € K. Este caminho 7 é um subgrafo bipartido de G
(que também é bipartido). Denote-se por I(7) o conjunto dos vértices de I que
sao vértices de 7 e por J(m) o conjunto dos vértices de J que sao vértices de 7.
Claramente, r = I(m) N R e k = J(m) N K porque o caminho 7 é o mais curto.
Além disso, 7 coincide com o subgrafo de G induzido por I(7)U J (), denotado
G[I(m)UJ(m)]. De facto, se existisse alguma aresta {ig, jo} em G[I(m)UJ(7)]—7
com iy € I(m),jo € J(m), entdo m conteria um ciclo, o que é absurdo porque 7 é
um caminho mais curto. Como 7 = G[I(7) U J(m)], a submatriz ’AII(n)J(w)‘ de
|A’| ¢ matriz de adjacéncia do subgrafo (bipartido) 7. Este subgrafo 7 tem um
nimero impar de arestas porque r € I e k € J. Por isso, a soma § de todas as

componentes de A’I(W) () é impar. Defina-se o escalar

81:{ 1 se =1 (mod4) (477)

—1 se 6=-1(mod4) (=3 (mod4)).
Agora, procedemos de forma semelhante com a matriz D’, a submatriz de
M’ (ver (4.71) definida por

(4.78)

Dy D
A matriz |D’| pode ser interpretada como sendo a matriz de adjacéncia de um
grafo simples bipartido G* = (I*,J*; E*). Portanto, as linhas de |D’| estao
associadas aos vértices I* e as colunas de |D’| estao associadas aos vértices J*.

Denote-se por R* C [* e K* C J* os conjuntos dos indices das linhas e das

colunas, resp., da matriz |D/|.

Lema 21 Suponhamos que se verificam as duas sequintes condigoes:

(a). Todo o caminho em G* de um vértice qualquer de R* para um vértice
qualquer de K* contém alguma aresta com uma extremidade em R* e a

outra extremidade em K™*.
(b). D}=0 ou D}=1 ou D} = —1.

Entao, a matriz M € TU se e so se as submatrizes de M

Al AL 0 a 1 0
Ay=| Ay A} 1 e Dy=1|1 D} D} |,
0 1 d 0 D, D

em que a € uma entrada qualquer da matriz Ay e d € o valor comum de todas

as entradas da matriz D}, sao ambas TU.
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Prova: A demonstragio é anédloga & do Lema 20. |

Note-se que, se nao existe caminho em G* de R* para K* entao as condigbes

(a) e (b) do Lema anterior sao automaticamente satisfeitas pois D] =0.

Suponhamos que existe em G* pelo menos um caminho de um vértice de R*

para um vértice de K* e seja
7= A G F i K

0 mais curto, com r* € R* e k* € K*. Este caminho 7* é um subgrafo bipartido
de G*. Denote-se por I*(7*) o conjunto dos vértices de I* que sao vértices de 7*
e por J*(7*) o conjunto dos vértices de J* que sao vértices de 7*. Claramente,
r* = I"(7*) N R* e k* = J*(7*) N K* porque o caminho 7* é o mais curto.
Além disso, 7 coincide com o subgrafo de G* induzido por I*(7*) U J*(7*),
denotado G*[I*(7*) U J*(7*)]. De facto, se existisse alguma aresta {i§,jg}
em G[I*(m*) U J(r*)] — n* com i € I*(rw*),j5 € J*(n*), entdo ©* conteria
um ciclo, o que é absurdo porque 7* é o caminho mais curto. Como 7* =
G*[I*(7*) U J*(7*)], a submatriz |D/I*(7r*),J*(7T*)| de |D'| é matriz de adjacéncia

do subgrafo (bipartido) 7*. Este subgrafo 7* tem um numero impar de arestas

/

porque r* € I* e k* € J*. Por isso, a soma 0* das componentes de DI*(n*) J* (%)

é fmpar. Defina-se o escalar

{ 1 se ¢*=1 (mod4)
g9 = _

—1 se 0*=-1(mod4) (=3 (mod4)). (4.79)

Lema 22 Seja M’ a matriz de zeros, uns e menos uns definida em (4.71) e
seja A" a submatriz de M’ definida em (4.72). Entao,

J1d2 oo p k
r[ 1 ]
i1 0
det Zg Al ey s Q = +(e1e9 — 1). (4.80)
ip 0
_0 0 ... 01 €2 |

Prova: Designemos por () a matriz em (4.80). A menos de trocas de linhas e

colunas, esta matriz tem o seguinte aspecto:

Jvge o dp B
r[ * 1
i1 | * *
’ig x . 0
: ' * :
ip * x| 0
L0 0 0 1|e |
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em que *

representa uma entrada nao-nula (igual a +1) e todo o espago em
branco representa uma entrada nula. Por isso, |Q| é a matriz de adjacéncia
de um grafo bipartido que é um ciclo e, portanto, pela Proposicao 2, () é uma
matriz-ciclo. Como observamos no Corolario 12, o seu determinante pertence a
{0, +2}, sendo esse valor determinado pelo resto da divisao por 4 da soma dos

elementos da matriz. Ora, a soma dos elementos de Q) é
5+2+€2:(4p+81)+2+€2 (4.81)

para algum inteiro p, atendendo a definigao de ;. O resto da divisao de (4.81)
por 4 é igual a 0 se e1 = g9 (ou €162 — 1 = 0) e é igual a £2 se g1 # 9 (ou
g1e9 — 1 = £2). Por isso, pelo Corolério 12,

o 0 se £1€92 — 1= 0,
det(@) = { 42 se erep — 1= 42,

Dito de outro modo, det(Q) = +(e1e2 — 1). O

Lema 23 Seja M’ a matriz de zeros, uns e menos uns definida em (4.71) e
seja A" a submatriz de M' definida em (4.72). Consideremos a submatriz de
M’ definida por

J1j2 - Jp k
r[ 1 0 7
i 0o 0
; ! 0 0
Z? Al my () o (4.582)
ip 0o 0
00..01| D} D,
|00 ... 00| Dy D |
Se a matriz acima é TU entdo, a sequinte matriz € TU:
&1 1 0
1 Dy D) |. (4.83)
0 D; D)
Prova: A menos de trocas de linhas e colunas, a matriz em (4.82) tem o seguinte
aspecto:
J1d2 - Jpk
r[ * 1 0 7
TR EERE: 0o O
i x . 0 0
2 S R (4.84)
ip * x| 0 0
00 0 1|D} D,
| 00 0 0/ D; D) |
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em que Wk

representa uma entrada nao-nula (igual a +1) e todo o espago em
branco representa uma entrada nula. Percorrendo os indices de linha em S’
de i1 para i,, multipliquemos por —1, quando necesséario, algumas das linhas
indexadas por esses indices, de modo que as duas componentes nao-nulas de
cada coluna ji, ..., j, fiquem simétricas. No final deste procedimento, a matriz
obtida, digamos S” é TU.

Denote-se por §” o somatorio dos elementos da submatriz S }’(ﬂ) J(m): Observe-
se que 0" = ¢ (mod 4) porque, ao multiplicarmos linhas por —1, apenas as
duas situagoes seguintes podem ocorrer: se os dois elementos dessa linha sao
simétricos, a soma total nao se altera. Se os dois elementos dessa linha sao
iguais, entao a soma total vem acrescida de +4. Agora, devido a distribuicao
dos elementos nao-nulos de S}’(ﬂ) J(m): temos que §" = 8!, que, como vimos, é

ip

;;k =¢1 e 5" é a matriz assim definida:

igual a § (mod 4). Portanto,

J1j2 - Jp k
r[ % 1 0
i1 | * % 0 0
) 0 0
3 . (4.85)
: Cox : :
ip * €1 0 0
00 ..0 1|D, D)
(00 ...0 0|D, D, |

Denote-se por M7, a matriz (4.83). Temos que I7 = I* U {1} é o conjunto
dos indices de linha de Mj, em que 1 ¢é o indice da primeira linha de Mj.
Vamos provar que Mj é TU através do Teorema de Ghouila-Houri. Seja I [CIr
qualquer. Se 1 ¢ I T entdo, como a submatriz que resulta de M] por eliminagao
da primeira linha é TU (pois é uma submatriz de S’ que, por hipotese, é TU),
pelo Teorema de Ghouila-Houri, as linhas indexadas por ff C I* podem ser
particionadas em duas partes tal que a soma das linhas numa parte menos a
soma das linhas na outra parte é um vector de zeros, uns e menos uns.

Se 1 € fi“, entao ff = I* U {1} para algum I* C I*. Consideremos a
colecciio das linhas de S” indexadas por I(w) U I*. Como S” é TU entéo, pelo
Teorema de Ghouila-Houri, existe uma particao (I(m)TU(I*)T, I(7)~U(I*)~) de
I(m)UTI*, com I(m)*, I(x)~ C I(x), (I*)*,(I*)~ CI* e I(m)T UI(x)~ = I(n),
(I*)T U (I*)~ = I*, tal que

U

oS- > oo (4.86)

iel(m)tu(d*)* iel(m)-ud*)~

¢ um vector de zeros, uns e menos uns. Como a submatriz de S” indexada pelas

linhas I(7) possui elementos consecutivos por coluna com sinais contrarios entao,
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claramente, uma e uma s6 das seguintes situagoes acontece:
I(m)" =1I(x) ou I(m)” =I(m). (4.87)

Portanto,
u = [0 uggyugel-

Sem perda de generalidade, I(m)* = I(m). Por (4.87) e (4.85),

Ufpyugs = Z ( fk}uJ*)i‘F Z (f{/k}uj*)l._ Z (fk}uJ*)i

iel(n) ie(I)+ i€(I*)~
. 1 Dy Do 1 Dy Do
= [e110]+ Z [O Ds D4]-_ Z [0 Ds D4]
ie(l*)+ e~ !
e1 1 0 et 1 0
= > |1 D, Dy|- > |1 D D (4.88)

iein+ L 0 Dy Dj ie(in- L 0 Dy Dj

que, por (4.86), ¢ um vector de zeros, uns e menos uns para a seguinte partigao
de It = I* U {1},

(), (1)) = (@) u {1} (1))

Pelo Teorema de Ghouila-Houri, M{ é TU. O

Lema 24 Seja M’ a matriz de zeros, uns e menos uns definida em (4.71) e
seja D' a submatriz de M' definida em (4.78). Consideremos a submatriz de
M’ definida por

A Ayl oo ... 00

A, Ayl oo ... 01

0 1 r*

0 0 iy

0 0 Dl s, @z (4.89)
0 b 1%

JG e Gk

Se a matriz acima € TU entdo, a sequinte matriz € TU:

Al Ay, 0
Ay A, 1 (4.90)
0 1 €9

Prova: A prova é semelhante 4 do Lema 23. O
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Teorema 46 Seja M uma matriz de zeros, uns e menos uns, tal que

M:[A B}

C D
para adequadas matrizes A, B,C e D. Suponhamos que existem vectores-coluna
a, c e vectores-linha b, d de zeros, uns e menos uns, tal que B =ab e C =cd e
seja M' a matriz (4.71). Suponhamos também que nao se verificam simultane-
amente (a). e (b). do Lema 20 nem (a). e (b). do Lema 21. Sejam £; e g2 tal
como definidos em (4.77) e (4.79), resp.

Entao, M é TU se e so se €1 = €2 € as matrizes

A a a e1r 0 b
[d 0 81] [c c D]’ (4.91)

sao ambas TU.

Prova: Por hipotese, existe pelo menos um caminho em G de R para K e um

caminho em G* de R* para K*. Seja
m=r{r i}, ju{iv ki gplip, Jptiplip, Kk
0 mais curto caminho em G de R para K e seja
R AW NN LR AR AN T
0 mais curto caminho em G* de R* para K*. Seja, também, 1 tal como definido
em (4.77) e 2 tal como definido em (4.79).

(<) Esta implicacao decorre do Corolario 8.

(=) Como M é TU, M’ ¢ igualmente TU e as matrizes

Jij2 - Jpk i -
r [ 1 0 7 Al A, ] 00 ...00
i1 0 o A, A, |00 .. 01
2 ALy (m) O O 0 1 r*
: Do e 0 0 i
ip 0 0 0 0 | Digyeseyr |7
00..01| D, D, S :
00 ...00| D, D | 0 0 1K

I
também sao TU, por serem submatrizes de M’. Por outro lado, pelos Lemas 23
e 24,
AL AL 0 eqr 1 0
A= Ay A 1 e D=|1 D, D, |,
0 1 e 0 D; D)
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também sao TU. Seguidamente, vamos mostrar que as matrizes

A AL 0 01 0
A= 4 A 1 e D=|1 D] D)
0 1 0 0 D, D

também sdo TU comegando com D’. Podemos sup6r que A nio tem entradas
nulas. De facto, se A/ contivesse alguma entrada nula entdo, D’ seria uma
submatriz de M’ e, por isso, seria TU. Seja a}; uma entrada qualquer de Aj.
Como A’ ¢ TU entao

a. 1 ,
det {] = Q;;€2 — le {_1707 1}- (4'92)

€2

/
Como a;;,

todas as entradas de A/} sdo iguais a e9, isto ¢, A, =1 ou A/ =-1. Por hipotese,

g9 € {—1,1} entao, por (4.92), a;jsg —1 =0, isto &, agj = &9. Logo,

G contém um caminho de R para K que néo contém nenhuma aresta {7, j} com
1€ Reje K. Seja

mT= F{Tajl}vjla {51751}7%1 .. '5p{gp75p}gp{gpv E‘}E

o caminho mais curto em G de R para K nestas condigoes. Como M’ é¢ TU

entdo, a submatriz de M’

_Jvgz e I K ) Jije - Jpk

r 10 7 [ o 1 0 ]

El 0 0 gl - 0 0

1 / 0O 0 = -

| Armam S _ 2| oxo o 0 (4.93)

: : . .ok . .

ip 0 0 ip * x| 0 0
00..01| D, D 00 ..01]|D, D}
00..00| D, D (00 ...00|D, D |

em que ‘“*” representa uma entrada nao-nula (igual a £1) e todo o espago em

branco representa uma entrada nula, também é TU. Como 7 tem comprimento
maior ou igual que 3 entdo, D’ é uma submatriz da matriz (4.93) e, por isso, D’
é TU. Portanto, quer A} tenha ou ndo entradas nulas, D’ & TU. De igual modo,
concluirfamos que A’ também é TU.

Uma vez que D' e D' sdao TU entao, pelo exposto imediatamente a seguir ao

Corolario 9 da Secgao 2.3,

1 1 D, D (4.94)
0 0 D, D
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¢ TU. Uma vez que A’ ¢ A’ também sdo TU entao, pelo Corolario 9 da Secgao
2.3,

Ay A, 0 0
Ay A 11 (4.95)
0 1 0 &9

também é TU.

Mostremos, agora, que €1 = €2. Observe-se que a seguinte matriz

g2 - Jp k
r[ 1 7
11 0
2 Ay 7 Q (4.96)
iy 0
_O 0O ... 01 €2 |

¢ uma submatriz da matriz (4.95) que é TU, como vimos. Por isso, o seu
determinante, que pelo Lema 22 ¢ igual a £(162—1), pertence a {0, £1}. Como
er,e2 € {—1,1}, e160 — 1 =0, isto é g1 = e3.

Consideremos as matrizes (4.91). A matriz (4.94) obtém-se da matriz do
lado direito de (4.91) através de trocas de linhas e de colunas indexadas pela
matriz D, e por multiplicacao por —1 de algumas destas mesmas linhas e col-
unas. A matriz (4.95) obtém-se da matriz do lado esquerdo de (4.91) através
de trocas de linhas e de colunas indexadas pela matriz A, e de multiplicacao
por —1 de algumas destas mesmas linhas e colunas. Como as matrizes (4.94) e

(4.95) sao TU, entao, as matrizes (4.91) sdo TU, o que prova o teorema. O

Até aqui, temos vindo a supor que, em (4.69), p(B) =1 e p(C) = 1. Agora,
suponhamos que p(B) =2e p(C) =0 .

Lema 25 Seja M uwma matriz de zeros, uns menos uns, que admite uma de-
composicao (4.69) satisfazendo (4.70) com p(B) = 2, p(C) =0 e p(B) + p(C)
o menor possivel. Entdo, existe uma matriz M' de zeros, uns e menos uns, com
o mesmo numero de linhas e colunas e que também admite uma decomposicao
(4.69) satisfazendo (4.70) mas com p(B) =1, p(C) =1 e, ainda, p(B) + p(C)

o menor possivel. Mais, M é TU se e s6 se M' é TU.

Prova: Este resultado é uma consequéncia quase imediata do Lema 9 e do
Teorema 10. Com efeito, como p(B) = 2, existe uma entrada ¢ # 0 de B.
Tal como fizemos na demonstracao do Lema 9, se pivotarmos neste elemento,
podemos obter uma matriz

A B
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m(A") +n(A") = m(A) +n(A) (e, portanto, m(D’) + n(D’) = m(D) + n(D)),
p(B)=p(B)—1=1 ¢ p(C")=p(C)+1=1

Pela Observacao 4, p(B')+p(C”) é o menor possivel, por hipotese. Pelo Teorema
10, M é TU se e s6 se M’ & TU. O

Estamos agora, finalmente, em condi¢ées de descrever o algoritmo para re-
conhecimento da Unimodularidade Total de uma matriz de zeros, uns e menos

uns.
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Algoritmo TU(M) (1/2)
Input: Matriz M de zeros, uns e menos uns.
Output: Verdadeiro se M é TU

Falso se M nao é TU
Iteragao Genérica:

Passo 0: Eliminar de M as linhas e as colunas com, no maximo,
um elemento nao nulo.
Eliminar de M as linhas e as colunas repetidas ou simétricas.

Passo 1: Se M é uma das duas matrizes em (3.26) ou se M se pode
obter de uma delas através de operagoes elementares (troca de
linhas ou colunas, multiplicagdo de linhas ou colunas por -1)
entao TU:= Verdadeiro; STOP.
Se M ou M7T é matriz de rede
entao TU:=Verdadeiro; STOP.
Se m(M) +n(M) <8
entao TU:=Fulso; STOP.

Passo 2: Efectuar operagoes elementares de modo a obter

)

C D

tal que m{m(A) +n(A),m(D)+n(D)} >4 e p(B) + p(C)
seja o menor possivel.

Se p(B) + p(C) > 2

entao TU:=Fualso; STOP.

Se p(C) > p(B)
entao M’ passa a ser o seu transposto.

Passo 3: Se p(B)=0¢e p(C)=0
entdio  TU := (TU (A) e TU (D)); STOP.

Se p(B) =1e p(C) =0 (i.e., B=ab)
entio  TU = (TU ([A a]) e TU ([ i ])); STOP.

Se p(B)=2ep(C)=0

entao fazer em M’ uma operacao pivotal usando como pivot
uma qualquer entrada nao-nula de B.
Se a matriz transformada tem alguma entrada igual a 42
entao TU:=Fulso; STOP.
Trocar as linhas da matriz transformada de modo a obter
uma matriz com o seguinte aspecto:

A* B*
c* D
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Algoritmo TU(M) (2/2)

onde m{m(A*) + n(A*),m(D*) +n(D*)} >4 e
p(B7) = p(C*) = 1.
A B A* B*

. . ;L _

Considerar uma nova matriz M’ = [ C D ] = { o Dt }
Passo 4: Se p(B)=1e p(C)=1 (i.e., B=abe C = cd)
entao efectuar operagoes elementares (troca de linhas ou colunas,

multiplicagao de linhas ou colunas por —1) de modo a obter

A1 A, 0 O
As A4 1 O

" o_
ME=1"g 1 Di D,

0 0 D3 Dy
com

A A D, D
" o__ 1 2 no__ 1 2
velma eelnnl

Seja I (R, resp.) o conjunto de indices de linha de A” (A4,
resp.) e seja J (K, resp.) o conjunto de indices de coluna
de A" (A4, resp.). Seja, também, G = G(I, J, E) o grafo
bipartido cuja matriz de adjacéncia é |A”|.

De igual modo, seja I* (R*, resp.) o conjunto de indices de
linha de D" (Dq, resp.) e seja J* (K™, resp.) o conjunto de
indices de coluna de D" (Dy, resp.). Seja G*= G(I*J*E*)
o grafo bipartido cuja matriz de adjacéncia é |D"|.

Se se verificam ambas as condigoes (a) e (b) do Lema 20 ou
ambas as condigoes (a) e (b) do Lema 21

entao TU:(TU([Z1 H)eTU({? g}));

em que « e (3 sao duas entradas quaisquer das
matrizes A4 e Dy, resp.; STOP.

senao Seja m 0 caminho mais curto em G de R para K.
Defina-se 1 de acordo com (4.77).
Seja 7 o caminho mais curto em G* de R* para K*.
Defina-se €2 de acordo com (4.79).

Se g1 # &4
entdo TU:=Falso; STOP.

~ o Aa a er 0 b |\,
sendo TU:= (TU([d 0 51])6TU([0 c D})),
STOP.

Figura 4.5: TU(M)

No préoximo teorema concluimos que o algoritmo acabado de descrever fun-

ciona e em tempo polinomial.
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Teorema 47 Dada uma matriz M, de zeros, uns e menos uns, existe um al-
goritmo que em tempo polinomial averigua se M ¢é Totalmente Unimodular ou

nao.

Prova: Seja M uma matriz com m linhas e n colunas e consideremos o al-
goritmo TU descrito nas paginas 167-168. Apds o Passo 0, ndo alteramos a
Unimodularidade Total de M e a verificagdo da condigao (c¢) do Corolario 20
do Teorema de Seymour (Teorema 29) fica impedida. O Passo 0 tem tempo
computacional O(m?n?) por termos de eliminar de M as linhas e as colunas
repetidas ou simétricas.

No Passo 1, averigua-se se M ou M7T pertence a uma subclasse das matrizes
TU. Se sim, entao, M é TU. Se nao, entao, ficando também impedidas a verifi-
cagao das condigoes (a) e (b) do Corolario 20, se M é TU entao deve verificar-se
(d). Em particular, se m+n < 8 entao, a matriz M nao pode ser TU. A primeira
tarefa, verificar se M é uma das, no maximo, 2 x (2° x 2° x 5! x 5!) diferentes
matrizes que se podem obter a partir de uma qualquer das duas matrizes (3.26)
através de operagoes elementares (troca de linhas ou colunas, multiplicacao de
linhas ou colunas por —1), emprega tempo O(mn). A segunda tarefa, verificar
se M ou M7 ¢ matriz de rede, emprega tempo O(m®n*)+0O(n’m*) = O(m°n?),
pelo Teorema 41, e que é, portanto, também o tempo total empregue no Passo
1 (e até ao Passo 1) do algoritmo TU. Por isso, existe uma constante ¢; > 0 tal
que

c1(m’nt + ndmt) = c;(m*n? + n*'m3)m < ¢y(m +n)®m (4.97)

é um majorante para o tempo que o algoritmo TU emprega a implementar as
tarefas dos Passos 0 e 1.
No Passo 2, efectuam-se operagoes elementares (troca de linhas ou colunas,

multiplica¢@o de linhas ou colunas por —1) na matriz M de modo a obter uma

[ 21 s } (4.98)

para adequadas matrizes A, B, C e D de modo a satisfazer

matriz M’ definida por

min{m(A) + n(A), m(D) + n(D)} > 4 (4.99)

e tal que p(B) + p(C) seja o menor possivel. Pelo exposto na subseccao 4.2,

podemos fazer isto em tempo limitado por (ver (4.67))

co(m +n)%m, (4.100)

para alguma constante cg > 0. Seja ¢ > 2max{cy, ca} e, sem perda de generali-

dade, ¢ > 1, em que ¢; e c2 sao as constantes que figuram em (4.97) e (4.100)),
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resp. Entao, claramente,
c(m+n)?m (4.101)

¢ um majorante para a soma dos tempos (4.97) e (4.100)), isto é, para o tempo
total das tarefas envolvidas até ao Passo 2.

Se p(B) + p(C) > 2 (as caracteristicas de B e C, submatrizes de M’, podem
ser determinadas usando o método de eliminagdo de Gauss em tempo O(m?n),
claramente inferior a (4.100)) entdo M também nao satisfaz (d) do Corolario
20 e, esgotadas as condigoes deste Corolario, M nao é TU. Se p(B) + p(C) < 2
temos que considerar 6 casos: (i) p(B) + p(C) = 0; (ii) p(B) =1 e p(C) = 0;
(ii)) p(B) = 0 e p(C) = 1 (iv) p(B) = 2 e p(C) = 0; (v) p(B) =0 e p(C) = 2
(vi) p(B) =1e p(C) = 1. Os casos (iii) e (v) podem ser reduzidos aos casos (ii)
e (iv), resp., se substituirmos M’ pela sua transposta pois uma matriz ¢ TU se
e s se a sua transposta também é TU. Portanto, analisaremos agora os casos
(i), (ii), (iv) e (vi). No Passo 3, analisamos os casos (i), (ii) e (iv), e no Passo 4
analisamos o caso (vi).

Se p(B) = 0 e p(C) = 0 entao, pelo Corolério 6, M’ (e, portanto, M) é TU se
esose Ae D sao TU. Se p(B) =1 (i.e., B = ab para adequado vector-coluna a
e adequado vector-linha b) e p(C') = 0 entdo, pelo Corolario 7, M’ (e, portanto,

. b ~
M) & TU se e s6 se as matrizes [A a] e [ D ] sao TU. Portanto, neste caso,

a Unimodularidade Total de M pode ser verificada através da averiguagao da
Unimodularidade Total de duas matrizes cujas somas do ntmero de linhas com

o nimero de colunas sao, no méaximo,
m(A) +n(A)+1, m(D)+n(D)+1, (4.102)

resp. Se p(B) =2 e p(C) = 0 entdo, pelo Lema 25, a Unimodularidade Total de
M’ pode ser verificada através averiguagiao da Unimodularidade Total de uma
matriz M* com as mesmas dimensoes que M’ (que resulta de M’ por trocas de
linhas e colunas e uma operagao pivotal) e que admite uma decomposicao (4.98)
que satisfaz (4.99) e p(B) = p(C) = 1. Portanto, ficamos na situagao (vi). Todas
as operagoes envolvidas no Passo 3 podem ser executadas em tempo O(mn) e,
portanto, até ao Passo 3, o tempo do algoritmo é dominado por (4.101).
Finalmente, no Passo 4, consideremos a situacdo (vi). E conhecida uma
decomposi¢ao (4.98) de M’ (ou M*) satisfazendo (4.99) e p(B) = p(C) = 1.
Neste Passo, comecamos por efectuar operacoes elementares na matriz M’ de

modo a obter
A Ay 0 O

As A4 1 0
0 1 Dy Dy
0 0 D3 Dy

M/l —
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com

A”:|: AQ] e D”:|:D1 D2:|

Ay

As Ay D3 Dy

o que leva tempo O(mn). Seja I (R, resp.) o conjunto de indices de linha de
A" (Ay4, resp.) e seja J (K, resp.) o conjunto de indices de coluna de A” (Ay,
resp.). Seja também, G = G(I, J, E) o grafo bipartido cuja matriz de adjacéncia
é |A”|. De igual modo, seja I* (R*, resp.) o conjunto de indices de linha de
D" (D, resp.) e seja J* (K*, resp.) o conjunto de indices de coluna de D"
(D, resp.). Seja também, G* = G*(I*, J*, E*) o grafo bipartido cuja matriz de
adjacéncia é |D"|.

Suponhamos que se verificam ambas as condigoes (a) e (b) do Lema 20
ou ambas as condigoes (a) e (b) do Lema 21. Para averiguar isto, basta, por
exemplo, no caso do grafo G, retirar as arestas {i,7j}, i € R, j € K e averiguar a
existéncia de algum caminho em G (G tem m(A)+n(A) vértices e, no maximo,
m(A)n(A) arestas - relembre-se que G é bipartido) de R para K no novo grafo.
Este problema pode ser resolvido determinando os |R||K| < mana caminhos
mais curtos entre qualquer vértice r € R e qualquer vértice k € K. Isto pode ser
feito em tempo m(A)n(A)O(m(A)n(A)) = O(m(A)*n(A)?). De modo analogo,

no caso do digrafo G*, obterfamos O(m(D)?*n(D)?). Somando, obtém-se
O(m(A)*n(A)? + m(D)*n(D)?) < O(m?*n?) < O[(m + n)Y, (4.103)

pelo que (4.101) continua a ser o tempo das tarefas executadas até aqui. Pelos

Lemas 20 e 21, M é TU se e s6 se as matrizes

Al AL, 0O a 1 O
Ay, Ay 1] e |1 Dy Dy, (4.104)
0 1 d 0 D3 D,

em que a e d sdo entradas quaisquer das matrizes A4 e D1, resp., sdo ambas
TU. As somas do nimero de linhas com o ntamero de colunas das duas matrizes
(4.104) sao, resp.,

m(A) +n(A)+2, e m(D)+n(D)+2. (4.105)

Por fim, no Passo 4, suponhamos que nao se verificam simultaneamente 1 e
2 do Lema 20 nem 1 e 2 do Lema 21. Em particular, existe caminho em G de
R para K e existe caminho em G* de R* para K*. Seja 7 (7*) o caminho mais
curto em G (G*) de R (R*) para K (K*) (como ja vimos, esta tarefa emprega
tempo dado por O[(m +n)?]). Defina-se €1 de acordo com (4.77) e &5 de acordo
com (4.79). Se €1 # e2 entao, pelo Teorema 46, M’ (e M) nao é TU. Se g1 = €9
e M (e M') é TU, entao, pelo mesmo Teorema, as matrizes

A a a er 0 b
[dOsl] |:C CD:| (4.106)
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sao TU. Reciprocamente, se as matrizes (4.106) sao TU, entao, pelo Corolario
8, M’ (e, portanto, M) ¢ TU. Portanto, se 1 = 2 entao, M ¢ TU se e 80 se as
matrizes (4.106) sao TU (e assim termina o Passo 4). Portanto, nestas condigoes,
a Unimodularidade Total de M pode ser verificada através da averiguagao da
Unimodularidade Total de duas matrizes cujas somas do ntimero de linhas com

o namero de colunas sdo, no méaximo, resp.,
m(A) +n(A)+3, m(D)+n(D)+3. (4.107)

Em conclusao, com o algoritmo TU descrito nas paginas 167-168, ou con-
cluimos até ao Passo 2 (inclusivé) que M é ou ndo TU em tempo polinomial
limitado, de acordo com (4.101), por c¢(m+n)'?m, para uma adequada constante
¢ > 1, ou averiguar a Unimodularidade Total de M é equivalente a averiguar a
Unimodularidade Total de duas matrizes cujas somas do ntmero de linhas com
o namero de colunas sdo, no maximo, m(A)+n(A)+3 e m(D)+n(D)+3, resp.,
em que m(A)+m(D) = m, n(A)+n(D) =nem(A)+n(A),m(D)+n(D) > 4.
Portanto, o tempo do algoritmo TU aplicado & matriz M é a soma de trés
parcelas: o tempo para executar as tarefas até ao Passo 2 (inclusivé) mais (se
entrarmos no Passo 3 ou seguintes) os dois tempos totais do algoritmo TU
quando aplicado as duas matrizes referidas.

Vamos mostrar por indugao em m+n > 8 que o algoritmo TU, até decidir se
M & ou ndo TU, emprega um tempo computacional limitado por C(m +n)'3m

para alguma constante

sendo ¢ > 1 a constante que figura em (4.101), sem perda de generalidade.
Suponhamos que isto é verdade para uma qualquer matriz com no méximo m
linhas e no maximo n colunas e cuja soma do nimero de linhas com o ntimero
de colunas é menor que m +n. Se m +n = 8 entdo C(m + n)13 > 813, que ¢,
claramente, um majorante do nimero de operagoes a efectuar por este algoritmo
para concluir se uma matriz, cuja soma do ntimero de linhas com o namero de
colunas é somente 8, é ou nao TU.

Suponhamos que m + n > 8. Por comodidade, denotemos agora m(A),
n(A) por my, ni, resp., e m(D), n(D) por ma e ng, resp. Como myi,my < m,
ny, Ny <nemp+ ny,mg + ng > 4, entao

(mi+n1)+3 = [m+n—(ma+n2)]+3<m+n—-1 e
(ma+mn2)+3 = [m+n—(mi+n)]+3<m+n-—1.

Por hipoétese de indugao, o tempo que o algoritmo TU emprega a decidir se M

(4.108)

é ou nao TU, é limitado por

c(m +n)2m + C(m1 +n1 + 3)3my + C(ma + ng + 3)3ma. (4.109)
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Agora, usando a férmula do binémio de Newton temos que

12 _ _ 12, Z 12 _ \k
cm+n)“m = c[(m+n—-1)+1]"m=c Z i | (m+n—1)7%m

k=0
12
< ¢ (Z (1,3> (m+n— 1)12> m < C(m+n—1)2m
k=0
12 ‘ '
< 13C(m+n—-1DPm<C [Z(m +n)i(m+n— 1)121] m

=0

= Cl(m+n)® - (m+n—1)13m. (4.110)
Por (4.108) e (4.110), (4.109) é menor ou igual a

Cllm+n)? —m+n—-1DBm+Cm+n—-1)Bm; +Cm+n—1)Pmy =

= C(m+n)Bm, (4.111)

atendendo a que my + mo = m. O
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Capitulo 5

Matriz quase Totalmente
Unimodular

Neste capitulo desenvolvemos o conceito de matriz quase Totalmente Unimod-
ular, que é uma matriz que nao é Totalmente Unimodular mas qualquer sua
submatriz prépria é.

Portanto, em particular, uma matriz quase Totalmente Unimodular é uma
matriz de zeros, uns ou menos uns. E facil verificar que tem que ser quadrada
e devera possuir pelo menos duas entradas nao-nulas por linha e por coluna.
Decorre, entao, de algumas das caracterizagoes de matriz Totalmente Unimod-
ular expostas na Secgao 2.3, que: toda a matriz quase Totalmente Unimodular
tem determinante igual a £2; toda a linha e toda a coluna tém um ntmero par
de componentes nao-nulas; e, a soma de todas as entradas desta matriz é igual
a 2 (modulo 4). No entanto, veremos que estas ndo sao condigoes suficientes
para que uma matriz seja quase Totalmente Unimodular.

Como o determinante de uma matriz A quase Totalmente Unimodular é
igual a +2 entdo A é ndo-singular e det(A™') = £3. Mais, como A1 =
(1/det(A))adj(A) e as componentes da matriz adj(A) s@o, a menos de um sinal,
os determinantes de adequadas submatrizes proprias de A que, por hipotese,
sdo iguais a 0+ 1, entdo, concluimos que a matriz A~! tem apenas componentes
0, j:%. Portanto, o determinante de qualquer submatriz quadrada de A~! néo-
singular é igual a :I:%. Mostraremos que o determinante de qualquer submatriz
nao-singular de A~! também é igual a :l:% e que o reciproco também é ver-

dade, ou seja, se A for uma matriz quadrada nao-singular e se o determinante

1
29

Totalmente Unimodular. Assim, teremos obtido uma outra caracterizagao das

de qualquer submatriz nao-singular de A~! for igual a 4+, entdo A é quase

matrizes quase Totalmente Unimodulares.
Como vimos no paragrafo anterior, se A é uma matriz quase Totalmente

Unimodular entdo, a matriz A~! tem apenas componentes 0, :I:%. Camion e

175
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Gomory (ver (Camion, 1965)) mostraram ainda que A~! tem apenas entradas
iguais a :I:%. Por isso, ap6s adequadas multiplicagoes de linhas e/ou colunas de
A~ por —1, esta matriz pode escrever-se de forma tnica como a soma de duas

matrizes do seguinte modo:

11 1 0[]0 0
111 -1 0
A_1:§ o T U ’ (5.1)
11 - 1 0

em que a matriz do lado esquerdo em (5.1) é uma matriz quadrada de tudo uns
e U é uma adequada matriz quadrada de zeros e uns. Veremos que U pertence a
uma classe de matrizes Totalmente Unimodulares muito restrita, que sao as ma-
trizes Totalmente Unimodulares por Complementos, que definiremos na Secgao
5.1. Truemper (Truemper, 1980) mostrou que o reciproco também é verdade,
ou seja, se tivermos uma matriz quadrada apenas com entradas :I:% escrita na
forma (5.1) (apds eventual multiplicagao de linhas e/ou colunas por —1) tal que
U é uma matriz Totalmente Unimodular por Complementos, entao esta matriz
é nao singular e a sua inversa é uma matriz quase Totalmente Unimodular.
Assim, obtém-se uma outra caracterizacao das matrizes quase Totalmente Uni-
modulares & custa das matrizes Totalmente Unimodulares por Complementos,
as quais serdo estudadas previamente na Secgdao 5.1. Na Secgao 5.2 veremos
algumas propriedades e outras caracterizagoes de matriz quase Totalmente Uni-
modular, para além das duas caracterizacoes jé referidas.

A caracterizagdo de matriz quase Totalmente Unimodular do paragrafo ante-
rior permitird definir um algoritmo polinomial para o seu reconhecimento. Com
efeito, veremos que uma matriz A, de dimensao m xn, é Totalmente Unimodular
por Complementos se e s6 se ela propria é Totalmente Unimodular juntamente
com mais m adequadas matrizes de zeros e uns, com o mesmo nimero de colu-
nas que A e apenas mais uma linha. Por isso, se dispusermos de um algoritmo
polinomial para reconhecer matrizes Totalmente Unimodulares (por exemplo,
o algoritmo TU descrito na Figura 4.5 do Capitulo 4) entdo, também dispo-
mos de um algoritmo polinomial para reconhecer matrizes quase Totalmente

Unimodulares.
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5.1 Unimodularidade Total por Complementos

As matrizes que definiremos nesta seccao, sao uma classe restrita de matrizes
TU. Estas matrizes aparecem na caracterizagao de matrizes quase TU que serao

estudadas na Secgao 5.2.

Definigao 13 Seja U uma matriz de zeros e uns. Denote-se por U' a matriz
que resulta de U através da sequinte operacdo: os elementos da linha i de U’ e
de U sdo os mesmos; os elementos da coluna k de U e de U tal que Uy, = 0
também sao os mesmos; todos os restantes elementos de U* sio os complementos
dos correspondentes elementos de U. Diz-se, entio, que U* é o Complemento

de U relativamente ¢ linha 1.

Por exemplo, se a matriz U for definida por

11

-

I
SO OO -
O R = = O
_ = O~ O

—~

ot

[\

SN—

S O = =

1
1
1
1
entdo a matriz U2 é definida por

U? =

SO OO -
O O = OO
== =0 O
— O~ O
—_—= O = O

Definicao 14 Seja U uma matriz de zeros e uns. Denote-se por U; a matriz
que resulta de U através da sequinte operagao: os elementos da coluna j de U,
e de U sao os mesmos; os elementos da linha k de Uj e de U tal que Ug; = 0
também sao os mesmos; todos os restantes elementos de U; sao os complementos
dos correspondentes elementos de U. Diz-se, entao, que U; é o Complemento

de U relativamente a coluna j.

Retomando a matriz U definida em (5.2), a matriz Us é definida por

11100
10001
US=101 110
1010 1
1011 1

Diremos que U* (Uj) resulta de U através de uma operagao de complemento.

Note-se que a matriz U’ também poderia ter sido definida do seguinte modo:

N Uk;j se k=1 .
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A matriz U; teria uma definicao alternativa analoga. Além disso, o Comple-
mento de uma matriz relativamente a uma coluna j é a transposta do Comple-

mento da transposta dessa matriz relativamente a linha j. Matematicamente,
U'=(UN)" e U= (U

Proposicao 5 As operacoes de complemento aplicadas a matrizes quadradas

preservam o mddulo do determinante dessas matrizes.

Prova: Seja U uma matriz quadrada de zeros e uns e ¢ uma linha qualquer de

U. A matriz U’ resulta de U através das seguintes operacoes elementares:

(a). Se k # 1, substitui¢do da linha k pela soma da linha k& com o simétrico da

linha 4.
(b). Multiplica¢ao por —1 das colunas [ tais que U; = 1.
(c). Multiplicagao por —1 da linha i.

Agora, seja j uma coluna qualquer de U relativamente a coluna j. A matriz U;

resulta de U através das seguintes operagoes elementares:

(a). Se l # j, substituigdo da coluna [ pela soma da coluna [ com o simétrico

da coluna j.
(b). Multiplicacao por —1 das linhas k tais que Up; = 1.
(c). Multiplica¢ao por —1 da coluna j.

Todas estas operagoes elementares preservam o médulo do determinante. O

Definicao 15 Uma matriz U de zeros e uns Totalmente Unimodular diz-se To-
talmente Unimodular por Complementos (CTU) se todas as matrizes que se
obtém de U através de sucessivas operagoes de complemento (por linha ou por

coluna) permanecem Totalmente Unimodulares.

Daqui em diante, usaremos a notagao ’CTU’ para designar Totalmente Uni-
modular por Complementos. Em particular, uma matriz CTU é, por definicao,

TU mas nem toda a matriz TU é CTU. Por exemplo, para U definida por

1100
U=]10120
1 0 01
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tem-se que o Complemento de U relativamente & coluna 1,
10 11
Up=111 0 1|,
1110
nao é uma matriz TU porque a submatriz quadrada de U; constituida pelas trés

altimas colunas tem determinante 2. Até mesmo uma matriz TU de aparéncia

muito simples como a matriz identidade I de ordem 4 nao é CTU. Com efeito,

) Il: ) (11)1:

_ o O O
e
- o O O
—_

11
01
10
11

o O O
o o= O
o OO
OO R O
O~ OO
O = =

e a matriz (I'); nao é TU porque a submatriz quadrada de (I'); de ordem 3

situada no canto inferior direito de (I'); tem determinante 2. No entanto, a

o[ 1] o

matriz U definida por

¢ CTU porque, pelo Corolario 10, as tnicas matrizes de zeros e uns que nao sao
TU tém um aspecto muito especifico. Em particular, tém 3 linhas e 3 colunas.
Por isso, toda a matriz de zeros e uns com 2 linhas e 3 colunas é TU. Em
particular, U definida em (5.4) ¢ CTU.

Proposicao 6 Toda a matriz de zeros e uns com no mdzimo 3 linhas e 8 colunas
€ CTU se e sd se € TU.

Prova: Se U é uma matriz CTU, entao, U é, por definicao, TU. Seja U uma
matriz de zeros e uns com no maximo 3 linhas e 3 colunas TU. Se U tem
menos que 3 linhas ou menos que 3 colunas, entao, pelo Corolario 10, U é CTU.
Suponhamos que U tem exactamente 3 linhas e 3 colunas. As operagoes de
complemento preservam o médulo do determinante. Por isso, todas as matrizes
que se obtém de U por operacoes de complemento possuem determinante 0, 4-1.
Todas estas matrizes sao TU porque, pelo Corolario 10, as tinicas matrizes de

zeros e uns que nao sao TU tém determinante +2. O

Concluimos, em particular, que a matriz identidade de ordem 3 é CTU.
Proposicao 7 Toda a submatriz de uma matriz CTU é CTU.

Prova: Seja U’ uma submatriz qualquer de uma matriz U CTU. Consideremos
todas as matrizes U’'(n),n € Ny e com U’(0) = U’, obtidas a partir de U’ por
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uma sucessiao qualquer de operagoes de complemento. Apliquemos a U essas
mesmas operacoes utilizando as linhas e as colunas de U correspondentes as
linhas e colunas de U’. Assim, obtemos uma sucessao de matrizes U(n),n € Ny
e com U(0) = U. E 6bvio que cada matriz U’(n),n € Ny, é uma submatriz de
U(n). Por hipotese, U(n) é TU, Vn € Ny. Como qualquer submatriz de uma
matriz TU é TU, entdo, U'(n) é TU, Vn € Ny. O

Quantas matrizes diferentes podem ser obtidas a partir de uma matriz
quadrada U de zeros e uns, apds uma sequéncia de operagoes de complemento?
Daremos a resposta com a sequéncia de resultados que se segue. A seguinte

proposicao é de demonstragao imediata e, por isso, é omitida.

Proposicao 8 Seja U uma matriz de zeros e uns e P uma matriz de permu-

tacdo. Para todo o indice de linha 1,
(PUY = PUPD ¢ (UP) =U'P

sendo p(i) tal que P,y =1, isto €, p(i) € a linha original em U da linha i da

matriz PU. Para todo j,
(PU);=PU; e (UP); =Upy;P

sendo p(j) tal que Py ; = 1, isto €, P(j) € a coluna original em U da coluna
j da matriz UP.

Lema 26 Seja U uma matriz de zeros e uns. Para quaisquer indices de linha
11,19 distintos

UM =U, e (UM)2=P,,U"
Para quaisquer indices de coluna ji,jo distintos

Uiy =U e (Uj)j =UpPjjy,

onde Pj; denota a matriz de permutagdo simples linha i com linha j (ou coluna

i com coluna j).

Prova: E 6bvio que (U)% = (Uj,);, = U. Mostremos que (U%)2 = P,,;,U’.
Designemos a matriz U’ por U, a matriz (U)® por U’, a matriz U por U*
e, por fim, a matriz P; ;, U por U. Queremos mostrar que U’ = U. Por (5.3),
temos que, para um indice de linha i # 1,42 qualquer e para um indice j de

coluna qualquer,

Uyj =a @j =la—b Ul'lj = |la —b] —[b—]
Upj=b —> Uiyj = b % Ui = [lb—c[ -0l (5.5)
Uizj =cC Uigj = |b—C‘ Uzl2] = |b—C‘
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Uj =a  Uj =la—¢
U,j = c Ui, =¢

Como, para quaisquer a, b, c € {0, 1},

fla=t-p-di={ |, MG e T sl 6

entdo, em (5.5),

Ui’j:|a—c] e U . .=]lc=b—1b—-0|=]|c—0=c

i1]

Por (5.5) e (5.6), concluimos que

/ * & . .. . / * / * 7 .
Uy = Uy = Uij, Vi # inyie, V5, Uj = Upyy = Uiy, e Upyy = Uy = Usyjy V3

o que prova que U’ = U.
Agora, provemos que (Uj,);, = Uj, Pj, j,. Temos que
. T . . T
(Ujl)jQ = ([(Ujl)T]p) = ([(UT)]I]D)
= [Pj1j2(UT)J2]T = [(UT)D]TPJ’?]'Q = Uj lejz

A quarta igualdade vale pelo que ja foi demonstrado neste Lema. Além disso,

na ultima igualdade, note-se que Pj, ;, ¢ uma matriz simétrica. O

Lema 27 Seja U uma matriz quadrada de zeros e uns. Para todo i, 7j,
U"); = ()’

Prova: Designemos a matriz U’ por U, a matriz (U?); por U’, a matriz U; por
U* e, por fim, a matriz (U;)® por U. Queremos mostrar que U’ = U. Por (5.3),

temos que, para um indice de linha k # i qualquer e para um indice de coluna

I # j qualquer,

Ug = a @j = la—1| Ui, = lla—=b—|c—d||
Ui =b i Uy;=5b i Up =1[b—d
Uij=c " Oy —led| ~" Ul =lc—d (5.8)
UijEc ’izj:d Ul-lj =d
e ~
U = a Ui =la— Un = l|la—b| —[c—d|l
Us=b 5 Ui, =b—d & 0y =b—d
! ~ 5.9
Ui = ¢ - U = le—d| 7 Ukj = |c—d] (5.9)
Uij =cC U;;J =d Uij =d
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Agora, mostremos que
lla—b] —|c—d|| =|la—c|—|b—d|, Va,b,c,d € {0,1} (5.10)
Para quaisquer a, b, c,d € {0,1} temos que

lla = 0] — e —d|| = [la = ¢[ = [b—d]
< la=bl—|c—dl =|a—c|—|b—d| (mod2)

< |b—d|—|d—c|=|c—al—]a—b| (mod2)
& |lb—dl—|d—¢]| = [lc —a| = |a—b]
& |b—c|=|c—b

A ultima equivaléncia vale por (5.7) e, assim provamos (5.10). Logo, por (5.10),
temos que em (5.8) e (5.9), U, = Uy. Por (5.8) e (5.9), concluimos que
U,'Clzﬁkl,w,j, ou seja, U' = U. |

Pelo Lema 27, usaremos sem ambiguidade a notagao U JZ para designar (U*) j
ou (U;)". A Proposicao 8 e os Lemas 26 e 27 provam que qualquer matriz obtida a
partir de uma matriz quadrada U de zeros e uns apds uma sequéncia qualquer de
operagoes de complemento, pode também ser construida a partir de, no maximo,
uma operagao de complemento por linha e uma operagao de complemento por
coluna, seguidas de trocas de linhas e/ou colunas. Por exemplo, consideremos

a matriz
4

[(w*))0)]
Como [(U3)5]4 = (U?)4Pys5, entdo
([(U)s]a)" = [(UP)aPss]' = [(UP)a]' Pis = [(U*)]aPss = Pi3(U")4Pss.

Por isso,

[((U)s))']

! [(P13(UY)4) P45]4 = (P13(U1)4)4 Pys = Pi3[(U")4) Pys

= Pi3[(UYY)4Pss = Pi3(PraU*)4Pss = Pi3Pia(U*)4Pys

Logo, se U é de ordem m,m > 2, entdo o nimero maximo de matrizes diferentes
(a menos de trocas de linhas e/ou colunas) que podem ser obtidas a partir de U
ap6s uma sequéncia qualquer de operacoes de complemento ¢ (m + 1)2. Entao,
para verificarmos se a matriz U é CTU temos de verificar se (m + 1)? matrizes

de ordem m sao TU. Vamos ver que podemos diminuir este nimero.
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Teorema 48 Seja U wma matriz de zeros e uns com m linhas, U' o Comple-
mento de U em relagdo a linha 1,1 =1,2,...,m. Entao, U é CTU se e s6 se U
€ Totalmente Unimodular e
T
M) = [ 1U’ ] é Totalmente Unimodular, ¥i =1,2,...,m (5.11)
Prova: (=) Como U ¢é CTU, entao U é TU. Mostremos (5.11). Seja i €
{1,2,...,m} qualquer. Seja H uma submatriz ndo-singular de M (i). Se H é

também uma submatriz de U?, entdo |det(H)| = 1 uma vez que, por hipotese,

"= [ ((]1;” }

em que (U%)r; é uma submatriz de U’. O Complemento de H em relacio a

1 0
Hl_[y V}

U' ¢ TU. Caso contrério,

coluna 1 é

com y a primeira coluna de (U);; e V uma matriz adequada. Se a primeira
coluna de H é uma sub-coluna da coluna j de M (i), entdo V é uma submatriz
de U]Zf, o Complemento de U’ em relacio & coluna j. Por hipotese, U ; ¢ TU e,

por isso, det(V') € {0, £1}. Pela Proposigao 5 e como H é nao-singular,
|det(H)| = | det(H1)| = |det(V)| = 1.

Em qualquer caso, |det(H)| =1 e, por isso, M(i) é TU.

(<) Ja vimos que, a menos de trocas de linhas e/ou colunas, toda a matriz
U(n),n € N, obtida a partir de U por uma sucessao qualquer de operagdes de
complemento é tal que U(n) = U;, para adequados indices i,j € {0,...,m}
(com UJQ =U;, U =U,0) =U e U]’f = (UY; = (U;)"). Consideremos,
entdao, uma qualquer matriz U; e scja (U]’) 77 uma submatriz qualquer nao-
singular de Uj. Queremos mostrar que |det((Uj)rs)| = 1. Se j € J, entdo
(Uj)rs = ((U")1s);- Pela Proposicao 5,

| det((U)rs)] = [det((U")1);)] = | det((U")15)| = 1
porque, por hipétese, U? é TU. Caso contrario, consideremos a matriz

1 17 ]
y (U1

em que y é uma sub-coluna da coluna j de U* cujas componentes sao indexadas

|

por I. Como M é uma submatriz de M (i), ent@o, por hipotese, det(M) €
{0,+1}. O Complemento de M em rela¢ao a coluna 1 é

My = [; (U]?)IJ }
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Logo, pela Proposigao 5,
| det((U)rs)| = | det(Mi)| = | det(M)| = 1
Em qualquer caso, |det((U;)U)| = 1e, por isso, U é CTU. O
Portanto, se dispusermos de um “bom” algoritmo para reconhecer uma ma-

triz TU, entao, também dispomos de um “bom” algoritmo para reconhecer ma-
trizes CTU.

5.2 Propriedades e outras caracterizacgoes

Definicao 16 Uma matriz diz-se quase Totalmente Unimodular se nao é Total-

mente Unimodular, mas qualquer submatriz propria € Totalmente Unimodular.

Portanto, os elementos de uma matriz quase Totalmente Unimodular sao

zeros, uns e menos uns. Um exemplo de uma matriz quase Totalmente Unimod-

ular é
-1 1 0
01 1 (5.12)
1 0 -1

Pela Proposigao 3 e pelo Corolario 12, uma classe de matrizes quase TU sao
as matrizes-ciclo desiquilibradas, de que sao exemplo, pela Proposicao 2, as

seguintes matrizes:

0 0 -1 0 -1
101 1‘7(1)8_(1) 1 0 0 -1 0
L1010, |y 1 1 ol [t-1 0 0 0] (513
01 1 0 0 1 1 0o 0 0 -1 1

0 1 -1 0 0

Daqui em diante, usaremos a notagao 'quase TU’ para designar quase Total-
mente Unimodular (outros autores usam a designagdo minimalmente nao To-

talmente Unimodular).
Teorema 49 Seja A uma matriz quase TU. Entdo,

(a). A é quadrada.
(b). det(A) = £2.

(c). Toda a linha e toda a coluna de A tém um nidmero par de componentes

nao-nulas.
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(d). A soma de todas as entradas de A € igual a 2 (mddulo 4).

Prova: Suponhamos que A néo fosse quadrada. Como A ndo é Totalmente
Unimodular, existe uma submatriz @ de A quadrada e propria tal que det(Q) ¢
{0, £1}, o que contradiz o facto de A ser quase Totalmente Unimodular. Con-
cluimos que A é uma matriz quadrada.

Suponhamos que det(A) # +2. Como A nao ¢ Totalmente Unimodular en-
tao, pelo Teorema 16, existe uma submatriz () de A quadrada com determinante
+2, 0 que contradiz o facto de A ser quase Totalmente Unimodular. Concluimos
que det(A) = £2.

Finalmente, pelo Teorema 18, existe uma submatriz (Q de A quadrada cuja
soma das componentes por linha e por coluna é par e tal que a soma de todas
as componentes é 2 (modulo 4). Mas @ nao pode ser submatriz propria de A,
pelo que @ = A. Portanto, A verifica (c) e (d). ]

Nem toda a matriz que satisfaz as condigoes (a), (b), (c) e (d) do Teorema 49

é quase Totalmente Unimodular conforme ilustramos com o seguinte exemplo:

-1 0 0 1
1 1 00
1 -1 1 1 (5.14)
1 010

A matriz (5.14) nao é quase Totalmente Unimodular pois admite

b

como submatriz prépria. Necessitamos, pois, de pensar noutras caracterizagoes

equivalentes.

Teorema 50 Seja A uma matriz quase TU. Entao, A é uma matriz quadrada

invertivel e A= tem apenas entradas iquais a +%.
2

Prova: Ja vimos, no Teorema 49, que A é uma matriz quadrada e que det(A) =

+2. Em particular, A é uma matriz invertivel. Através da caracterizagao

1

-1 _
A= det(A)

podemos ainda concluir o seguinte. As componentes da matriz adj(A) sao, a
menos de um sinal, os determinantes de adequadas submatrizes proprias de

A que, por hipétese, siao 0,41. Concluimos que a matriz A~! tem apenas
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componentes iguais a 0, +1/2. Para concluir a demonstragao falta demonstrar
que A~ ndo tem componentes nulas.

Por absurdo, suponhamos que existe uma coluna ¢ de A~! que tem uma
componente nula, pelo menos. Denote-se por |c| o vector-coluna cujas compo-
nentes sao as componentes de ¢ em modulo. Primeiro, vamos mostrar que A|c|

é um vector inteiro. Seja A; uma qualquer linha de A e sejam

ME{j:aij:LCj:l/Q}, NE{jZaZ‘j:LCj:—l/z}
P={jrajj=-1,¢=1/2} Q={j:aij=-1,¢;j=-1/2}.

de modo que

Ae= Y (;) _jgv:UP @ _ (011D (N + |P)

JjeMuQ
w3 () > (1) - =1 1-12),

Como AA™! = I entdo, A;c € {0,1} de onde se conclui que |M|+q = |N|+ |P|
ou |[M| 4+ q = |[N|+ |P| + 2 ou, de modo equivalente, |[M| — |P| = |[N| — |Q|
ou |[M|—|P| —2 = |N|—|Q|. Por isso, Aij|c| € {|M|— |P|,|M|— |P| — 1}.
Concluimos que Alc| é um vector de inteiros.
Seja B o conjunto de indices das componentes nao-nulas de ¢ e suponhamos
que
AP = [Ap An],

com P uma adequada matriz de permutagao de colunas. Entao Al = 0(mod 2),
onde 1 representa um vector-coluna de tudo uns, porque Ap (%1) = Alc| é um
vector de inteiros. Por hipotese, Ag é Totalmente Unimodular. Pelo Teorema
15 de Ghouila-Houri, (2.19), existe um vector §y com componentes +1 tal que

Apy é um vector de zeros, uns e menos uns. Como y — 1 = 0(mod 2) entao
Apy = AB(g — 1) + Al = O(mod 2),

o que implica que Apy = 0. Consideremos o vector y = P(y,0) # 0. Entao,
_ vl_ (A
Ay—AP[O ] = [Ap AN] [ 0 ] = Apy =0,

o que contradiz o facto de A ser uma matriz nao-singular. Concluimos que nen-

huma coluna da matriz A~! possui alguma componente nula. O

Se A é quase TU, entdo, pelos Teoremas 49 e 50, A é uma matriz quadrada

ndo-singular tal que det(A™1) = :I:% e todas as entradas de A~! sdo iguais a
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:I:%. Vamos mostrar que o determinante de qualquer submatriz quadrada nao-
singular de A~! também é igual a :l:%. Mais, vamos mostrar que o reciproco
também é verdadeiro, ou seja, se A for uma matriz quadrada nao-singular e se
o determinante de qualquer submatriz quadrada nao-singular de A~! for j:%,
entao A é quase TU. Assim, teremos uma outra caracterizagdo das matrizes
quase TU. Este resultado serd formalizado nos Teoremas 52 e 53. O Teorema
53 vai permitir abrir portas para outra caracterizacao das matrizes quase TU
muito mais interessante e que sera formalizada no Teorema 55. A ideia para
demonstrar o Teorema 53 é relacionar as submatrizes nio-singulares de A~1
com as submatrizes de A. E evidente que as submatrizes nao-singulares de A~!
nao sdo as inversas das submatrizes nao-singulares de A mas, s@o as inversas

dos complementos Schur das submatrizes nao-singulares de A.

Teorema 51 Se A é uma matriz quase TU e Ary é uma submatriz propria nao

singular entao (A|Ary) é uma matriz quase TU.

Prova: Como Ajj é uma submatriz propria de A, Ayy é Totalmente Unimod-

ular. Pela Formula de Schur (Lema 3 da Introdugao),

[det(AlA;)] = L9t

= Tdet(Ayy) = | det £ 1 (5.15)

porque A nao é Totalmente Unimodular. Toda a submatriz propria de (A|Ary)
é da forma (Agr|Ars), para alguma submatriz propria Agy, de A que contém

Ajjy como submatriz. Como

det(AKL)

det(AKL|A[J) = m

=0,+1

porque Aj; e Ay sdo submatrizes proprias de A, concluimos que (A|Ary) é
quase TU. O

Teorema 52 Seja A uma matriz quadrada nao-singular de zeros, uns e menos
uns. Entdo, A € quase TU se e s6 se para toda a submatriz nao-singular de A=!

a sua tmversa € quase TU.

Prova: (<) A condigao suficiente possui demonstragao trivial. Em particular,
a matriz A~! ¢ uma submatriz ndo-singular de A~!. Por hipotese, A = (A71)~!
é quase TU.

(=) Seja S uma submatriz ndo-singular de A=!. Se S = A=l entdao S~ = A.
Por hipotese, A é quase TU e, por isso, S~ é quase TU. Se S é uma subma-

triz propria de A™1, entdo, pelo Lema 4 da Introducdo, existe uma submatriz
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quadrada Ay propria de A e nao-singular, com I,J C {1,2,...,n}, tal que
S = (AlAL).

Pelo Teorema 51, S~! é uma matriz de zeros, uns e menos uns, quase TU. O

O Teorema 52 pode-se estabelecer, de modo equivalente, na forma do Teo-

rema 53 que apresentamos abaixo.

Teorema 53 Seja A uma matriz quadrada nao-singular de zeros, uns e menos
uns. Entao, A € quase TU se e sd se toda a submatriz quadrada ndo-singular

de A= tem determinante igual a :t%.

Definicao 17 Uma matriz M estd na forma padrao se os elementos da primeira

linha de M e da primeira coluna de M sao nao-negativos.

Definicao 18 “Escalar a matriz M7 € transformar a matriz M numa matriz
na forma padrao apos uma multiplicacao conveniente de algumas das suas linhas

e/ou colunas por -1.

Se uma dada matriz é quase TU, entdo, pelo Teorema 50, todas as suas
entradas sao iguais a i%. Qualquer matriz M quadrada, com entradas i%, de
ordem n, n > 2 e na forma padrao pode escrever-se de forma tinica como a soma

de duas matrizes do seguinte modo:
1
M:§E+Z(U) (5.16)

em que E é uma matriz de tudo uns,

Z2U) = | . (5.17)

e U é uma matriz (n — 1) x (n — 1) de zeros e uns. E facil verificar que
M =RY(U)C (5.18)

com

R= : Y (U) = (5.19)

DO
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(5.20)

Como det(R) = % e det(C) = 1, entdo,
1
| det(M)| = §|| det(U)| (5.21)

Lema 28 Seja M o conjunto das matrizes quadradas nao-singulares com en-

tradas £1 e de ordem m. Entao,
min{| det(Q)|: Q € M} =21, (5.22)

Prova: Seja @@ € M qualquer. Como ) é uma matriz com entradas +1, entao,
%Q é uma matriz com entradas :l:%. Depois de escalarmos %Q, a matriz %Q’
obtida é tal que 3@ = RY (U)C com U uma matriz de zeros e uns, e R, Y (U)
e C matrizes definidas como em (5.18). Por (5.21),

|det(@)] = | det(2(5 Q)| = 27| det( 5 Q)| = 2™ 3| det (1)] > 2™~

pois, como ) é nao-singular (e, portanto, também U o é) e U ¢é uma matriz
inteira, |det(U)| > 1. Seja I a matriz identidade de ordem m — 1. Como
Q' =RY(I)C = 1E+ Z(I), entdo ' é uma matriz com entradas 3 de ordem
m e, portanto, 2" ¢ uma matriz com entradas &1 de ordem m. Logo, 2Q' € M
e

|4et(2Q')] = 27| det(Q)] = 2™ 5 det(1)] = 2",

o que prova (5.22). O

Teorema 54 Seja A uma matriz quadrada nao-singular. Entdo, A € quase TU
se e s¢ se A™Y € uma matriz com entradas :i:% e o determinante de toda a
submatriz nao-singular de 2A~1 € minimo entre os determinantes de todas as

matrizes nao-singulares com entradas £1 da mesma ordem.

Prova: (=) Seja H uma submatriz nio-singular de 247! de ordem m. Como A
¢ quase TU, entdo, pelo Teorema 50, 247! é uma matriz com entradas +1. Pelo
Lema 28, queremos provar que |det(H)| = 2™~!. Como $H ¢ uma submatriz
nao-singular de A~!, entdo, por hipotese e pelo Teorema 53, \det(%H)\ = % e,
portanto,

1 1 1
|det(H)| = | det2(5H)]| = 2| det(5 H)| = 2.5 =27,
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(<) Pelo Teorema 53, basta provar que para toda a submatriz nao-singular de

A~1 o seu determinante é +1. Seja Q uma submatriz qualquer nao-singular de
2 g

A~ de ordem . Como 2(Q é uma submatriz nao-singular de 247!, entao por

hipotese e pelo Lema 28, | det(2Q)| = 2"~! e, portanto,

[et(@)] = | detl 5 (2Q)]] = ()] det(2Q)] = ()2 = 1.

Lema 29 Seja M uma matriz quadrada de ordem maior ou igual que 2 com
entradas :l:%. Depois de escalarmos a matriz M obtemos uma matriz M tal que
M = %E + Z(U) para uma adequada matriz U de zeros e uns. Sejam k el
indices quaisquer de linha e de coluna da matriz U, resp., e Uk(Ul) o Comple-
mento de U em relagio a linha k (coluna l)(ver Definigoes 138 e 14 da Secgao

5.1). Obtenhamos a partir de M as matrizes M e M? pelas sequintes operagoes:

M*': Troquemos as linhas 1 e k+1 de M entre si. Em sequida, multipliquemos

as colunas j + 1 por —1, para cada j tal que Up; = 1.

M?: Troquemos as colunas 1 e l4+1 de M entre si. Em sequida, multipliquemos

as linhas i + 1 por —1, para cada @ tal que Uy = 1.

Entio, M"' e M? estio na forma padrdio e

_ 1 _ 1

M = 3B+ ZUur e M?= S B+ Z(U) (5.23)
Prova: Provemos a primeira igualdade de (5.23). Seja M! = 1E + Z(U").
Queremos mostrar que M}j = M}J-,W, j. A coluna 1 de M & o vector %1. Por
definicdo de M, a coluna 1 de M' ¢ a coluna 1 de M com as componentes 1 e
k+1 trocadas. Logo, as colunas 1 de M e M sdo as mesmas e iguais ao vector
%1. Seja MllJH a componente j + 1 da Rrimeira linha de M' com j indice de
coluna de U. Sejam A = {j: Up; =1} e A = {j: Uy; = 0}. Temos o seguinte:

jeEA = M117j+1 = _Mk+17j+1 = _(%_Ukj) = _(%_1) = 3 Vj

Nl—= NI

JEA = My = Myjn = 3-Uy = 3-0 =3 Vi

Acabamos de mostrar que a linha 1 de M! é o vector %1 e, portanto, a linha 1
de M* e a linha 1 de M também coincidem. Concluimos, ainda, que M? esté

na forma padrao. Seja agora Mi1+1 j+1 uma entrada genérica da matriz M que
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nao pertence & primeira coluna nem & primeira linha, com ¢ e j indices de linha

e de coluna de U, resp. Entao, para todo j temos o seguinte:

. 7l — o, — 1 1 -1 kY. .
JEA = My, =-"Mjn=—3=5-"Uy=5-(U")
1
=3

- 1 vat _ _ 1 _ 1 k
jeA = M= M = 3 —Ukj =35 —(U");j

i#k e jeA = Mz+1]+1—*Mi+1,j+1=*(%*Uia‘):
=3 -1-Uy) = 3 - U";

ik e jEA = My, =Mujn=5-U;=35-(U";

Em qualquer caso, MZJrl 41 = MZJrl RERE Vi, 5. Logo, concluimos que M' = M.

A segunda igualdade de (5.23) prova-se de modo semelhante. O

Teorema 55 Seja A uma matriz quadrada nao-singular de ordem n. Entdo, A
¢ quase TU se e s6 se, depois de escalarmos A™1, a matriz (A~1) obtida é tal
que

(A7YY = %E + Z(U)

com U uma matriz nao-singular de zeros e uns, e CTU.

Prova: (=) Como, por hipotese, A é quase TU, entdo, pelo Teorema 50, todas
as entradas de A~! sdo :I:%. Depois de escalarmos A~!, a matriz obtida (A~1)
¢ tal que (A™1) = LE + Z(U) com U uma matriz quadrada de zeros e uns de
ordem n— 1 e com linhas e colunas indexadas por {1,2,...,n—1} (suponhamos
que a primeira linha de (A~!)" ¢ indexada por 17). Seja U’ igual a U ou a
qualquer matriz resultante de U por operagoes de complemento e seja U, uma
qualquer submatriz nao-singular de U’ com I,J C {1,2,...,n — 1}. Queremos
mostrar que |det(U;;)| = 1.

Sabemos que U’ = Uj ¢ com Ui = (U%); = (U;)! para adequados indices
0<4j5<n-1(com UO Uj, Uy =U' e UY = U). Pelo Lema 29, (A71)* =
FE+Z(UY) (com Ul = U, se i=0) ¢ uma matriz que se obtém de (A~!)" por uma
eventual (se ¢ # 0) troca de linhas seguida, possivelmente, por multiplicagao de

algumas colunas por —1. De igual modo, pelo Lema 29, a matriz
1 - 1
(A7) =SB+ 2(UY);) = 5B+ Z(U)

é uma matriz que se obtém de (A~1)* por uma eventual (se j # 0) troca de
colunas seguida, possivelmente, por multiplicacao de algumas linhas por —1.

Logo, ¢ 6bvio que (A7!)** se obtém de (A™')" e também de A~! por uma
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eventual (se i # 0) troca de linhas, uma eventual (se j # 0) troca de colunas
seguida, possivelmente por multiplicacao de algumas linhas e/ou colunas por
—1. E 6bvio que H** = [(A™1)*];q1+},suf1+} € uma submatriz de (A~1)** tal
que H** = 1E + Z(U};). Por (5.21), |det(H**)| = | det(U},)|. Logo, como
Uy;,; é nao-singular, entdo, H** e a submatriz H de A~ correspondente a H**
sao nao-singulares. Como, por hipdtese, A é quase TU, entao, pelo Teorema 53,
|det(H**)| = |det(H)| = 3 e, portanto, |det(U},)| = 1.

(<) Pelo Teorema 53, basta provar que toda a submatriz nao-singular de
A1 tem determinante igual a j:%. Seja H uma submatriz nao-singular de
A~ Por hipétese, depois de escalarmos A~!, a matriz obtida (A1)’ & tal que
(A71Y = 3E+ Z(U) com U uma matriz nao-singular de zeros e uns. Seja H' a
submatriz de (A~!)" correspondente a H. Suponhamos que a primeira linha de
H'’ ¢ indexada por k + 1, k > 0 e a primeira coluna de H' por [ + 1,1 > 0, com
k e | indices de linha e de coluna de U, resp., se k,I > 0. Se k,I > 0, entao, a

partir de (A~!)’, construamos as matrizes (A~1)* e (A~!), do seguinte modo:

(a). (A~H*: Troquemos as linhas 1 e k+ 1 de (A7) entre si. Em seguida,

multipliquemos as colunas j + 1 por —1, para cada j tal que Uy; = 1.

(b). (A~1),: Troquemos as colunas 1 e [ + 1 de A~! entre si. Em seguida,

multipliquemos as linhas i + 1 por —1, para cada i tal que (U*); = 1.

Pelo Lema 29, (A~!)* est4 na forma padrdo e (A™1)* = LE 4+ Z(U*). De
igual modo, (A1), esta na forma padrio e (A™1), = $ E+Z(UF) com, relembre-
se, UF = (U*), = (U))*. Se k = 0, entdo, omitimos o passo (a). e no passo
(b) consideramos U* = U® = U. Se | = 0, entdo, omitimos o passo (b). Se
k =1 = 0, entao ndo fazemos nada. Concluimos que a matriz final obtida,
(A~1" ¢ tal que (A™Y)" = LE + Z(U}) (com UP =U,, UF = U* e U = U).

Seja H" a submatriz de (A~!)" correspondente a H'. Por construcio da ma-
triz (A~1)”, alinha 1 e a coluna 1 de H” sdo uma sub-linha e uma sub-coluna da
linha 1 e da coluna 1 de (A~1)". Logo, como (A~1)" esta na forma padrio, entdao
H" esta na forma padrdo e H” = 1E + Z((UF)") com (UF)” uma submatriz de
Uf. Por (5.18) e (5.21), H"” = RY (UF)")C e |det(H")| = 5| det((UF)")|. Uma
vez que H & nao-singular (e, portanto, também H"), entdo, (UF)” também o é.
Como, por hipétese, U ¢ CTU, entdo, UF é TU e, portanto, |det((UF)")| = 1.
Logo, |det(H)| = |det(H")| = 3. 0

Finalmente, estamos em condi¢ées de definir um algoritmo para reconheci-

mento de uma matriz quase TU. Exibi-lo-emos na pagina seguinte.
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Algoritmo QTU(A)

Input:

Output:

Matriz A quadrada de ordem n, de zeros, uns e menos.

Verdadeiro se A é quase Totalmente Unimodular.
Falso se A nao é quase Totalmente Unimodular.

Iteragao Genérica:

Passo 1:

Passo 2:

Passo 3:

Passo 4:

Passo 5:

Verificar se a matriz A é ndo-singular.
Se A é singular
entao QTU:=Fulso; STOP.

senao calcular a matriz inversa, A~!.

Se A~! ndo é uma matriz apenas com entradas iguais a :I:%
entao QTU:=Falso; STOP.

Multiplicar adequadas linhas e/ou colunas de A~!

de modo que todos os elementos da primeira linha e da
primeira coluna sejam nao-negativos.

Seja (A~!)" a submatriz de A~! obtida por eliminacio
em A~! da primeira linha e da primeira coluna.
Calcular a matriz U = (A~')' — 1F, de zeros e uns, em
que E denota uma matriz (n — 1) x (n — 1) de tudo-uns.

Calcular as n — 1 matrizes quadradas de ordem n — 1,
U',i=1,2,...,n—1, em que U* denota o Complemento
de U em relacao a linha ¢, ou seja,

Uk, se k=

(U)k]{|Uk;j_Ul| se k#l7 Vk,]—l,?,...,n 1

Testar a Unimodularidade Total da matriz U e de cada
uma das matrizes

1T
[Ui] i=1,2,....n (5.24)

com o algoritmo TU descrito na Figura 4.5 (pgs. 167-168).
Se a matriz U ou alguma das matrizes em (5.24) ndo é TU
entao QTU:=Falso; STOP.

senao QTU:=Verdadeiro; STOP.

Figura 5.1: QTU(A)
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Teorema 56 O algoritmo QTU da Figura 5.1 averigua em tempo polinomial

se uma dada matriz de zeros, uns e menos uns, € QTU ou nao.
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Prova: Consideremos uma matriz quadrada de ordem n, A = [a;;], com i, j =
1,...,n, de zeros, uns e menos uns, e implementemos o algoritmo QTU referido.
O Passo 1 pode ser executado usando o método de eliminagdo de Gauss em
tempo O(n?). Sabemos que durante a aplicacio deste método, as entradas das
matrizes intervenientes sao limitadas polinomialmente, em moédulo, por M =
max{|a;;|: i,7 = 1,...,n}. O Passo 2 tem tempo O(n?) e o Passo 3 O(n?).
Pelo Teorema 47 (ver (4.111)), testar a Unimodularidade Total da matriz U
do Passo 4 pode ser feito em tempo O[(2n — 2)3(n — 1)] = O(n'?) e testar a
Unimodularidade Total de todas as n — 1 matrizes em (5.24), pode ser feito em
tempo
(n —1)0[(2n — 1)B(n —1)] = O(n').

Somando todos os tempos parciais, concluimos que o tempo total do algoritmo

QTU ¢ O(n'). O

Relembrando a defini¢ao de matrizes de zeros uns e menos uns Equilibrada (e
Desiquilibrada), a seguir ao Teorema 18 do Capitulo 2, é facil verificar que qual-
quer matriz quase Totalmente Unimodular é uma matriz-ciclo desiquilibrada ou
(exclusivo) uma matriz Equilibrada. Com efeito, seja A uma matriz quase To-
talmente Unimodular que nao é uma matriz-ciclo desiquilibrada e seja A’ uma
submatriz propria de A que é uma matriz-ciclo. Como A é quase Totalmente
Unimodular entao, por definigao, A’ é Totalmente Unimodular. Em particu-
lar, pelo Teorema de Camion II, A’ é uma matriz-ciclo equilibrada e, assim,
concluimos que A nao contém qualquer submatriz que seja uma matriz-ciclo
desiquilibrada, isto é, A é uma matriz Equilibrada, o que prova o pretendido.

Portanto, temos o seguinte esquema:

Figura 5.2: Matrizes de zeros, uns e menos uns

em que o conjunto das matrizes quase Totalmente Unimodulares Desiquilibradas

é apenas constituido pelas matrizes-ciclo (desiquilibradas).



Capitulo 6

Matriz Unimodular

Neste capitulo desenvolvemos o conceito de matriz Unimodular que generaliza o
conceito de matriz Totalmente Unimodular. Uma matriz A de nimeros inteiros
e de caracteristica completa por linhas diz-se Unimodular se toda a sua base
tiver determinante +1 (uma base de A é uma submatriz quadrada maximal de
A nao singular). Quando A nao tem caracteristica completa por linhas diremos
que, uma matriz A de nimeros inteiros, de dimensao m x n, e de caracteristica
r é Unimodular se para toda a base de A, o maximo divisor comum de todos os
seus subdeterminantes de ordem r é 1 (uma base de uma matriz de caracteristica
r & um conjunto de 7 colunas linearmente independente). Se r = m entao esta

defini¢do coincide com a anterior.

Claramente, toda a matriz Totalmente Unimodular é Unimodular mas uma
matriz Unimodular ndo tem que ser sequer uma matriz de zeros, uns e menos
uns. Além disso, veremos que uma matriz de zeros, uns e menos uns Uni-
modular nao tem que ser Totalmente Unimodular. Em geral, temos a seguinte
relacdo, ja enunciada na Proposi¢do 1 do Capitulo 2. Uma matriz A é Total-
mente Unimodular se e s6 se a matriz [I A] (que tem caracteristica completa
por linhas) é Unimodular, em que I representa uma matriz identidade. Exis-
tem outras afinidades entre as matrizes Unimodulares e as matrizes Totalmente
Unimodulares. As matrizes Unimodulares aparecem também no contexto da
Programacao Linear. Por exemplo, veremos que uma matriz A é Unimodular
se e sO se o poliedro {z € R: Ax = b, = > 0} é inteiro para todo vector b
inteiro (note-se o paralelismo com o Teorema de Hoffman e Kruskal). Por isso,

uma matriz de inteiros A ¢ Unimodular se e s6 se existir alguma solugdo 6ptima
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inteira para ambos os problemas max{cx: Az = b, = > 0} e min{yb: yA > c},
para todos os vectores inteiros b, ¢ tal que um deles tenha valor 6ptimo finito
(note-se o paralelismo com o Corolario 3 do Teorema de Hoffman e Kruskal).

Veremos estes e outros resultados na Secgao 6.1.

Na Seccao 6.2 estudaremos outras propriedades das matrizes Unimodulares.
Algumas das propriedades que sdo validas para as matrizes Totalmente Uni-
modulares mantém-se vélidas para as matrizes Unimodulares. Por exemplo, é
6bvio que a Unimodularidade de uma matriz é preservada por trocas de linhas
ou de colunas, multiplicacao de linhas ou colunas por —1, ji nao tao 6bvio,
por acréscimo de uma linha (mas nao coluna) da matriz identidade, etc. Entre-
tanto, nem toda a submatriz de uma matriz Unimodular é Unimodular. Veremos
que, para garantir Unimodularidade, apenas podemos remover colunas ou entao
remover linhas nulas, linhas da matriz identidade, ou linhas que sejam combi-
nagao linear inteira das restantes linhas. De igual modo, a matriz transposta
de uma matriz Unimodular pode nao ser Unimodular. Também existem pro-
priedades de Unimodularidade que néao se verificam para a Unimodularidade
Total. Por exemplo, a Unimodularidade de uma matriz é preservada (enquanto
a Unimodularidade Total nao &) por substituigdo de uma das suas linhas pela
sua adicao com outra linha previamente multiplicada por um niimero inteiro ou
por acréscimo de uma linha que seja combinagao linear inteira das linhas dessa

matriz.

Ja vimos que uma matriz A & Totalmente Unimodular se e s6 se a matriz
[I A] é Unimodular. Na Secgao 6.2, veremos outras relagoes entre matrizes To-
talmente Unimodulares e matrizes Unimodulares. O resultado principal, devido
a Truemper (Truemper, 1978), afirma que uma matriz A de inteiros ¢ Unimodu-
lar se e s0 se existe uma base B de A tal que B ¢ Unimodular e a (inica) matriz
C tal que BC = A é Totalmente Unimodular. Uma base de uma dada matriz
pode ser encontrada com o método de eliminagao de Gauss que é polinomial.
Veremos que uma matriz B de caracteristica completa por colunas (como ¢é o
caso de uma base de uma matriz) é Unimodular se e s6 se a matriz BT pode ser
conduzida & Forma Normal de Hermite [H 0] (ver Definigao 3) com H = I. Pelo
exposto, podemos definir um algoritmo polinomial para reconhecimento de uma

matriz Unimodular se dispusermos de um algoritmo polinomial para encontrar
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a Forma Normal de Hermite de uma matriz (este algoritmo esta descrito em
(Schrijver, 1986) na Seccao 5.3 e nos textos de apoio de Teoria de Optimizagao)
e de um algoritmo polinomial para reconhecimento de uma matriz Totalmente
Unimodular (por exemplo, o algoritmo TU descrito na Figura 4.5 do Capitulo
4). Este algoritmo para reconhecimento de uma matriz Unimodular seré devi-
damente descrito no final da Secgao 6.2. Truemper (Truemper, 1978) descobriu
outros resultados semelhantes que relacionam o conceito de Unimodularidade

com o de Unimodularidade Total.
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6.1 Definigao e propriedades

Nesta seccao continuamos a trabalhar com matrizes inteiras mas nao necessari-

amente de Zeros, uns € menos uns.

Definigao 19 Uma matriz A de nimeros inteiros e de caracteristica completa
por linhas diz-se Unimodular se toda a sua base tiver determinante £1 (uma base
de uma matriz € um conjunto de colunas dessa matriz linearmente independente

e mazximal).

A matriz A; abaixo é Unimodular enquanto que a matriz As nao é:

1 4 3 1 3 -1

A Defini¢ao 19 impGe que a matriz tenha caracteristica completa por linhas.
Na Defini¢ao 20, mais abaixo, alargaremos a definicao de matriz Unimodular a
matrizes que nao tenham caracteristica completa por linhas. O facto de ambas
as defini¢oes imporem que a matriz seja uma matriz de inteiros tem a ver com
0 contexto em que estas matrizes ocorrem. Agora generalizamos o conceito de
matriz Unimodular para matrizes que nao sejam de caracteristica completa por

linhas.

Definicao 20 Uma matriz A de nidmeros inteiros e de caracteristica r diz-se
Unimodular se para toda a base de A, o mdzimo divisor comum de todos 0s seus

subdeterminantes de ordem r € 1.

Note-se que, no caso da matriz ter caracteristica completa por linhas, a
Defini¢do 20 coincide com a Defini¢do 19. Consideremos a matriz A definida

por
3 0 3

A=1]10 2 2

11 2

que tem caracteristica 2 pois a linha 3 é a soma da linha 1 multiplicada por 1/3

com a linha 2 multiplicada por 1/2. As bases de A sao

30 3 3 0 3
02, 02| e |2 2
11 1 2 1 2



6.1. DEFINICAO E PROPRIEDADES 199

Em cada uma delas o m.d.c.de todos os subdeterminantes 2 x 2 é 1. Por isso,
A é Unimodular. Existem matrizes, de zeros, uns e menos uns, Unimodulares

que nao sao matrizes TU, conforme se ilustra com a seguinte matriz:

1 0
1 1. (6.2)
1 -1
Os items (a), (b) e (c) da seguinte propriedade sd@o de demonstracao imediata

enquanto que o item (d) ja ndo. Demonstraremos este item.

Propriedade 10 Uma matriz Unimodular permanece Unimodular se sobre ela

efectuarmos uma das sequintes operagoes por colunas:

(a). trocarmos as posi¢oes de duas colunas.
(b). duplicarmos uma coluna ou acrescentarmos uma coluna nula.
(¢). multiplicarmos uma coluna por —1.

(d). retirarmos uma coluna.

Prova: ( do item (d). ) Seja A uma matriz Unimodular, seja ¢ uma qualquer
coluna de A e seja A’ a matriz que resulta de A por remogao da coluna c. Se
existe pelo menos uma base de A em que nao aparece a coluna c entao A’ possui
r = car(A) colunas linearmente independentes e, por isso, car(A’) = car(A) e A’
permanece Unimodular porque a familia das bases de A’ est4 contida na familia
das bases de A.

Portanto, para o resto da demonstracao assumimos que ¢ aparece em todas
as bases de A. Neste caso, A’ nao possui r colunas linearmente independentes
e, portanto, car(A’) = car(A) — 1 e qualquer base de A resulta de uma base
de A’ por acréscimo da coluna ¢, assim como qualquer base de A’ resulta de
uma base de A’ por remogao da coluna c. Seja C' uma qualquer base de A’.

Seguidamente provamos que
d' = m.d.c.{det(C'[I']): |I'| = car(A) — 1} = 1.

Denote-se por C' a submatriz de A constituida pelas colunas de C’ e pela coluna

c. Esta matriz C' é uma base de A. Seja I tal que |I| = car(A) qualquer. Por
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aplicacao do Teorema de Laplace na coluna c[I] da matriz C[I],
det(C[I]) =) _ +e;det(C'[I\ {i}])
iel
Como c[I] é um vector de inteiros e d’ divide det(C’[I \ {i}]) para todo I, con-
cluimos que d’ divide det(C[I]). Como I é qualquer, d’' divide det(C[I]), para
todo I tal que |I| = car(A). Concluimos que d’ divide m.d.c.{det(C[I]): |I| =

car(A)} = 1. Concluimos que d’ = 1. O

Por aplicagao sucessiva do item (d) da Propriedade 10 , concluimos que
qualquer submatriz de A formada por colunas de A é Unimodular.

Os items (a), (b) e (c) da seguinte propriedade sao de demonstragao ime-
diata, enquanto os items (d), (e), (f), (g) e (h) j& ndo. Demonstraremos estes

ultimos.

Propriedade 11 Uma matriz Unimodular permanece Unimodular se sobre ela

efectuarmos uma das sequintes operagoes por linhas:
(a). trocarmos as posi¢oes de duas linhas.

(b). multiplicarmos uma linha por —1.

(c). acrescentarmos ou retirarmos uma linha nula;

(d). substituirmos uma das suas linhas pela sua adi¢ao com outra linha prévi-

amente multiplicada por um numero inteiro;

(e). acrescentarmos uma linha que seja combinagao linear inteira das linhas

dessa matriz;

(f). removermos uma linha que seja combinagao linear inteira das restantes

linhas;
(9). acrescentarmos uma linha da matriz identidade;

(h). retirarmos uma linha da matriz identidade;

Prova: ( do item (d). ) Seja A uma matriz Unimodular e seja A" a matriz que

resulta de A por substitui¢ao da linha ¢ de A, denotada L;, por L; + zL;, onde
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z denota um escalar inteiro e L; denota a linha j de A. Seja C' um qualquer
conjunto de colunas de A e C’ o conjunto de colunas de A’ correspondente as
mesmas posicoes. Decorre de resultados classicos de Algebra Linear que C’ é
uma base de A’ se e s6 se C' é uma base de A. Além disso, car(A) = car(A’).

Sejam C e O’ bases de A e A’, resp., quaisquer. Vamos provar que
d = m.d.c.{det(C[I]): |I| = car(A)} = m.d.c.{det(C’'[I]): |I| = car(A)} = d’

onde C[I] e C'[I] denotam as submatrizes de C' e C’, resp., com linhas indexadas
por I.

Seja I tal que |I| = car(A), qualquer. Se i ¢ I entdo C[I] = C'[I] e, em
particular, det(C’'[I]) = det(C[I]). Por isso, d divide det(C’[I]) e d' divide
det(C[I]). Se i,j € I entado, embora C'[I] # C[I], tem-se que det(C’'[I]) =
det(C[I]). Por isso, d divide det(C’[I]) e d’ divide det(C[I]). Agora suponhamos
quei €I ej¢ 1. Entao,

det(C'[1]) = det(C[I]) = 2 det(C[I*]) (6.3)

com I* tal que |I*| = car(A) e j € I*. Como d divide det(C[I]) e det(C[I*]),
concluimos, por (6.3), que d divide det(C’[I]) e, pela arbitrariedade de I, d di-
vide d’. Por outro lado, uma vez que j € I'*, isto implica, como ja vimos nos dois
casos anteriores, que det(C[I*]) = det(C'[I*]) e, por isso, d’ divide det(C[I*]).
Por defini¢ao, d' divide det(C’[I]), logo, por (6.3), d’ divide det(C|[I]) e, pela

arbitrariedade de I, d’ também divide d. Concluimos que d = d'. O

Prova: ( do item (e) ) Seja A uma matriz Unimodular. A matriz A’ definida
pelo acréscimo de uma linha de zeros & matriz A é Unimodular. Pelo item (d)
da Propriedade 11, se substituirmos essa linha de zeros por uma combinagao
linear inteira das restantes linhas continuamos a obter uma matriz Unimodular.

a

Prova: ( do item (f) ) Seja A uma matriz Unimodular e seja L; uma
linha dessa matriz que é combinagao linear inteira das restantes linhas, i.e.,
L, = Zj# zjLj, com z;, para j # i, a denotarem escalares inteiros. Pelo

item (d) da Propriedade 11, se substituirmos a linha L; pela sua subtracgao
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com Zj 2i 2jL;; continuamos a obter uma matriz Unimodular. Esta matriz re-
sultante coincide com a matriz A excepto na linha i que agora é uma linha
de zeros. Por uma propriedade imediata, se removermos esta linha de zeros a

matriz resultante permanece Unimodular. O

Prova: ( do item (g) ) Seja A uma matriz Unimodular de caracteristica r e A’
a matriz que resulta de A por acréscimo da linha ¢, que é a linha e; da matriz
identidade. Se e; pertence ao espago das linhas de A entdo pelo item (e) da
Propriedade 11, A’ ¢ Unimodular. Suponhamos, portanto, que e; néo pertence
ao espaco das linhas de A. Entao car(A’) = r + 1. Além disso, a coluna j de
A c;-, pertence a todas as bases de A’, caso contrario, A conteria r + 1 colunas

linearmente independentes.

Seja C’ uma base de A’. Queremos provar que
d' =m.d.c{det(C'[I']): |I'| = car(A")} =1

Se retirarmos a C’ a coluna ¢/ e a linha 7 obtemos uma base C' de A. Seja I’ tal
que |I'| = car(A’) qualquer. Se i ¢ I’ entao det(C’[I']) = 0, caso contrario, A
conteria r + 1 colunas linearmente independentes. Se i € I’ entao, usando regra
de Laplace ao longo da linha de C'[I'] indexada por i, det(C’'[I']) = det(C[I" \
{m + 1}]). Logo

d =m.d.c.{det(C'[I']): |I'| = car(A")} = m.d.c.{det(C[I]): |I| = car(A)} = 1.

Prova: ( do item (h) ) Suponhamos que a linha i de A é a linha e; da matriz
identidade e seja A’ a matriz que resulta de A por remogao da linha i. Se e,
pertence ao espago das restantes linhas de A entao, pelo item (f) da Propriedade
11, A" é Unimodular. Suponhamos, portanto, que e; nao pertence ao espago
das linhas de A. Entao, car(A’) = r — 1. Seja ¢; a coluna j de A. Temos que c¢;
pertence a todas as bases de A, caso contrario, A’ conteria r colunas linearmente

independentes.
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Seja C’ uma base qualquer de A’ cujas colunas sao indexadas por J'. Quer-

emos provar que
d =m.d.c.{det(C'[I']): |I'| = car(4)} =1

Como é evidente, as colunas de A indexadas por J' sao r — 1 colunas de A
linearmente independentes. Uma vez que car(A) = r, entdo existe j* ¢ J’' tal
que as colunas de A indexadas por J' U {j*} formam uma base C' de A. Seja I
tal que |I'| = car(A’) qualquer. Se usarmos regra de Laplace ao longo da linha

de C[I' U{i}] indexada por i, temos que det(C[I' U{i}]) = £ det(C’'[I']). Entao
d = m.d.c.{det(C[I]): |I| = car(A) e iel}

Seja I tal que |I| = car(A) qualquer. Se i ¢ I entao det(C[I]) = 0, caso

contrario, A’ conteria r colunas linearmente independentes. Logo

d' =m.d.c.{det(C[I]): |I| = car(A)} =1

Teorema 57 Seja A uma matriz inteira de caracteristica completa por colunas.

Entao, as sequintes afirmacdes sao equivalentes:
(a). A é Unimodular.
(b). Para todo o vectory tal que Ay é um vector inteiro, y € um vector inteiro.
(c). Para todo o vector inteiro b, o sistema ATz = b tem solucdo inteira.

(d). A matriz AT pode ser conduzida @ Forma Normal de Hermite [H 0] com

H=1.

Prova: Suponhamos que a matriz A é de dimensdao m x n. Pelo Teorema 4,
podemos transformar a matriz AT na Forma Normal de Hermite [H 0] através de
uma sequéncia de operagoes elementares por colunas (a), (b) ou (c¢) da Defini¢ao
4. Isto significa que, para uma adequada matriz quadrada U inteira e unimod-
ular (isto &, det(U) = 1), ATU = [H 0]. Como U~! = (1/det(U))adj(U) e

como U é uma matriz inteira unimodular entdo, U~! também é uma matriz
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inteira. Podemos assumir que em (c), AT = [H 0]. Com efeito, para qualquer
vector inteiro b de dimensdo n, as solucdes do sistema ATz = b e do sistema
(ATU)z" = b estdo relacionadas por = Uz’ < 2’ = U~z o que prova que
o sistema ATz = b tem uma solucdo inteira se e s6 se o sistema (ATU)z’ = b
também tiver. Além disso, para qualquer vector y de dimensao adequada, Ay
¢ um vector inteiro se e s6 se UL Ay também o é e, por isso, podemos assumir
que em (b), A =[H 0]”. Por (a), (b) e (c) da Propriedade 11, A é unimodular
se e s6 se UL A é unimodular e, por isso, podemos assumir também que em (a),
A=[H 0],

Vamos mostrar que (a), (b) e (c), com A = [H 0]T, sdo ambos equivalentes
a (d). Afirmar em (d) que H = I & equivalente, por defini¢do de Forma Normal
de Hermite, a afirmar que det(H) = 1.

(d) = (a) Considerando A = [H 0], com H = I (por hipétese), é 6bvio que
A & Unimodular.

(a) = (d) Consideremos que A = [H 0]7. A tinica submatriz quadrada de A
de ordem n = car(A) ¢ a matriz H”. Por hipotese, |det(HT)| = | det(H)| = 1.
Como H é uma matriz triangular inferior cujos elementos da diagonal principal
sao todos positivos, det(H) = 1.

(d) = (b) Considerando A = [H 0], com H = I, é 6bvio que, para qualquer
Yy
0

o . ~ 1 L
vector inteiro y de dimensao n, se Ay = [ ] Yy = [ } ¢ um vector inteiro

entao, em particular, y é inteiro. ’

(b) = (d) Suponhamos que A = [H 0]7. Por hipétese, para cada vector
inteiro y de dimensdo n, se Ay = [H 0]Ty (ou, equivalentemente, y[H 0] =
[yH 0], agora, y como vector linha) é um vector inteiro, entao y ¢ inteiro. Isto
é, se yH é inteiro entao y é inteiro. Por defini¢do de Forma Normal de Hermite,
H é uma matriz nao-singular. Seja l;, ¢ = 1,--- ,n a i-ésima linha da matriz
H~'. Entao, ;H = (ei)T, para cada ¢ = 1,...,n, em que €’ representa a i-
ésima coluna da matriz identidade de ordem n. Por hipoétese, I; é um vector
(linha) inteiro e, por isso, H~! é uma matriz de inteiros. Como HH ! = T
entdao det(H)det(H 1) = 1. Como H e H~! sdo matrizes de inteiros entdo,
|det(H)| > 1 (e |det(H~1)| > 1). Por isso, |det(H)| = 1, ou seja, como H &
uma matriz triangular inferior cujos elementos da diagonal principal sdo todos

positivos, det(H) = 1.
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(d) = (c) Consideremos AT = [H 0] com H = I. Seja b um vector inteiro
de dimensao n qualquer. O vector [ 8 } de dimensdo m é uma solugao inteira
do sistema ATz = b.

(c) = (d) Consideremos que AT = [H 0] e seja e, i = 1,...,n a i-ésima
coluna da matriz identidade de ordem n. Por hipotese, para cada i =1,...,n,
ATzt = ei, para adequado vector inteiro z*. Denotemos por 933{ e 1‘6 0s vectores
constituidos pelas componentes de ¢ indexadas em [H 0]z’ = €’ pela matriz H
e pela matriz nula, resp. Entao, H:U’H =e¢', i=1,...,n. Consideremos a matriz
quadrada X = [z}, 2%, ---2%]. Como HX = I e H é uma matriz nao-singular,
X = H ! e, portanto, H~! ¢ uma matriz de inteiros. Tal como vimos em (b)

= (d), det(H) = 1. 0

Teorema 58 Seja A uma matriz de inteiros. As sequintes afirmacoes sao equiv-

alentes:

(a). A é Unimodular.
(b). O poliedro P = {x: Ax = b,x > 0} € inteiro para todo vector inteiro b.

(¢). O poliedro Q = {y: yA > ¢} € inteiro para todo vector inteiro c.

Prova: (a) = (b) Seja b um vector inteiro qualquer tal que P = {z: Az =
b, x > 0} C R™ é um poliedro nao-vazio. Como o poliedro P tem pontos
extremos, para provar que P é inteiro basta provar que todos os seus pontos
extremos sao inteiros. Seja T um qualquer ponto extremo de P. Entao, existe

um subsistema ‘Az = b, xy > 0’ do sistema 'Ax = b, x > 0’ tal que T ¢ a tnica

ol =Lo ] o

Sejam Ap e Ay as submatrizes de A constituidas pelas colunas j € B =

solucao do sistema

{1,2,...,n}\N ej € N, resp. Entao, Zp é solugao tnica do sistema Apxp = b.
A matriz Ap tem caracteristica completa por colunas e é Unimodular pelo item
(d) da Propriedade 10. Por isso, pelo Teorema 57, Zp ¢é inteiro. Portanto

Z = (zp,0) é um vector de inteiros, o que conclui a demonstragao
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(b)= (c) Suponhamos que o poliedro P = {z: Az = b,z > 0} ¢ inteiro para
todo b inteiro. Seja ¢ um qualquer vector de inteiros tal que @ = {y: yA >
¢} & nao vazio. Seja b um qualquer vector de inteiros tal que o problema de

optimizacao
min yb
sa. yA>c (6:5)

tenha valor 6ptimo finito. Por Dualidade Forte da Programagao Linear, esse

valor ¢éptimo coincide com o valor éptimo de

max czx
sa. Ax=0b
x> 0.

Como {z: Az = b,z > 0} é um poliedro inteiro é ¢ é inteiro, concluimos que
o valor optimo de (6.5) é inteiro. Da arbitrariedade de b, por um teorema
leccionado nas aulas de Teoria de Optimizagao, o poliedro {y: yA > ¢} é inteiro
(alias, acabamos de provar que o sistema de desigualdades “yA > ¢’ é TDI).
((¢c).= (a).) Suponhamos que A nao ¢ Unimodular. Entao possui uma
submatriz Ap constituida por » = car(A) colunas linearmente independentes,
tal que os subdeterminantes de B de ordem r tém um divisor comum k£ > 1.
Como Ag nao é Unimodular entao, pelo Teorema 57, existe um vector de inteiros
¢ tal que Agy = ¢ (ou seja, yAp = ¢) nao tem solugao inteira. Como Ag é
uma matriz com caracteristica completa por linhas entao o sistema Agy =cé

possivel. Seja yg uma das solugGes e consideremos o poliedro

Q1 ={y: yA > |yAl},

que é nao vazio porque contém gyg. O conjunto
F={yeQi:yAp=2c}

é uma face de )1, e é ndo vazia porque contém yo. Mas F' C {y: yAp = ¢}, que
nao contém qualquer vector de inteiros. Por isso, F' nao contém qualquer vector
de inteiros pelo que, pelo Teorema 8 do Capitulo 1, ()1 ndo seria um poliedro

inteiro. U

Como a matriz A; definida em (6.1) ¢ Unimodular, o poliedro P = {z: Ajx =

b,z > 0} é inteiro para todo inteiro b. Como a matriz Ay definida em (6.1)
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nao é Unimodular, existe pelo menos um vector inteiro b tal que o poliedro
P ={x: Asx = b,x > 0} nao é inteiro. Por exemplo, para b = (1, 1), o poliedro
P possui o ponto extremo (0,0.3,—0.1).

Pela equivaléncia entre (a) e (¢) do Teorema 58, concluimos que para qual-
quer matriz inteira A, o poliedro {z: Az < b} é inteiro para todo o b inteiro se

e s6 se AT ¢ Unimodular.

Teorema 59 Seja A uma matriz inteira. Entao, A é Unimodular se e so existir

alguma solugdo optima inteira em ambos os problemas
max{cx: Ax =b, x >0} e min{yb: yA > c} (6.6)
para todos os vectores inteiros b, ¢ tal que um deles tenha valor dptimo finito.

Prova: (=) Suponhamos que AT ¢ Unimodular e sejam b, ¢ vectores inteiros
quaisquer tal que um dos problemas lineares em (6.6) tenha valor 6ptimo finito.
Por Dualidade Forte da Programagao Linear, ambos os problemas em (6.6)
possuem valor 6ptimo finito, que até é o mesmo. Pelo teorema anterior, ambos
os poliedros

{z: Az =0, x >0}, {y:yA>c} (6.7)

sdo inteiros. Num problema linear com valor éptimo finito, o conjunto de
solugbes Optimas é uma face da regido admissivel. Como ambos os poliedros
sao inteiros, todas as suas faces possuem vectores inteiros. Por isso, em ambos
os problemas em (6.6) existe solugao Optima inteira.

(«=) Para provar o reciproco, suponhamos que A ndo é Unimodular. Pelo teo-
rema anterior, existe um vector inteiro b tal que o poliedro {z: Az = b, z > 0}
nao é inteiro. Pelo Teorema 8, existe uma fungao objectivo cz, definida por um
vector inteiro ¢ sem perda de generalidade, tal que o problema max{cx: Ax =
b,x > 0} possui valor 6ptimo finito e nenhuma solugao 6ptima ¢ inteira, o que

é absurdo. O

6.2 Relagao com a Unimodularidade Total

Evidentemente, toda a matriz Totalmente Unimodular ¢ Unimodular. Além

disso, uma matriz de zeros, uns e menos uns, Unimodular nao tem que ser
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Totalmente Unimodular conforme ilustramos com a matriz (6.2). Em geral,

temos a seguinte relagdo, ja enunciada na Proposi¢ao 1 do Capitulo 1.

Proposicao 9 Uma matriz A de zeros, uns e menos uns, € Totalmente Uni-

modular se e s se a matriz [I A] é Unimodular.

Lema 30 Seja A uma matriz de inteiros com caracteristica completa por linhas.

Entao as sequintes afirmacoes equivalem-se:
(a). Para toda a base B de A a matriz B~ A ¢ Totalmente Unimodular;
(b). Para toda a base B de A a matriz B-*A ¢é Unimodular;
(c). Para toda a base B de A a matriz B~'A € inteira;
(d). Eziste uma base B de A tal que a matriz B~'A ¢ Totalmente Unimodular;
(e). Existe uma base B de A tal que a matriz B~YA é Unimodular.

Prova: Vamos mostrar que (c) e (e) sdo equivalentes a (b) e fica provado que (b),
(c) e (e) s@o equivalentes entre si. Depois, mostraremos que (a) é equivalente
a (b) e (d) é equivalente a (e), o que prova que (a), (b), (c), (d) e (e) sao
equivalentes entre si.

(b) = (c) E imediato.

(c) = (b) Seja B uma qualquer base de A. Por hipétese, a matriz B~1A
¢é inteira. Seja B* uma qualquer base desta matriz. Entdo, B* é inteira e

B* = BB/, sendo B’ uma adequada base de A. Por hipotese
(B)™'A ¢ inteira.
A matriz (B")"!B ¢ uma submatriz de (B’)"!A4; logo, também ¢ inteira. Além
disso, é uma base desta matriz porque
det((B")"'B) = det((B')™!). det(B) # 0.
Como
B*fl — (B,)_IB,

concluimos que B*~! & inteira. Uma vez que B* ¢ B*~! sdo matrizes invertiveis
inteiras, entdo | det(B*)| > 1 e |det(B*~')| > 1. De |det(B*)|.|det(B* 1)| =1

vem que |det(B*)| = 1. Concluimos que B~*A é Unimodular.
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(b) = (e) E imediato.

(e) = (b) Seja By a base de A tal que By 'A é Unimodular. Seja B uma
qualquer base de A e B’ uma qualquer base de B~'A. Queremos provar que
|det(B’)| = 1. Como B’ é uma base de B~'A, entdo, B’ = B~'B* com B*
uma adequada base de A. Como B e B* sdo bases de A, entao, BalB e Bng*
sdo bases de By 'A. Uma vez que By'A ¢ Unimodular, entdo, |det(B;'B)| =

|det(By ' B*)| = 1. Logo,

det(By'B*)| 1
|det(B')| = |det(B~'B*)| = | det[(By, ' B)'B, ' B*]| = M =-=1
|det(By " B)[ 1

(a)= (b) e (d) = (e) E imediato.

(b) = (a) e (e) = (d) Seja B uma qualquer base de A. Basta mostrar que se
B~'A ¢ Unimodular, entdo, B~'A4 ¢ TU. Como I é uma base de B~'A, entao,
B71AP = [I O] para uma adequada matriz de permutacio P e uma determi-
nada matriz C. E ébvio que [I C] é Unimodular. Pela Proposicdo 9, C é TU e,
pela Propriedade imediata (f) das matrizes TU, [I C] também é TU. Por isso,
B~1A =[I C]P~! também é TU. O

Lema 31 Seja A uma matriz Unimodular com caracteristica completa por lin-
has e B uma base qualquer de A. Entdo, det(B) = +1 ¢ B~YA ¢é Totalmente

Unimodular.

Prova: Seja B uma base qualquer de A. Por hipotese, A é Unimodular e,

portanto, det(B) = £1. Como B é uma matriz inteira e det(B) = %1, entdo

B—l

= Jor () VP)

¢ uma matriz inteira. Logo, B~'A é uma matriz inteira. Pelo Lema 30, B~'A

éTU. O

Lema 32 Seja A wma matriz com caracteristica completa por linhas. Se ez-
iste uma base B de A tal que det(B) = %1 e a matriz B~'A ¢ Totalmente

Unimodular, entao A € Unimodular.
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Prova: Por hipotese, existe uma base By de A tal que det(Bp) = +1 e a
matriz BalA ¢ TU. Seja B uma base qualquer de A. Queremos mostrar que
|det(B)] = 1. A matriz B~!By ¢ uma base de B~'A pois é uma submatriz

quadrada de colunas de B~'A4 e
det(B™'By) = det(B ') det(Bg) # 0 (6.8)

uma vez que By e B sdo bases de A. Pelo Lema 30, B~'A ¢ TU. Logo,
|det(B~1By)| = 1. Como também | det(By)| = 1, entdo, por (6.8), |det(B~!)| =
1e|det(B)| =1/|det(B71)| =1. O

Lema 33 Seja A uma matriz m x n Unimodular, de caracteristica v e seja B
uma qualquer base de A. Entao, existe uma unica matriz r X n, denotada C, tal

que BC = A. Mais, C' é uma matriz Totalmente Unimodular.

Prova: A matriz r x n, denotada C, tal que BC' = A esti unicamente deter-
minada. Com efeito, um determinado vector é a j-ésima coluna de C' se e s6 se
¢ solucao do sistema Bc = a;, onde a; denota a j-ésima coluna de A. Como
B é uma base de A, entao a; pertence ao espago gerado pelas colunas de B e,
por isso, o sistema Bc = a; ¢ possivel, Vj = 1,...,n. Como r ¢ o nimero de
colunas de B e car(B) = r, isto significa que no sistema possivel Bc = a; nao
existem incognitas livres. Entao, o sistema Bc = a; ¢ possivel determinado,
Vi=1,...,n.

Suponhamos que B é uma base de A. Pela Propriedade (d), B ¢ uma matriz
Unimodular. Existe uma matriz de permutacao P tal que AP = [B D]. Como
BT & uma matriz de inteiros de caracteristica completa por linhas, BT pode
ser conduzida a uma matriz na Forma Normal de Hermite [H 0] através de
uma sequéncia de operagoes elementares (unimodulares) por colunas. Como A
¢ Unimodular, entao, pelo Teorema 57, existe uma matrix U, inteira, m x m,

unimodular, tal que BTU = [I 0]. Assim,
T T Tp 1T I K
UTAP=UT[BD]=[UTBUTD]= | | L |-
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com E,F matrizes de inteiros. Além disso, ' = 0 porque car(UTAP) =

car(A) = car(B) = r. Por isso,
A= UT)! [ [ B ] P (6.10)
Seja C' = [I E]PT, que é uma matriz de inteiros. Como

BC = B[I E|PT = <(UT)1 [ é D 1 E)PT = ()=t [ é ]g } Pt

concluimos que BC = A. A unicidade decorre do que observdmos num paré-
grafo anterior. A matriz AP resulta de A por troca de colunas de A. Esta
operacdo preserva a unimodularidade de A. A matriz UT AP resulta de AP
apos operagoes elementares de trocas de linhas e adigao a linhas de multiplos
inteiros de outras linhas. Estas operagoes preservam a unimodularidade. Por
isso, a matriz U7 AP ¢ Unimodular. A matriz [I E] é uma submatriz de UT AP
por remogao de linhas nulas. Pelo item (c) da Propriedade 11 das matrizes Uni-
modulares, [I E] também ¢ Unimodular. Pela Proposi¢ao 9, E é uma matriz
TU. Por isso, [ E] é TU. A matriz P é uma matriz de permutagdo. Por isso,

C=[I E|PT ¢ TU. O

Teorema 60 Seja A uma matriz de inteiros de dimensao m X n e de carac-

teristica r. Entdo as sequintes afirmacoes equivalem-se:
(a). A é Unimodular;

(b). Toda a base B de A € tal que: B é Unimodular e a (dnica) matriz C,

r X n, tal que BC = A é Totalmente Unimodular;

(c). Existe uma base B de A tal que: B é Unimodular e a (unica) matriz C,

r xn, tal que BC = A é Totalmente Unimodular.

Prova: Se A é de caracteristica completa por linhas, entao, a matriz C' de (b)
e (c) ¢ B~1A. Por isso, (a) = (b) é vélida pelo Lema 31 e (c). = (a) é vélida
pelo Lema 32. Logo, fica provado este teorema. Suponhamos que A nao é de
caracteristica completa por linhas.

(a)= (b) Seja B uma qualquer base de uma matriz unimodular A, m x n e

de caracteristica r. Pelo item (d) da Propriedade 10 das matrizes Unimodulares,
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B é Unimodular. Seja C' a tnica matriz r x n tal que BC = A. A existéncia,
unicidade e caracterizagao estao expressas no Lema 33. Como B é Unimodular,
entdo, também por este Lema, C é TU.

(b)= (c) E imediato.

(¢c)= (a) Seja A uma matriz de inteiros, m x n de caracteristica r. Por
hipotese, existe uma base By de A tal que By é unimodular e a (Gnica) matriz
Cy, 7 X n, tal que BCy = A é TU. Ja vimos na demonstracdo do Lema 33 que
Co = [IE]PT e que

A = (UT)_l{é ]g]PT

= UhH™ [ %0 ] : (6.11)

O factor da direita em (6.11) é TU, por hipotese. Em particular, também é
Unimodular. Assim, a matriz A resulta desta ultima matriz por aplicacao de
operagdes elementares por linhas (por accdo de (UT)™!) que, pelos items (a) e
(d) da Propriedade 11 das matrizes Unimodulares, preservam a unimodulari-

dade . Por isso, A é Unimodular. O

O Teorema 60 permite definir um algoritmo para testar se uma dada matriz
é Unimodular ou nao, & custa de um algoritmo para testar se uma dada matriz

é Totalmente Unimodular ou nao. O algoritmo esté descrito na pagina seguinte.
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Algoritmo U(A) (1/1)
Input: Matriz A de nimeros inteiros.
Output: Verdadeiro se A é Unimodular.

Falso se A nao é Unimodular.
Iteracao Genérica:

Passo 1: Encontrar uma base B de A com o método de eliminagao
de Gauss.

Passo 2: Encontrar a Forma Normal de Hermite [H 0] de BT e uma
matriz quadrada U unimodular tal que BTU = [H 0].
Se H # I (I é uma matriz identidade de ordem adequada)
entao U:=Falso.

Passo 3: Seja E a submatriz de U7 A com linhas indexadas pelas
linhas nao-nulas de U7 A e com colunas indexadas pelas
colunas de UT A correspondentes as colunas de B em A.
Testar se £ é TU com o algoritmo TU (pgs. 167-168).
Se E é Totalmente Unimodular
entao U:= Verdadeiro
senao U:=Falso.

Figura 6.1: U(A)

Teorema 61 O algoritmo U da Figura 6.1 averigua em tempo polinomial se

uma dada matriz de zeros, uns e menos uns, € Unimodular ou ndo.

Prova: Comecamos por provar que o algoritmo U averigua a unimodularidade
de uma matriz A de numeros inteiros e de dimensao, digamos, m X n. Seja
B a base de A = [a;5], i = 1,...,m e j = 1,...,n, encontrada no final da
implementagao do Passo 1 do algoritmo. Implementemos o Passo 2 com a matriz
BT. No final, se a Forma Normal de Hermite de BT nao é [I 0], entdo, pelo
Teorema 57, B nao é Unimodular. Logo, por definicao de matriz Unimodular,
a matriz A também nao é Unimodular. Se a Forma Normal de Hermite de BT
é [I 0], entao, B é Unimodular e avangamos para o Passo 3.

Relembre-se agora que, pelo Lema 33,

.o | I E
a1
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em que F é precisamente a matriz definida no Passo 3. Além disso, a matriz
C do Teorema 60 & tal que C' = [IE]PT. No final da implementacio do Passo
3, se E & TU, entao, C' também é TU porque, pelas propriedades (c) e (f) das
matrizes TU, C' é TU se e s6 se E ¢ TU. Pela equivaléncia entre (a) e (c) do
Teorema 60, A é Unimodular. Se a matriz E nao é TU, entdao, C' também nao
é TU e, pela equivaléncia entre (a) e (b) do Teorema 60, A nao é Unimodular.

Falta s6 mostrar que o tempo do algoritmo U é polinomial. Comecemos por
notar que se implementarmos o Passo 1 com o método de eliminacao de Gauss
e o Passo 2 com o algoritmo H da Figura 1.2 descrito na pagina 23, entao, pelo
exposto no Capitulo 1, as entradas das matrizes que ocorram sao limitadas, em
modulo, polinomialmente por max{|a;;|: ¢ =1,...,m, j = 1,...,n}. Por isso,
basta contabilizar o nimero de operagoes numéricas (somar, multiplicar, dividir
e comparar ntimeros). O Passo 1 tem tempo O(m?n) < O[(m + n)?m]. Pelo
Corolario 1 do Teorema 6, o Passo 2 pode ser executado em tempo O(m?3) <
O[(m +n)?m]. No Passo 3, UT A ¢ uma matriz que tem a mesma dimensdo que
A, e E é uma submatriz de UT A. Por isso, a unimodularidade total de E pode

ser testada em tempo polinomial
O[(m + n)'3m], (6.12)

pelo Teorema 47 (ver (4.111)). Claramente, (6.12) é o tempo total do algoritmo
U e, assim, testar a unimodularidade ou a unimodularidade total de uma matriz

emprega o0 mesmo tempo polinomial. O
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