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Enunciado corrigido: Suponha o conhecimento da factorização de uma matriz A m × n (com
m > n) da forma A = QR, onde Q é uma matriz m ×m ortogonal e R é uma matriz m × n em
escada e de caracteŕıstica r. Considere o seguinte problema de mı́nimos quadrados

min
x∈IRn

‖Ax− b‖22 .

Mostre que as soluções deste problema são as soluções do sistema linear

R1x = QT
1 b, (1)

onde R1 é a submatriz de R contendo as primeiras r linhas, e Q1 é a submatriz de Q contendo as
primeiras r colunas.

Resolução: Para todo x ∈ IRn tem-se

‖Ax− b‖22 = ‖QRx− b‖22
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Por isso,

‖Ax− b‖22 ≥ ‖Q
T
2 b‖22, para todo x ∈ IRn,

com igualdade para todo o x ∈ IRn tal que (1) se verifique, que é um sistema de equações sempre
posśıvel e com n− r graus de liberdade.

Mais detalhe: Se n− r > 0 então a matriz R1 é da forma

R1 = [R1B R1N ],

onde R1B denota uma matriz quadrada r × r invert́ıvel. Então, (1) é equivalente a

[R1B R1N ]
[

xB

xN

]
= QT

1 b

⇐⇒ R1BxB + R1NxN = QT
1 b

⇐⇒ R1BxB = QT
1 b−R1NxN .

Por isso, as soluções do sistema de equações (1) são da forma

x =
[

xB

xN

]
, com xB = R−1

1BQT
1 b−R−1

1BR1NxN e xN qualquer.

ou, dito de outro modo,

x =
[

R−1
1BQT

1 b
0

]
−

[
0

R−1
1BR1N

]
xN , xN qualquer. (2)

Uma sugestão de tema para um projecto: Escreva uma função em Matlab que para uma dada
matriz A e dado vector b caracterize a totalidade das soluções no sentido dos mı́nimos quadrados
através de (2).
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