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Capitulo 1

Complementos sobre valores e vectores
proprios

1.1 Valores proéprios e vectores proprios de matrizes

Revisoes de ALGA: Defini¢io de vector e valor proprios de uma matriz em My, (C).
Equacdo e polinémio caracteristicos. Teorema fundamental da Algebra e multiplicidade
algébrica de valores proprios. Subespago proprio e multiplicidade geométrica de valores
proprios. Valores proprios de matrizes triangulares. Valores proprios de matrizes equiva-
lentes.

1.2 Matrizes diagonalizaveis

Revisoes de ALGA: Definicao de matriz diagonalizavel em M, ,(C). Independéncia
linear de vectores proprios associados a valores proprios distintos. Matrizes com n valores
proprios distintos dois a dois sdo diagonalizaveis em M,,«,(C). Caracteriza¢io necessaria e
suficiente de diagonalizabilidade de uma matriz em termos das multiplicidades geométricas
dos seus valores proprios distintos.

1.3 O caso das matrizes simétricas reais

Revisoes de ALGA: Matrizes simétricas em M, y,(IR) tém valores proprios reais e
sao diagonalizaveis através de matrizes diagonalizantes ortogonais. Vectores proprios de
matrizes simétricas em M, ,(IR) associados a valores proprios distintos sdo ortogonais.

Exemplo de aplicacao de diagonalizabilidade em sistemas de equagoes diferenciais or-
dinarias.



1.4 Curvas e superficies do 2° grau

Definicdo de conica e sua equacio na forma matricial em IR%. Caracterizacio de uma
conica através de mudangas de coordenadas: rotagdo (em que a matriz de rotagao é dada
pela matriz diagonalizante ortogonal da matriz simétrica do termo quadratico da forma
matricial) e translacgao.

Definicio de quadradica e sua equacio na forma matricial em IR®. Caracterizacdo de uma
quéadrica através de duas mudangas de coordenadas: rotagdo (em que a matriz de rotagao
¢ dada pela matriz diagonalizante ortogonal da matriz simétrica do termo quadratico da
forma matricial) e translacgao.

1.5 O caso das matrizes normais

Recorde-se que a matriz adjunta ou transconjugada de uma matriz A é dada por A* =
AT = AT, E indiferente transpor a matriz primeiro e depois conjugar os seus elementos
ou comegar por conjugar antes de aplicar a transposicao. Se A for m x n entdao A* é
n X m.

Defini¢ao 1.5.1 Uma matriz A € M+, (C) diz-se hermitica se
A = A

Por exemplo, a seguinte matriz é hermitica,
1 1—3
A= [ I+i 2 ] ’

-1 o1+i]
A‘[1—z’ 2]_‘4'

uma vez que

Este exemplo motiva o enunciado da seguinte proposi¢ao, cuja demonstracao é deixada
como exercicio.

Proposigao 1.5.1 Uma matriz hermitica tem elementos reais ao longo da sua diagonal
principal. O seu elemento na posicao i,j € o conjugado do seu elemento na posicao j,1,
para indices i,j € {1,...,n}.

As matrizes hermiticas em M, (C) correspondem as matrizes simétricas em M, ., (IR),
no sentido em que uma matriz hermitica com elementos reais é simétrica.

Uma outra generalizagdo de My, (IR) para M, y,(C) é o das matrizes unitarias. As
matrizes unitarias com elementos reais sao ortogonais.

Defini¢ao 1.5.2 Uma matriz A € M., (C) diz-se unitdria se

AT = A



Assim sendo, uma matriz é unitaria se UU* = I (e necessariamente U*U = I) ou se
U*U =1 (e de certeza que UU* = I).
E facil confirmar que é unitiria a seguinte matriz:
V2, V2
2 ¢ 2
V2 V2|
2 2

U =

Para o efeito, basta mostrar uma das igualdades UU* =1 ou U*U = I.

A nocao de matriz unitéria permite-nos expandir o conceito de matrizes ortogonal-
mente equivalentes para matrizes com elementos complexos. Ambas as nogoes sdo par-
ticularizagbes da nocao de equivaléncia entre matrizes (em que se assume somente que a
matriz U em baixo é invertivel) .

Defini¢ao 1.5.3 Duas matrizes A, B € M,x,(C) dizem-se unitariamente equivalentes se
existir uma matriz U € My, (C) unitdria tal que

B = U AU.

Desta definicao resulta que A = UBU*. Este raciocinio é importante e aparecerd
variadas vezes. Em primeiro lugar multiplicam-se ambos os membros de B = U*AU, a
esquerda, por U, obtendo-se, de UU* = I, aigualdade UB = AU. A seguir multiplicam-se
ambos os membros de UB = AU, & direita, por U*, concluindo-se que A = UBU*.

As matrizes unitariamente equivalentes com elementos reais sao ortogonalmente equiv-
alentes. Neste caso, a matriz U = (@) desta definicao tem entradas reais e é ortogonal
(QQT=QTQ=1).

Sabe-se que duas matrizes equivalentes A e B tém os mesmos valores proprios. Logo,
duas matrizes (ortogonalmente ou) unitariamente equivalentes partilham os mesmos val-
ores proprios.

1.5.1 O Teorema de Schur

Qualquer matriz é unitariamente equivalente a uma matriz triangular. Este resultado,
conhecido como Teorema de Schur, é enunciado e demonstrado de seguida, escolhendo
como matrizes triangulares as triangulares superiores. Como veremos mais adiante, este
teorema tem véarias implicacoes relevantes em diagonalizacao de matrizes.

Teorema 1.5.1 Toda a matriz A € M,,(C) € unitariamente equivalente a uma matriz
triangular superior, ou seja, qualquer que seja A existe uma matriz unitdiria U € My, (C)
tal que

U'AU = T,

em que T € My,xn(C) satisfaz t;j = 0,9 > j. Os elementos diagonais de T sao, desta
forma, os valores préprios de A.



Demonstragao. Seja v; um vector préprio de A normalizado, ou seja,
AU1 = )\11)1, ||U1|| = 1.
Para efeitos desta demonstracao, seja

{’Ul,'UJQ, s 7wn}

uma base ortonormada de C". Esta base pode ser obtida acrescentando vectores a {v; }, de
forma linearmente independente, até ser alcancada uma base para C" e, depois, aplicando
o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt a esta tltima base.

Ponha-se U; = [v; wy -+ wy|. Assim sendo, tem-se que

UrAU, = Uf[Av, Awy -+ Aw,]

v
W,

= i [)\1’1)1 A’U)Q Awn]

w

-/\1 TT
0 4 |

comr; € C" e Ay € M,,_14,_1(C). Daqui resulta que as matrizes A e

)\1 TT

0 A
tém os mesmos valores proprios. Se n fosse igual a 2 a demonstracao estaria concluida.
Suponhamos, entao, que n > 2.

Agora, apliquemos a A; um raciocinio idéntico, garantindo a existéncia de uma matrix
unitaria Us € M, _1xn_1(C) tal que

Uy AUy = [)(\)2 222 },

comry € C" 2 e Ay € My_9yn_o(C). A matriz unitaria que permite continuar o raciocinio

é dada por
1 0
“=log)



E relegado para os exercicios provar que V5 é unitaria. Continuando, veja-se que

R _[1 0 ATt 1 0
UIATY = U;HO thO UQ}
o J1o0 Mo rils
10 U 0 AU
_ -)\1 TIUQ
Tl 0 AU
—)\1 (TTU2)1,1 (TTU2)1,2:n
= 0 AQ 7’;
| O 0 A,

A demonstragao é concluida aplicando o mesmo argumento sucessivamente até se obter
uma matriz A, _; € Mi«1(C). No final, chega-se a

U'AU =T com U = UVy---V,

eti=MN,1=1,...,n, em que T € uma matriz triangular superior. Fica como exercicio
provar que U é uma matriz unitaria.

As matrizes T e T5, dadas por

11 4 2 —1 32
Tm =102 2 e =10 1 2 |,

0 0 3 0 0 3
sdo unitariamente (alids, ortogonalmente) equivalentes. A matriz U que mostra este facto
¢ dada por

1 1 0
Uzﬁ 1 -1 0

210 0 2

As contas que validam a igualdade U*T1U = T3 sao deixadas como exercicio. Deste
exemplo, nomeadamente do facto de serem validas ambas as igualdades

U*TlU = T2 e I*Tll = Tl;

é possivel concluir que nem as matrizes unitirias nem as matrizes triangulares do Teorema
de Schur sao tnicas.

A demonstragao do Teorema de Schur pode ser feita em aritmética real se a matriz A
tiver elementos reais. Neste caso obtém-se

Q'AQ =T,

em que T é uma matriz triangular superior e ) é uma matriz ortogonal (A,Q,U €
Myxn(IR)).



1.5.2 Matrizes diagonalizaveis unitariamente

Como se demonstrard mais adiante as matrizes unitariamente diagonalizaveis sao con-
hecidas por matrizes normais.

Defini¢ao 1.5.4 Uma matriz A € My, (C) diz-se normal se
ATA = AA",
ou seja, se A comutar com a sua adjunta ou transconjugada.
Sao varias as matrizes normais ja conhecidas.

e Todas as matrizes hermiticas sao normais.
e Todas as matrizes unitarias sao normais.

e Todas as matrizes hemi-hermiticas (A* = — A) s@o normais.

A demonstracao destes factos é simples. Por exemplo, se U é unitaria, entao U*U =
I = UU*, como vem directamente da definicio de matriz unitaria. Os outros casos sao
deixados como exercicio.
Estas trés classes de matrizes (hermiticas, unitarias, hemi-hermiticas) ndo esgotam
todas as matrizes normais. A matriz
1 -1
Y

¢ normal mas nao pertence a nenhuma destas classes. As contas ficam, uma vez mais, ao
cuidado do leitor.
Por outro lado, apresentamos um exemplo de uma matriz que nao é normal (A*A #

AA*):
1 1
=11
Neste exemplo, tem-se que
a4 |21 . 2 -1
w21 ean-[2 7]

A importancia das matrizes normais resulta, como foi dito anteriormente, do facto
destas coincidirem com as matrizes que admitem uma diagonalizacao através de uma
matriz diagonalizante unitaria.

Teorema 1.5.2 Uma matriz A € Mpx,(C) € normal se e sé se eristir uma matriz
unitdria U € Mpyn(C) tal que

U'AU = D com D € M,x,(C) diagonal.



Demonstragao. Comecemos por provar a implicacao mais imediata. Assuma-se, assim,
que A admite uma diagonalizagao unitaria. Utilizando um argumento j& conhecido, prova-
se, a partir de U*AU = D, que A = UDU*. Daqui vem que

A*A = (UDU**UDU* = (U")*D*(U*U)DU* = UD*DU".
Da mesma forma, provar-se-ia que
AA* = --- = UDD*U".

Esta parte da demonstracao fica rematada pelo facto de D*D = DD* (uma vez que o
produto de matrizes diagonais é comutativo).

A implicagéo reciproca (A normal entdo A unitariamente diagonalizével) baseia-se no
Teorema de Schur. Este tultimo resultado é aplicavel a qualquer matriz quadrada e, em
particular, a uma matriz normal. Deste modo, temos que

T = UAU

com T matriz triangular superior e U matriz unitaria, ambas em M, ., (C). Se soubéssemos
que T era diagonal nao haveria mais nada a provar. O resto desta demonstracao resume-se,
entao, a mostrar que a matriz 7' é diagonal.

Em primeiro lugar constatamos que 7' ¢ uma matriz normal. Efectuando um tipo de
calculos que comecam a ser rotineiros, mostra-se que

TT* = UTAA*U = U"A"AU = T'T,

com a igualdade do meio a ser verdadeira pelo facto de se estar a assumir, nesta implicagao
reciproca, que A é uma matriz normal.
A igualdade T*T = TT*, quando escrita por extenso, apresenta a forma

11 i tiz -+ tin i tiz -+ tin 11
Ty 15 oo vrr ton | tog -+ top T2 139
t, th, e th, ton ton to s et

Efectuando, em ambos os membros, o produto da primeira linha pela primeira coluna,
vem que
it = tit]y +tietly + -+ - + tintl,

ou seja, que
0 = [tio® + -+ + [tin]*.

Deste primeiro cilculo obtemos que t15 = --- = t3, = 0. Um segundo céalculo (segunda
linha pela segunda coluna em ambos os membros), permite escrever

[t + |taz|> = [too? + [tz + -+ + [tan|:



Mas, como ja se sabe que t15 = 0, esta igualdade reduz-se a
0 = [tas” + -~ + [ten],

o que implica a nulidade dos elementos t3,...,%s,. Repetindo este argumento (até ao
produto entre as linhas n—1 e as colunas n—1 de T*T e TT*) provar-se-ia, sucessivamente,
que todos os elementos nao diagonais de T' sao nulos. l

Pelo facto de serem normais, as matrizes hermiticas admitem, a luz deste teorema,
uma diagonalizacdo unitaria. Além disso, as matrizes hermiticas apresentam uma diag-
onalizacao com elementos diagonais reais, ou seja, tém valores proprios reais. Estes dois
factos sao resumidos no seguinte corolario.

Corolario 1.5.1 Se A € M, ,(C) for uma matriz hermitica entdo é unitariamente diag-
onalizdvel com valores proprios reais.

Demonstracao. A matriz A é normal porque é hermitica. Logo, pelo teorema anterior,
existe uma matriz diagonalizante unitaria U € M,,«,(C) tal que

U'AU = D com D € M,y,(C) diagonal.
Se transconjugarmos D obtemos, ao aplicarmos A* = A, que
D* = (U*AU)* = U*A*(U")" = U*AU = D,

mostrando que os elementos diagonais de D (os valores proprios de A) sdo nimeros reais.
[ |

O facto das matrizes simétricas reais terem valores proprios reais e serem diagonal-
izaveis através de matrizes diagonalizantes ortogonais € um caso particular deste corolario.
A diagonalizagdo de matrizes pode ser resumida através do seguinte esquema.

matrizes diagonalizaveis em M, (C)

fr

matrizes unitariamente diagonalizaveis (ou normais) em M, ., (C)

)

matrizes hermiticas em M,,x,(C)

)

matrizes simétricas em M., (IR)
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Exercicios

1.

Sejam Uy, ..., U, matrizes unitarias em M, ,(C) (com m um niimero inteiro posi-
tivo). Prove que o seu produto U = U, - - - Uy, é, também, uma matriz unitaria.

. Seja U uma matriz unitaria em M, «n,(C). Mostre que também é unitaria a matriz

ool

em que I é a matriz identidade de M, xn, (C) (e n; e ny nimeros inteiros positivos).

Destes dois primeiros exercicios conclua que a matriz U da demonstracao do teorema,
de Schur é unitaria.

. Mostre que se U € M5, (C) for uma matriz unitaria entdo também sdo unitarias as

matrizes U, U' e U*.

. Demonstre que se U € M,,x,,(C) for uma matriz unitaria entdo |z e y sdo ortogonais

se e s0 se Uz e Uy sao ortogonais, qualquer que sejam x,y € C"|.

. Utilizando as propriedades dos determinantes, mostre que o médulo do determinante

de uma matriz unitaria vale sempre um.

Utilizando as propriedades dos determinantes, prove que duas matrizes unitaria-
mente equivalentes tém os mesmos valores proprios.

Classifique as seguintes matrizes, indicando quais sao: simétricas; hermiticas; or-

togonais; unitarias; normais.

@y 7] §§§ @i y] @ é

Sefe e
S

|

Considere a seguinte matriz em Mz, 3(C):

1
A =

o = O
_— O

as1
em que az; € um parametro complexo.

(a) Indique, se possivel, valores para as; de forma a que A seja: simétrica; her-
mitica; ortogonal; unitaria; normal.
(b) Faca az; = 0. Indique os valores proprios de A.

(c) A matriz A é diagonalizavel (com ag; = 0)?

11



10. Prove que se A for hermitica (respectivamente hemi-hermitica) entdo A é hemi-
hermitica (respectivamente hermitica).

11. Mostre que a matriz A € M, «,(C) é normal se e s6 se ||[Az| = ||A*z|| para todo
oz € C". (As matrizes normais sdo aquelas em que A e A* preservam distincias
entre si.)

12. Mostre que a matriz A € M,«,(C) é normal se e s6 se (Ax)*(Azx) = (A*x)*(A*x)
para todo o x € C". (As matrizes normais sdo aquelas em que A e A* preservam
angulos entre si.)

13. Prove que se A € M, x,(C) for uma matriz normal entdo
Ar =0 seesdose A*x=0.

(Quando A é normal o seu espago nulo coincide com o da sua adjunta.)

Mostre, ainda, que a implicacao reciproca nao é verdadeira, recorrendo a matriz
01
A = [ 01 } .
1.6 O caso das matrizes circulantes

Uma das classes de matrizes normais mais importantes em aplicagoes é formada pelas
matrizes circulantes. Mostrar-se-4 que uma matriz circulante é normal ao exibir-se a sua
diagonalizagao unitaria, utilizando, assim, o resultado da sec¢ao anterior. As matrizes cir-
culantes aparecem como matrizes de sistemas de equagoes lineares de diversos problemas
relacionados com o processamento de sinal e imagem.

Uma matriz circulante n-por-n é definida por um vector de n componentes. A sua
primeira coluna é definida por este vector. A segunda coluna define-se deslocando, infe-
riormente, as componentes do vector, trazendo para a primeira posi¢ao a tltima compo-
nente do vector. A terceira coluna da matriz forma-se aplicando & segunda coluna um
procedimento analogo ao que transformou a primeira na segunda. E assim se formariam,
sucessivamente, as restantes colunas.

Por exemplo, no caso n = 4, uma matriz circulante apresenta a seguinte forma

ho hs hy hy
|y ke hs b
H = he hy hy hs
hs he hi hg
O vector que define esta matriz é h = [hy hy hy h3|' € C* Por uma questdao de

conveniéncia, relacionada com a notagao desta seccao, a primeira componente hy de h é
identificada com o indice 0. Vemos, entao, como os elementos das colunas desta matriz
vao sendo deslocados inferiormente, num movimento do tipo circular.

12



mserir figura

Figura 1.6.1: Discretizac¢ao do intervalo [0, 1] em n — 1 subintervalos de igual amplitude.

As matrizes circulantes surgem, também, da discretizacdo de equagoes diferenciais. A
titulo ilustrativo, considere-se o seguinte problema de Poisson unidimensional:

—u"(z) = f(z), z€]0,1], (1.1)
u(0) = wu(l), (1.2)
u'(0) = (1), (1.3)

em que f é uma fungdo definida em [0,1] (que se assume conhecida no contexto do
problema em causa). Pretende-se descobrir a fungio u, definida em [0, 1], que verifica a
equagao diferencial (1.1) e as condigoes de fronteira periddicas (1.2) e (1.3).

Sejam n um nimero inteiro nao inferior a 2 e p um ntmero racional dado por p =
1/(n — 1). Considere-se um vector & € IR" cujas componentes uy, k = 0,1,...,n — 1,
sdo aprozimagdes do valor u(kp) da fun¢do u no ponto kp. Um esquema de discretizagéio
permite calcular os elementos de # através da solugao de um sistema de equacoes lineares.

Vamos considerar uma discretizagao de (1.1)-(1.3) definida pelas equagoes lineares

—ﬂkfl—{—dﬂk _ﬂk—kl = p2f(kp), k :0,...,77,— 1, (14)
U1 = Up_1, (1.5)
U, = o, (1.6)

com d um paradmetro real.
Este sistema de equagoes lineares (1.4)-(1.6) escreve-se, eliminando os valores de @1
e de 1,, na seguinte forma matricial

[ d -1 0 --- 0 0 17T g f(0)
-1 d -1 0 0 0 i £(p)
0 -1 d 0 0 0 Uy £(2p)

0 0 0 . d -1 0 U3 f((n=3)p)

0 0 0 1 d =1 || - f((n = 2)p)
| -1 0 0 0 -1 d || tn1 ] ()




Constata-se, imediatamente, que a matriz deste sistema é circulante. Se n for igual a 4

entao esta matriz é
d -1 0 -1

-1 d -1 0
0 -1 d -1
-1 0 -1 d

E deixada ao leitor, de seguida, a definicdao formal de matriz circulante.

Defini¢do 1.6.1 Uma matriz circulante H € My, (C) é uma matriz da forma

ho  hp1 -
hl hO e h2
oo h'z h'l ok h:S
hn72 hn73 e hnfl
| hnfl hn72 e hO i

1.6.1 A matriz de permutacao de deslocamento inferior

Entre as mais conhecidas matrizes circulantes encontram-se as matrizes de permutacao
de deslocamento inferior (PDI). Quando n = 4, a matriz de PDI é dada por

o O = O
S = O O
_— o O O
o OO

O vector h que define esta matriz circulante é¢ [0 1 0 0]". No caso geral, o vector h
coincide com a segunda coluna da matriz identidade de ordem n.

14



Definicao 1.6.2 Uma matriz de permutacdo de deslocamento inferior (PDI) é uma ma-
triz circulante C € My« (IR) da forma

000 -- 0 0 17
100 0 00
010 0 00
o |: o .
000 - 0 00
00 0 1 00
| 000 0 10|

Estas matrizes de PDI apresentam algumas propriedades atraentes. Por exemplo, se
calcularmos C?, obtemos, no caso n = 4,

[00101
. ~looo01
C=00=11900]
0100

que continua a ser uma matriz de permutacao. Se continuarmos, temos

01 0O
0 01O
3 _ 2 _
¢h =00 = 0 0 01
1 0 0 O
e
1 0 0 O
i e o100
¢ =00 = 0010
0 0 01
Observa-se, assim, que C* = I. Por definicao, tem-se que C° = I. Provar-se-ia, facilmente,

no caso geral, que C™ = I.
Proposigao 1.6.1 Dada uma matriz C de PDI em M, y,(IR), tem-se que
ct =1 =C"

O efeito de multiplicar um vector, & esquerda, por C' consiste em deslocar, inferior-
mente, os elementos do vector, passando o iltimo a tomar a posicao do primeiro. Veja-se
o seguinte exemplo:

000 17 ho hs
1000 || M| _ |h
0100 |h]| " |m
0010/ |hs hy

(Este efeito foi ja visivel nos produtos C' C, C' C? e CC? acima descritos...) Surge, assim,
com naturalidade, o seguinte resultado, cuja demonstracao é deixada como exercicio.

15



Proposigao 1.6.2 Dada uma matriz circulante H em M, «,(C), definida pelo vector h,
tem-se que
H = [C°hCh --- C"'h],

em que C é a matriz de PDI em My, (IR).
E possivel escrever, de uma forma diferente da anterior, uma matriz circulante em

funcao das poténcias de uma matriz de PDI. Vejamos o caso n = 3 para depois enuncia-
rmos o caso geral.

ho hy hy 1 00 0 01 010
h,l ho h2 == h() 0 1 0 + hl 1 0 0 —+ hg 0 0 1
he hi hg 0 01 010 100

Proposigao 1.6.3 Dada uma matriz circulante H em My, «,(C), definida pelo vector h,
tem-se que
H = hyC®+ hC+--+ h, O™,

em que C é a matriz de PDI em My, (IR).

Esta tltima forma de exprimir uma matriz circulante torna-se 1til se soubermos, de
antemao, uma diagonalizacdo para C. Em jeito de antecipacao, veja-se quese VCV 1 = D
e n = 3, entao

VHV™' = V(heC® + hiC + hyC?)V™' = hVCVT + VOV + hVC?V
Como VC?V~! = D2, vem que
VHV ' = hyD® + hyD + hyD?.

Concluimos que V também diagonaliza H e que os valores préprios de H sao os elementos
diagonais da matriz diagonal hol + hy D + hyD?.

1.6.2 A matriz da transformada discreta de Fourier

Conforme veremos mais a frente, a matriz diagonalizante de uma matriz circulante é um
multiplo de uma matriz designada por matriz da transformada discreta de Fourier.

Definicao 1.6.3 A matriz da transformada discreta de Fourier (TDF) é a matriz

1 1 1 e 1
1w w? e wl

F = 1 w2 w? .. w?(nfl) c Man((C),
1 wr;q w2(7.171) w(nfl)z

em que



mserir figura

Figura 1.6.2: A distribuicao das raizes da equacao w® = 1 no circulo unitario.

Repare-se que w esta no circulo unitario {w € C : |w| = 1|} do plano complexo,
fazendo um angulo de 27 /n com a horizontal ou, por outras palavras, arg(w) = 27 /n.
Para n = 2 resultam as igualdades:

Para n = 3, vem que
cOS 2n + se 2m)
w = — n|—1|~=e.
3 3
2 (%ﬁ)z S S + Y
w® = (e =e3 = — sen (| — )¢
3 3

o\ 3
27 ;
w? = (e 3) = e?" = 1.

0

Logo,

Os ntimeros complexos 1 = w®, w e w? distribuem-se no circulo unitario de acordo com a

Figura 1.6.2.
A matriz da TDF, quando n = 3, é dada por

1 1
w w? | =
w? wt

F =

—_ = =
—_ = =

1 1
w o w?
w2 w

Neste tltimo exemplo, utilizou-se a igualdade w?® = 1 para derivar w* = ww® = 1. De
uma forma geral, temos que

i2m \ T ;
’wn:<€") :ez27r:1’

0 que permite escrever uma propriedade para w em tudo semelhante a enunciada para a
matriz de PDI na Proposi¢ao 1.6.1.
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Proposigao 1.6.4 Se w = e'n entio

.| 0,

w'=1=w
Apresenta-se, ainda, o caso n = 4, em que
w:e%:z, w? = -1, w = —i, w'=1,
e
11 1 1 11 1 1
P 1 w w? | |1 & -1 4
Tl wrwt w1 -1 1 =1
1 w w® w 1 —i =1 4

_ A matriz F'da TDF € nao singular. A sua inversa F~! & um multiplo da sua conjugada
F' (que coincide com a sua transconjugada F™* por F ser simétrica), conforme se prova de
seguida.

Teorema 1.6.1 A matriz da TDF de ordem n satisfaz

FF = nl.
Demonstracao. O elemento s,, de FF na posicao p, ¢ pode ser escrito na forma
n—1 — n—1 n—1 nei
Spg = Z(wkp) (wke) = Z(wkp)(u—}kq) — Z(wkp) (w—kq) _ Zwk(p_q)-
k=0 k=0 5—0 o

Quando p = ¢ vem que
n—1
— 0 _
Spg = E w o= n,
k=0

mostrando o pretendido para os elementos diagonais de F'F'.

Para provar que os elementos ndo diagonais se F'F' sdo nulos, multipliquemos Spq POT
1 — wP™9. Como estamos interessados, agora, nas posicoes p # ¢, podemos utilizar o
facto de 1 — wP 7 ser diferente de zero. Assim, sp, € nulo se e s6 se (1 — wP 9)sp, o for.
Recorrendo a expressao para sp, provada acima, resultam os calculos

n—1 n

(1—wP s, = Z wkP—a) _ Zwk(pﬂz) = @l — P = 1177 = q,
k=0 k=1

com os quais a demonstracao fica concluida.

Ficamos a saber, deste modo, que F~' = (1/n)F = (1/n)F*. O produto entre F
e F*(= F) nao é igual a matriz identidade, mas nao fica muito longe desse objectivo.
Escalonando F' de forma apropriada obtém-se uma matriz unitéria.
Corolario 1.6.1 A matriz )

= —F
V="

¢ unitdria (em que F' € a matriz da TDF de ordem n).

18



1.6.3 Diagonalizagao de matrizes circulantes

A diagonalizacao de matrizes circulantes assenta na diagonalizacao de matrizes de PDI.
O lema seguinte da-nos uma primeira pista sobre esta diagonalizacao.

Lema 1.6.1 A matriz C de PDI e a matriz F da TDF satisfazem a sequinte igualdade
FC = DF ( equivalente a FCF™' = D),
onde D € M,,x,(C) € a matriz diagonal definida por

1

Vamos ver o que acontece quando n = 3. Verifica-se, facilmente, que

1 1 1 0 01 1 1 1

FC =11 w w? 1 00| =] w w1
1 w? wt 010 w2 w1

1 0 0 1 1 1 1 1 1

DF = [0 w 0 1 w w | = | w w? 1
0 0 w? 1 w? wt w? w1

A demonstragao do caso geral, que se deixa como exercicio, segue os calculos do caso
n = 3 e baseia-se no facto de w"™ = 1.
Neste momento podemos afirmar que C' admite uma diagonalizacao unitaria da forma

UCU* =D com U = LnF.

Vn

A matriz C é, consequentemente, uma matriz normal (ver Teorema 1.5.2).
A diagonalizagao unitaria de uma matriz circulante H resulta do desenvolvimento de
H em poténcias da matriz C' e da sua diagonalizag¢ao unitaria.

Teorema 1.6.2 Seja H € M,.,(C) uma matriz circulante definida pelo vector h =
[ho hl . 'hn_1]T € C". Entao

FHF ! = A,
onde F' é a matriz da TDF e A € M,,«,,(C) € a matriz diagonal definida por

_1 a1k

n—1
A=>"h w?
k=0
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Demonstragao. Recorrendo & Proposi¢ao 1.6.3, ao Lema 1.6.1 e as propriedades do
produto de matrizes, escreve-se

n—1 n—1 n—1
FHF! = F (Zh,ﬁ) F™' =) mFC'F = mD",
k=0 k=0

k=0

onde D é a matriz diagonal formada pelos elementos diagonais 1,w,w?,...,w™ ‘. B

Conclui-se, também, que qualquer matriz circulante H admite uma diagonalizagao

unitaria da forma .
UHU* = A com U = —F.

Vn

Logo, qualquer matriz circulante é normal (ver Teorema 1.5.2).

1.6.4 Resolucao de sistemas com matrizes circulantes

Conhecida a forma de diagonalizar (unitariamente) uma matriz circulante, vamos, agora,
ver como é que se resolve um sistema de equacOes lineares com este tipo de matrizes.
Considere-se um sistema de equacoes lineares escrito na forma

Hg = [,
em que
[ ho  hp—1 --- hi ] [ 9o ] [ Jo ]
h1 h() v h2 9 fl
g | o o R i I A
hn—? hn—3 e hn—l gn—2 fn—2
i hno1 hp_o --- ho i | In-1 | | fn—1 i

Dada a matriz H e o termo independente f, pretende-se calcular g.

Comentario 1.6.1 A notacio H, g e f nao foi escolhida ao acaso. O termo indepen-
dente [ €, frequentemente, a discretiza¢do de uma funcao f (por exemplo, um sinal).
A solugdo g pode, também, corresponder a discretiza¢do de uma func¢do, como um sinal
processado.

O produto d = F~'c designa-se por transformada discreta de Fourier (TDF) de ¢, o
que, diga-se de passagem, estd em sintonia com a designacdo dada a F. E possivel estab-
elecer um paralelo entre a TDF e a transformada continua de Fourier. Para entendermos
melhor o que se estd a passar, fagcamos

Co dO
C1 dl

c = e R" e d= ) e R"
Cn—1 dn—l
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Tem-se, entao, que a j-ésima componente do vector d é erpressa como

_ 1, - 1 —
dj = (F7l¢); = E(FC)J' = ﬁzckwﬂc’
k=0
ou seja, como
1 n—1
_i2n
d; = Eche n Ik
k=0

Comeca a tomar forma, deste modo, a analogia entre d; e a transformada continua de
Fourier da fun¢do cuja discretizagdo no intervalo [0,2w] é armazenada pelo vector c.
Considere-se que ¢, = c(xx) em que x = k(2w)/(n—1), k =0,...,n—1, e ¢ é uma
funcao definida em [0,27]. Assumindo as devidas hipdteses de integrabilidade sobre a
funcdo ¢ e tomando n a tender para +o0, obter-se-ia

1 2w -
d;j = o ), c(x)e dz.

Regressamos ao sistema de equacoes lineares Hg = f. Sao verdadeiras as seguintes

equivaléncias:
Hg=f < FHg=Ff

< (FHF ') (Fg)=Ff
< AF, = Iy,

com
F,=Fg ¢ F; = Ff.

Se H for nao singular entao A é nao singular e
Hg = f < F, =A"F
ou, em termos da solucao g,
Hg = f <= g = F'AF}.

A inversa de F é dada por F~' = (1/n)F. Organizamos estes calculos, entdo, na forma
do seguinte algoritmo.

Algoritmo 1.6.1 [Resolver Hg = f com H circulante e nao singular.]
1. Calcular Fy = Ff.
2. Calcular Fy = A™'Fy.

3. Calcular a transformada discreta de Fourier de Fy:
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Os Passos 1 e 3 deste algoritmo consistem em produtos entre matrizes e vectores.
Constata-se, facilmente, que o nimero de operagoes elementares (adi¢oes, subtracgoes,
multiplicagbes e divisoes) para efectuar o produto entre uma matriz em M, ,(C) e um
vector em C" é um polinémio de grau 2 em n. E possivel mostrar, alis, que o primeiro
termo deste polinémio é 8n2.

O Passo 2 do Algoritmo 1.6.1 resume-se a n divisdes entre nimeros complexos (uma
vez que a matriz A é diagonal). Assim sendo, o nimero total de operacdes elementares
que este algoritmo faz para resolver o sistema circulante Hg = f é da ordem de n? (ou
seja, € um polinémio de grau 2 em n). Como mencionaremos no paragrafo seguinte, este
desempenho pode, ainda, ser melhorado. Mas mesmo um nimero de operagoes da ordem
de n? constitui uma significativa melhoria em relacdo a um nimero da ordem de n3, que
seria necessario se fosse utilizado o método de eliminacao de Gauss.

Os produtos complexos matriz-vector envolvendo as matrizes F' ou F' podem ser or-
ganizados de forma a que as operagoes elementares passem a ser, em niimero, dominadas
por 5nlog, n. Este tipo de cédlculos é conhecido por transformada rapida de Fourier, em
inglés fast Fourier transform (FFT). Os ganhos de 5nlog, n em relagio a 8n? sdo maiores
do que aparentam. A Tabela 1.1 ilustra o quociente entre 8n? e 5nlog, n para diversos
valores de n.

Tabela 1.1: Ganhos de um algoritmo baseado em FFTs em relacao ao Algoritmo 1.6.1.

8 2
n 5n1(r)Lg2n
32 ~ 10
1024 ~ 160

32768 | ~ 3500
1048574 | ~ 84000

O desempenho computacional dos algoritmos baseados em FF'Ts estd na base da sua
ampla utilizagdo em equipamentos que processam sinal ou imagem.

Exercicios

1. Escreva a matriz de permutacao de deslocamento inferior C, quando n = 6. Classi-
fique esta matriz, indicando se é: simétrica; hermitica; ortogonal; unitaria; normal;
circulante. Escreva C® sem efectuar quaisquer calculos.

2. Identifique a matriz de permutacao de deslocamento superior e mostre o seu efeito
quando multiplica, & esquerda, um vector de dimensao apropriada.

3. Escreva a matriz da transformada discreta de Fourier F', quando n = 6, em termos
de w = €'™/3 e das suas poténcias (w°, w', w?, w?, w* e w®).
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4. Considere a seguinte matriz em Msy3(C):
1 3 2
A= 1213
3 21
(a) Classifique esta matriz (indicando todas as propriedades matricias conhecidas

que ela satisfaga).

(b) Escreva esta matriz como uma combinagio linear de C°, C e C?, em que C
designa a matriz de permutagao de deslocamento inferior de ordem 3.

(¢) Indique os valores préprios de C' em funcio de w = e2™/3,

(d) Indique os valores proprios de A em funcio de w = e>™/3.

5. Considere a seguinte matriz em Mjsy3(C):

ail Q12 a13
A= 21 Q22 (23
1 ¢ -1
Complete esta matriz de forma a ser circulante.
Complete esta matriz de forma a ter valores proprios reais.

Complete esta matriz de forma a ser unitariamente diagonalizavel.

—
@)

o o
— N N

No caso da alinea (a), escreva a matriz na forma [h C"h C°h], em que C ¢é a
matriz de permutacao de deslocamento inferior de ordem 3 e h um vector em
c3.

(e) Indique os valores proprios de C5.

6. Escreva a matriz U = (1/y/n)F quando n = 4, em que F' é a matriz da TDF. Mostre
que as suas segunda e terceira colunas sdo ortogonais.

7. Calcule os valores e vectores proprios da matriz C de PDI quando n = 4.

8. Considere a matriz circulante
d -1 0 -1

-1 d -1 0
H = 0 -1 d -1
-1 0 -1 d

(a) Mostre que os seus valores proprios sdo iguais a
d—1-1 = d-2,
d—i—it = d,
d—i?—i?2 = d+2,

d——i3 = d.
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(b) Verifica-se, assim, que os valores proprios de H sdo reais se d for um nimero
real. Teria sido possivel afirmar isto antes de ter calculado os valores préprios
de H?

(c) Faga, agora, d = 2. Diga por que é que a matriz H é singular. Mostre que
[1111]" & uma valor proprio de H associado ao valor préprio A = 2 = d.
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Capitulo 2

(Geometria analitica

Revisoes de ALGA: Definicoes de produtos internos real e complexo. Norma e distan-
cia. Ortogonalidade. Desigualdades triangulares e de Schwartz. Teorema de Pitagoras.
Complemento ortogonal de um subespaco. Soma e soma directa de subespacos. Angulo
entre vectores (em IR" e em C").

2.1 Determinantes e medidas de paralelipipedos

Area de paralelipipedos definidos por dois vectores. Volume de paralelipipedos definidos
por trés vectores. Medida de paralelipipedos definidos por mais de trés vectores.

2.2 Produto externo em RR?

Definicao e calculo do produto externo de dois vectores em IR®. Norma do produto externo.
Triedos directos usando o produto externo.

2.3 Planos em R”

Planos de dimensao k. Rectas e hiperplanos. Paralelismo. Equacao vectorial e equacoes
paramétricas de um plano. Equacoes normais ou canénicas de uma recta. Equacao
cartesiana de um hiperplano. Distancia de pontos a hiperplanos. Estudo pormenorizado
dos casos bidimensional e tridimensional.
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Capitulo 3

Complementos sobre problemas de
minimos quadrados

3.1 Decomposicao QR de uma matriz — processo de
ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Revisoes de ALGA: Projeccao ortogonal sobre um subespago. Processo de ortogo-
nalizacao de Gram-Schmidt. Decomposicao QR de uma matriz através do processo de
ortogonalizacdao de Gram-Schmidt.

Seja F' um subespaco de dimensdo k e {uj,...,ur} uma sua base ortonormada.
Recorde-se que a projeccao ortogonal de v sobre o subespaco F' pode ser expressa como
vp = (v, u)uy + -+ (U, ug)uy.

Ponha-se
Q = [ug -+ ux] € Muxi(C).
Veja-se que )
uy
QQ*U = [U/l P uk] v
| Uk
[ ujv
= [Ul e uk]
| upv
[ <’U,U1>
— [ul “ e uk]
i <U, uk)

= (v,ur)us + -+ (v, ug)ug

= UVp,
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serir figura

Figura 3.1.1: Projeccdo ortogonal sobre F e F'*.

0 que mostra a expressao
v = QQM.
A esta matriz QQ* chama-se matriz de projeccao ortogonal sobre F'.
Seja @) a matriz da decomposi¢do QR de uma matriz A € M,,.(C), ou seja, considere-

se, agora, A = QR com R € Mj,(C) uma matriz triangular superior ndo singular. Desta
forma, como A = QR é equivalente a Q = AR !, vem que

QQ* = (ART)(ART) = (ART)((R7)AY)
— A(Rfl(Rfl)*)A* — A(R—l(R*)—l)A*
= A(R*R)'A.

Mas, porque Q*QQ = I, A*A=R'Q*QR=R*R e
QQ* = A(A*A)TA* € M,.,(C).

Vamos, agora, tentar identificar uma matriz de projeccio ortogonal sobre F'*, o com-
plemento ortogonal do subespaco F'. Dado o vector v, sabemos que

vV = U +UpdL,

em que vp.L designa a projeccdo ortogonal de v sobre F*.

Logo,
Vpl = U —Up
= - Q’
= (1-Q@.

Desta forma, chamamos a matriz
I-QQ* = I—(A*A) A" € M, (C),

matriz da projeccio ortogonal sobre F'-.
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Verifiquemos que vy = (I — QQ*)v é, de facto, a projecgio ortogonal de v sobre F1:
(fv=(T-QQ)) = (1= (T-QQW)'f
= (v —-v (I -QQ))f
= v f-vf+vQQf
= w(QQf).
(Note-se que I — QQ* é hermitica.) Daqui resulta que

(fu—(I-QQ")W) =0 se f € F=.

E facil de constatar que QQ* e I — QQ* sdo matrizes que verificam P? = P.
Defini¢ao 3.1.1 Uma matriz P € My, (C) que verifica
pP? =P
chama-se um projector.

Vimos, também, que as matrizes QQ* e I — QQ* projectam ortogonalmente sobre F'
e F'-, respectivamente, o que motiva a seguinte definicio.

Defini¢ao 3.1.2 Um projector ortogonal P € M,«,(C) é um projector tal que
Fy = {Px,zeC"} e F, = {(I-P)zx, zeC"}
sao subespagos ortogonais.

Existe uma caracterizagao necessaria e suficiente para um projector ser ortogonal.
Fizemos mencao, anteriormente, ao facto de Q@Q* ser uma matriz hermitica. O mesmo
sucede com I — QQ* e, como se prova de seguida, com qualquer projector ortogonal.

Teorema 3.1.1 Um projector P € M, «,,(C) € um projector ortogonal se e sé se P = P*.

Demonstragao. Se P = P* entao
(Pz,(I-Ply) = (I—-Ply)(Pz) = y"(I—-P)(Pz)
y'(I-P)P)z = y(P-P)
= 0,

o que mostra a ortogonalidade entre os subespacos F; e F, da definicdo de projector
ortogonal.

No outro sentido, se P é projector ortogonal entdao P é da forma QQ*, em que A = QR
com A=[vy --- vg] e {vy,..., v} uma base de F;. Logo, P*=P. B
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Exercicios

1. Mostre que QQ* e I — QQ* sdao projectores.

2. Prove que se P é um projector ortogonal entao I — 2P é uma matriz unitaria. Dé
uma interpretacao geométrica deste facto.

3. Considere os vectores

v = Vg =

_— o O =
¢}
—

(a) Determine uma base ortonormada para o subespago gerado por v; e vy através
do processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

(b) Seja A a matriz 4-por-2 cujas colunas sdo v; e vo. Com base na alinea anterior,
escreva a decomposicao QR da matriz A.

(c) Calcule I — QQ* (em que @ é a matriz obtida na alinea anterior).
(d) Verifique que I — QQ* é um projector ortogonal.

(e) Sobre que subespaco é que a matriz I — QQ* projecta ortogonalmente?

4. Considere os vectores

1 1 -1
v = [0, v =|1 e vy = 1
1 1 1

(a) Determine uma base ortonormada para o subespaco gerado por vy, vy € v3
através do processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

(b) Seja A a matriz 3-por-3 cujas colunas sdo vy, ve e v3. Com base na alinea
anterior, escreva a decomposicao QR da matriz A.

(c) Calcule QQ* (em que @ é a matriz obtida na alinea anterior).
(d) Verifique que QQ* é um projector ortogonal.

(e) Sobre que subespaco é que a matriz QQ* projecta ortogonalmente?

3.2 Decomposicao QR de uma matriz — triangulariza-
cao de Householder

O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt pode ser resumido na forma matricial

A=QR=UT, Q=UD"' ¢ R = DT,
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com as mesmas notacoes e hipoteses da seccao anterior. Repare-se que A = UT é equiv-
alente a
AT™' = U
e que T ! pode ser expressa como o produto de k — 1 matrizes,
T_l = EQ"'Eka
com

1 {vj,u1)

[[url?

1 _(Uj’uj*12>
E, - 1 =2k
1

1
Cada uma destas matrizes E; resulta, por sua vez, do produto de j — 1 matrizes ele-
mentares.
O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt pode ser encarado, deste modo, como
uma ortogonalizacao triangular.

3.2.1 Triangularizacao ortogonal

Existe uma outra forma de calcular a decomposicao QR de uma matriz. Este processo,
descrito nesta seccao, pode ser visto como uma triangulariza¢ao ortogonal. A ideia é
formar () a custa do produto de k& matrizes unitarias n x n:

Q- Q1A = R,
0 que é equivalente a
A = QR,
com Q = Q*{Q; o QZ A matriz produto Q é unitaria (ver exercicios da Sec¢ao 1.5). As
dimensoes sao as seguintes:

A€ Mpyn(C), Q€ Mpn(T) e Re My,(C).

Esquematicamente, temos, quando n =5 e k = 3, que

X X X * % x K K X X X
X X X X ok ok Kk % 0 X X
X X X = ¥ % * % % 0 0 X
X X X * ok ok kK 0 0 O
_XXX_ |+ x x x x| | 0 0 0 |
A Q R
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Daqui, recupera-se a forma reduzida da decomposicao QR de A:

X X X * k%
X X X ok %k X X X
X X X | = | 5% % x 0 X X
X x X cxx| Lo o0 3
X X X EE

A Q R

Em termos gerais, a forma reduzida A = QR da decomposicao QR de A é obtida
através da sua forma completa A = QQR, atribuindo

Q = Ql:n,l:k e R = Rl:k,l:k7

ou seja, retirando a Q as suas tltimas n — k colunas e a R as suas tltimas n — k linhas.

Passamos, entdo, a descricao do processo de triangularizacao ortogonal de A, baseado
na sua decomposicao A = Q}AE Este processo (quando n = 5 e k = 3) desenrola-se de
acordo com o seguinte esquema:

X X X X X X X X X X X X

X X X 0 x X 0 x X 0 x X

X X X Ql v v QZ = Q3 =

— 0 x x — 0 0 x — 0 0 x

X X X 0 X X 0 0 x 0 0 0

| X XX | 0 X X | | 0 0 x| |0 0 0
A Q: A Q2014 R = Q302014
A matriz R é definida pelas trés primeiras linhas de R = Q3Q-Q1 A, ou seja, por

R =

) S X
o X Xl
X Xn Xi

A matriz Q é dada pelas trés primeiras colunas de Q = Q*{Q;Q?;. X

Regressemos ao caso geral e comegemos por analisar a matriz Q1 € M,,(C). Esta
matriz terd de ser unitaria. Além disso, e de acordo com o esquema apresentado, terd de
anular os elementos da primeira coluna de A abaixo do elemento na posicao 1, 1. Seja vy
a primeira coluna de A. Pretende-se que a matriz unitaria Ql seja tal que

«

A 0
Q1’U1 =
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O escalar «, que no esquema corresponde ao simbolo X na posi¢ao 1,1 de A, vai ser
escolhido de forma a valer ||v1]|, o que esta de acordo como a decomposicao QR calculada
através do processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Assim,

lel = ||U1||€1,

em que e; representa a primeira coluna da matriz identidade de ordem n.

Como iremos ver mais a frente, existe uma classe de matrizes, conhecida por reflectores
de Householder, que nos d4 uma solucao para a matriz Ql com as propriedades desejadas.
No caso em causa, o reflector de Householder procurado é dado por

N

Ql = I hlh* € Man( ) com h,l = ||’U1||€1—’U1.

||hl||2

Confirmaremos na proxima seccio que Q1v; = [|villes.

O passo seguinte consiste em identificar a matriz Q. Observando o esquema anterior,
constata-se que QZ, ao multiplicar, & esquerda, QlA devera deixar intacta a primeira
linha desta dltima matriz. Tal efeito é conseguido ao exigir-se que

Se Q2 € My_1xn— 1( ) for unitaria Qg também o sera (ver exercicios da Secgao 1. 5). Além
disto, a matriz @Q, terd que anular os elementos da segunda coluna de (1A abaixo da
posicao 2,2. Recorremos, novamente, aos reflectores de Householder para conseguir este
ultimo objectivo. A matriz Q2 é, assim, dada por

A 2
Q2 = I-
[[2]|?

hgh* € M, _1yn— 1(@) com hy = ||172||él — Vo

e Uy 0 vector em C"! formado pelos elementos da segunda coluna de QIA, da posicao 2, 2
até a posicao n,2. O vector é; é a primeira coluna da matriz identidade de ordem n — 1.
No esquema apresentado para n = 5 e k = 2, as componentes do vector v, aparecem, de
seguida, entre paréntesis rectos:

EEEa
A 0 [x] x
04 =0 [X x
0 [X] X
| 0 [x] x|
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Este procedimento é aplicado, sucessivamente, até ser concluida a triangularizacao.
No passo j, com 2 < j <k, a matriz (); tem a forma

~ | Lji—ixj-1 O

Q] - [ O Q] € Mnxn((c):
em que Qj é um reflector de Householder de ordem n — j 4+ 1. A matriz Qj é unitaria por
(); também o ser (ver exercicios da Secc¢ao 1.5).

3.2.2 Reflectores de Householder

Ficou por mostrar que um reflector de Householder é uma matriz unitaria com as pro-
priedades de anulacao referidas. Apresenta-se, primeiro, a definicdo de um reflector de
Householder.

Definicao 3.2.1 Dado um vector y € C", o correspondente reflector de Householder
H € My« (C) € dado por

2
H=1- Whh* com h = |lyllex — v,

em que e; € a primeira coluna da matriz identidade de ordem n.

A interpretagao geométrica do efeito de multiplicar & esquerda um reflector de House-
holder pelo vector que o define permite conhecer melhor a expressao para H. Como o
proprio nome indica, H vai reflectir y em torno de um determinado subespaco, de acordo
com a Figura 3.2.2. A matriz

1 1
hh* = ——hh*
Il (h, h)

¢ uma matriz de projecgao ortogonal sobre o subespaco £{h} gerado pelo vector h. Logo,
1
|72

projecta ortogonalmente sobre o complemento ortogonal £{h}*. Assim, se o Ponto A (da
Figura 3.2.2) representar as coordenadas do vector y, entdo o vector

1
I-— hh*) Y
( 1212

correspondera as coordenadas do Ponto B.
Assim sendo, a reflexdo do Ponto A em torno da recta £{h}, assinalado na figura por
C, tem coordenadas dadas por
2
I— hh*) Y.
( 17112

Da figura depreende-se que as coordenadas do Ponto C sdo as do vector ||y||e;.
A demonstragio de que Hy = ||y||e; pressupde, por hipotese, que a primeira coorde-
nada de y é um nimero real.

1 hh*
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serir figura

Figura 3.2.2: A interpretacao geométrica de um reflector de Householder.

Proposicao 3.2.1 Seja y um vector em C™ com y; € R. Se H € M, +,(C) for o reflector
de Householder associado ao vector y entao

Hy = [lylles,
em que ey representa a primeira coluna da matriz tdentidade de ordem n.

Demonstracao. Em primeiro lugar, calculemos o quadrado da norma do vector h =
lyller —y:
(lyller =) (lyller =) = [lyll* = llyllery — llylly*er + llyll?
= 2(=[lylleiy + llylI*) -

A segunda igualdade s6 foi possivel porque y; é real.
Efectuando os restantes calculos, obtém-se

(1= enht)y = (1= e ller — 9)(Uyller — 9)*) v

_ 2(lylle;y—y°y)
= U= e Uyller—v)

= y+|lylles—y
= |ylle;. ®

A restricao de y; ser real nao perturba o que foi desenvolvido anteriormente na Sub-
seccao 3.2.1. Se y; nao for um numero real, multiplica-se, primeiro, o vector y por yj,
obtendo-se um vector ¥’ em que a primeira componente é, de certeza, um escalar real.
Depois, determinar-se-ia um reflector de Householder H' tal que

Hy' = |ly'||e.
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Dividindo esta expressao por yj, obtém-se

1 !
Hly — H_*yl — ||y*||61
Y1 Y1

Identificou-se, assim, um reflector de Householder que anula as componentes do vector y
abaixo da primeira posic¢ao.

Exercicios

1. Considere a matriz

—C S
H = [ s C:| c MQXQ(IR),

com s = sen(f), ¢ = cos(f) e # um nimero real.

(a) Prove que det(H) = —1.

(b) Mostre que H é um reflector de Householder, identificando o vector h a ele
associado.

2. Sejam A e y a matriz e o vector dados, respectivamente, por

1 3 1
2
A = 02 1 e y = 0
0o 0 2 5
0 —vb 1

(a) Calcule uma matriz ortogonal H em M3.3(IR) tal que Hy tenha os elementos
nas posicoes 2,1 e 3,1 nulos.

(b) A partir do resultado da alinea (a), calcule uma matriz ortogonal U em My, (IR)
tal que U A tenha zeros na coluna 1 a seguir ao elemento na posicao 1,1 e zeros
na coluna 2 a seguir ao elemento na posicao 2, 2.

(c) Seja B a matriz constituida pelas duas primeiras colunas de A. Com base na
alinea (b), indique, sem efectuar quaisquer contas, como poderia escrever B na
forma QR em que Q € M, 4(IR) é ortogonal e R € My,5(IR) tem zeros nas
linhas 3 e 4.

(d) Indique, sem efectuar quaisquer contas, como decomporia B na Aforma QR
(com @ € Myxa(R) e R € Msyo(IR)) a partir da decomposi¢do QR da alinea
anterior.

3. Calcule os valores proprios e vectores proprios de um reflector de Householder.
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4. Seja x um vector de C". Considere-se a matriz em M, «,(C) que se obtém da matriz
identidade alterando, apenas, os seus elementos nas posigoes %,%, 2,7, 7,¢ € J,7,

-1 -
1
c . S
G = ,
—s c
1
- 1 -
em que
ZT; X
= e § = ————.
Vil + [aj]? Vwil? + |2
Os indices i e j verificam i # j e i, € {1,...,n}. Esta matriz é conhecida por

rotacional de Givens (associado ao vector ).

(a) Demonstre que a j-ésima componente de Gz é nula.
(b) Mostre que G é uma matriz unitaria.

(c) Dado um vector z € C, explique como poderia determinar, utilizando n — 1
rotacionais de Givens, uma matriz unitaria U tal que Uz fosse um miltiplo de
e; (a primeira coluna da matriz identidade de ordem n).

5. Considere a matriz
G = [ ¢ i:| € M2><2(]R),

—s
com s = sen(f), ¢ = cos(f) e # um niamero real.

(a) Confirme que det(G) = —1.

(b) Mostre que a transformagio linear associada a G corresponde a uma rotac¢do
(em vez de uma reflexdo). Em que sentido é feita a rota¢ao?

(c) Identifique G' como um rotacional de Givens.

3.3 Decomposicao em valores singulares de uma matriz

A decomposicdo em valores singulares generaliza a diagonalizacdo através de valores
proprios, proporcionando uma diagonalizac¢do (num sentido mais lato) de qualquer matriz,
quadrada ou rectangular.
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Os valores e vectores singulares de uma matriz transmitem, fielmente, varias pro-
priedades matriciais, constituindo um instrumento precioso em problemas envolvendo
sistemas de equacoes lineares, minimos quadrados e outras manipulagoes matriciais.

3.3.1 Normas matriciais

Uma das propriedades matricias intimamente relacionada com os valores singulares é a
norma Fuclideana. A definicdo de norma faz-se em qualquer espaco vectorial. Existem
diversas normas no espago vectorial M,,«,(C). Vamos apresentar apenas duas: a norma
Euclideana e a norma de Frobenius (ou do trago). Um estudo detalhado sobre normas
vectoriais e matriciais (que incluiria a demonstracdo dos factos referidos seguidamente)
estd fora do contexto deste curso.

A norma de Frobenius em M, (C) é definida através de um produto interno neste
espaco vectorial. E possivel provar que é um produto interno complexo a aplicacdo que,
a cada duas matrizes A e B em M,,y,(C), faz corresponder o nimero complexo

(A,B) = tr(A*B),

em que tr(A*B) designa o traco de A*B. Repare-se que A*B é uma matriz quadrada
n-por-n. O traco de uma matriz quadrada C € M, «,(C) é definido pela soma dos seus

elementos diagonais:
n
tI'(C) = Z Cii-
i=1

A norma de Frobenius é a norma (matricial) associada a este produto interno, ou seja, é
a aplicagdo que, a cada matriz em M,,,(C), faz corresponder o nimero real

[Allr = V{4, 4) = tr(A*A).

E facil provar que

A norma de Frobenius de uma matriz calcula-se, deste modo, tomando a raiz quadrada
da soma dos quadrados dos mdédulos de todos os elementos da matriz. A ordem pela qual
esta soma é feita é arbitraria. Por exemplo,

i) =veee

A norma de Frobenius de uma matriz mantém-se igual se conjugarmos os seus elemen-
tos, pois todos sao tomados em modulo. Destes dois factos simples resulta imediatamente
que

m n

DD lail? = || Allr.

i=1 j=1




A simplicidade do processo de célculo da norma de Frobenius e o facto de ser definida
por um produto interno tornam esta norma atraente em varios contextos.

Outra norma matricial relevante é a norma Euclideana, definida por intermédio da
norma Euclideana vectorial. A norma Euclideana faz corresponder, a cada matriz em
M, %n(C), 0 nimero real

A
14l = max | Az|]
2eC"az0 ||z]|

Recorde-se que

lyll = V{y,y) =

A demonstracao de que estamos na presenca de uma norma é omitida. Vamos, apenas,
indicar por que motivo esta esta aplicacao bem definida. Veja-se que

i |
4] = ma

Logo, efectuando a mudanca de variavel z = (1/||z||)z, obtemos

[Al' = max [lAz].
2€C": [zl|=1

Observa-se, desta forma, que a norma Euclideana de A é o méaximo de ||Az|| (uma fungéo
continua de z) em {z € C" : ||z|| = 1} (um conjunto limitado e fechado em C"). Pelo
Teorema de Weirstrass existe (pelo menos) um w € C" tal que

A= lAw] e lw| = 1.

A matriz A € M4, (C) define uma transformagio linear A : C* — C™ que, a cada
x € C" faz corresponder o vector Ax € C™. A norma Euclideana esti relacionada com a
forma como a transformagao linear A distorce a esfera de raio 1 centrada na origem 0,

E0;1) = {zeC": ||z|| =1}.
Este efeito fica registado pela imagem, por A, da esfera unitaria F(0;1), dada por
A(E(0;1)) = {Az e C": ||z]| =1}.

Vejamos o exemplo em My, (IR) comm=n=2e




serir figura

Figura 3.3.3: O efeito de A sobre a circunferéncia E(0;1) e a interpretagdo geométrica da
norma de A.

A circunferéncia unitaria £(0; 1) em IR? e a sua imagem A(F(0; 1)) por A estio desenhadas
na Figura 3.3.3. Neste exemplo tem-se que ||A|| = 3. Um dos vectores a fazer o papel do
vector w é a primeira coluna da matriz identidade de ordem 2:

3v2 42 1 V2
el = || 3e & [0 ]| =] 22| -2
2 2 2
O outro vector nestas circunstancias é w = —e;j.

A imagem A(E(0;1)) é uma elipse em IR?. (Em IR", obter-se-ia uma hiperelipse).
O eixo de maior comprimento desta elipse vai, da esquerda para a direita na figura, de
A(—e;) a Ae;. A norma de A é o factor de distor¢do maxima da bola unitaria pela
transformacao linear A.

3.3.2 Interpretacao geométrica

Os valores singulares de uma matriz tém uma interpretacao geométrica no ambito da que
foi dada para a norma Euclideana.

Sejam u; e ug e vy € vy dois pares de vectores ortonormados, para os quais existem
escalares reais g1 > 0, > 0 tais que

Av1 = Oo1Uu1 € AUQ = 02Us,

ou, de forma equivalente,

0 ()]

Alvr vs] = [uluQ][Ul 0 }

Utilizando as designacoes

U:[U1UQ], V:[’Ul’l)z] [§] XA::|:O-1 0:|,
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vem que o
AV = UX.

As matrizes U e V sao unitéarias. Logo, AV = Us é equivalente a
A =TSV

Esta expressao para A é a sua decomposicao em valores singulares. Os valores singulares
de A sao os reais o1 e go. Os vectores u; e u, sdo os vectores singulares de A a esquerda
associados, respectivamente, aos valores singulares o, e 0y. De igual forma, os vectores
vy € V9 880 0s vectores singulares de A & direita associados, respectivamente, aos valores
singulares oy e 05.

Regressando ao exemplo anterior, identificamos

-1 0
01:—61:[0:|6U2:€2:|:1:|.

Assim,
_V2 _V2
Av, = 3 \/52 = 3u; com wu; = \/52
2 2
e
V2 V2
Avy = \% = luy, com uy = \%
2 2

Calcularam-se, assim, os valores singulares
g1 = 3 e 09 = 1.

Os vectores v; e vy s30 0s vectores na circunferéncia F(0; 1) da Figura 3.3.4. Representam-
se, na elipse A(E(0, 1)), os vectores oyu; e oaus. O maior valor singular de A coincide com
a sua norma, uma coincidéncia que sera enunciada e provada rigorosamente mais adiante.
Os valores singulares de A sdo os factores de distor¢ao maxima e minima de F(0;1) pela
transformacao linear A.

Reunindo toda a informacao, apresentamos a decomposi¢dao em valores singulares de

A determinada:
301[-1 0]
01 0o 11| °

Aproveita-se esta ocasido para indicar que a decomposi¢ao em valores singulares de uma
matriz nao é tnica. Se tivéssemos escolhido v; = e; e vy = ey, terfamos chegado a

V2

A= Uxv* =

ol
NS

2 _¥21r3 071 o]
e A A AR

Existe, no entanto, um certo tipo de unicidade na decomposi¢ao em valores singulares,
como este exemplo deixa antever e como veremos mais a frente.
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serir figura

Figura 3.3.4: O efeito de A sobre a circunferéncia E(0;1) e a interpretacao geométrica
dos valores e vectores singulares de A.

3.3.3 Formas reduzida e completa

A defini¢ao seguinte enquadra a matriz do exemplo anterior, assim como qualquer matriz
quadrada (m = n), e generaliza o conceito da decomposi¢do em valores singulares (DVS)
a matrizes rectangulares. Nesta primeira fase, consideram-se matrizes rectangulares em
que m > n ou, por outras palavras, estudam-se matrizes com mais linhas do que colunas.

Definicao 3.3.1 Sejam m e n numeros inteiros positivos tais que m > n. Seja A €
Mpxn(C). Um decomposicao em valores singulares (DVS) de A (na forma reduzida) é
um produto da forma

A = UV,
em que Ue M xn(C) tem colunas ortonormadas, S 6 uma matriz diagonal n-por-n com
elementos diagonais reais satisfazendo

v
S

v
=]

o1 2 03 2 -
e V é uma matriz unitdria em M., (C).

Esquematicamente, quando m = 5 e n = 3, a forma reduzida da DVS de A apresenta
as seguintes dimensoes:

X X X *x k%
X X X * %k op 0 O o O O
X X X = * ok ok 0 oo O o O 0
X X X x % % 0 0 o3 R
X X X £ x %

A U % v

41



O exemplo visto na subseccao anterior era para o caso m = n = 2. Listamos outros
exemplos, nao necessariamente com matrizes quadradas:

i

[0 36 i 0l[3 0] 0 1
i 0l o g 0 1 10|’

P 100 ]

2 0][0 1
0| =101 :

00|10

00 | 0 0| .

0 0 0 ,
5 0] —i 0

0 0| =10 :
00 0 1

—5i 0 1

| — |
o =
o =
| I
| — |
o =
— O

1
0
0
V2 2 V2 /2
iy -5 -5 - =%
11 _Y2 2 00| 2 £ |
2 2 2
Esta fora do a&mbito deste curso o processo de calculo da DVS. Espera-se, porém, que
os exemplos apresentados tenham deixado pistas para a determinacao da DVS em casos
simples.
A forma completa da decomposicao em valores singulares no caso m > n é formalizada
na seguinte defini¢ao.

[\3
| I
—
M m

N
NN

Definicao 3.3.2 Sejam m e n nimeros inteiros positivos tais que m > n. Seja A €

Mpxn(C). Um decomposi¢iao em valores singulares (DVS) de A (na forma completa) é
um produto da forma

A = USV*,

em que U € My«n(C) e V € Mypyun(C) sdo matrizes unitdrias e X € da forma

HERZE!

com X uma matriz diagonal n-por-n cujos elementos diagonais sao niumeros reais a sat-
1sfazer
O'1>O'22"'20'n20.
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Esquematicamente, quando m = 5 e n = 3, a forma completa da DVS de A apresenta
as seguintes dimensoes:

X X X * x x Kk % oo 0 0
X X X ¥ % *x K KX 0 oo O o O 0
X X X = ¥ * *x K Kx 0 0 o3 o O 0
X X X x ok * Kk * 0 0 O o 0 0
_><><><_ | x x x x x| | 0 0 0
A U b v

Quando m = n as formas reduzida e completa coincidem. Se m > n, passa-se da
forma completa para a forma reduzida eliminando as tltimas m — n colunas de U e as
tltimas m — n linhas (de zeros) de X. Para passar da forma reduzida para a completa é
necessario acrescentar m — n linhas de zeros a 3 e completar as colunas de U de forma a
obter uma base ortonormada para C™. Escolha-se num dos exemplos anteriores (m =3 e
n = 2) e escreva-se uma forma completa para a DVS, assinalando entre paréntesis curvos
os elementos acrescentados:

0 0 01 (0) 5 .
0o ol =100 () 0 0 [_l ]

0 1
—5i 0 10 (0] L@© (0

Note-se que a forma de completar U nao é unica.

A situacdo rectangular em que existem menos linhas do que colunas (m < n) resulta
da aplicacao da DVS a matriz adjunta A*. Como A* tem mais linhas do que colunas, esta
matriz admite uma DVS na forma reduzida

SV

Q:b

A*

Transconjugando, obtemos a seguinte decomposi¢ao em valores singulares para A na forma

reduzida: N R
A= VXU = UXV*,

com U =V, S=%eV =0 Esquematicamente, quando m = 3 e n = 5, a forma
reduzida da DVS de A apresenta as seguintes dimensoes:

X X X X X * % ok oo 0 0 O 00O O 0

X X X X X = * kX 0 oo O O 0 O O O

X X X X X *  x k 0 0 o3 LR ORI
A U 5 v
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A forma completa no caso m < n consistiria em completar as colunas de 1% (ou as
linhas de V*) de forma a obter uma base ortonormada para C" e a acrescentar n — m
colunas de zeros a 3. Esquematicamente, quando m = 3 e n = 5, a forma completa da
DVS de A apresenta as seguintes dimensoes:

X X X X X * % % oo 0 0 0O O 0 0 O O
X X X X X = * k% 0 oo 0 0O O 0 O O O
X X X X X * %k 0 0 o3 0O * x ok Kk *x

A U by %

A passagem da forma completa para a forma reduzida no caso m < n é igualmente simples
e passaria por eliminar as tltimas n—m colunas (de zeros) de X e as ultimas n—m colunas
de V (ou as ultimas n — m linhas de V*).

3.3.4 Existéncia e unicidade

Uma das questoes & qual é preciso dar resposta é a existéncia de decomposi¢oes em valores
singulares. O teorema seguinte garante a existéncia de uma DVS para qualquer matriz. A
demonstracao é feita recorrendo a forma completa no caso m > n. Vimos anteriormente,
como passar da forma completa & reduzida e como converter o formato rectangular vertical
no formato rectangular horizontal. Uma vez garantida a existéncia para a forma reduzida
com as dimensoes m > n, todos os outros casos aparecem como simples corolérios.

Teorema 3.3.1 Toda a matriz A em M,«,(C) admite uma decomposi¢cdo em valores
singulares.

Demonstragao. Sem perda de generalidade concentrar-nos-emos no formato quadran-
gular (m = n) ou rectangular vertical (m > n). O caso n =1 é trivial e deixado como
exercicio. Vamos considerar, assim, que n > 1, o que implica m > 1. A demonstracao
é feita por inducao matematica sobre m e n. Prova-se que a tese é vilida para m e n
partindo do principio que ela é verdadeira param — 1 en — 1.

Tome-se
o = [|A].

Pela definicao de norma Euclideana, sabe-se que existe um vector v; € C" tal que
1Al = [[Av]| e vl =1.

Faca-se
Uy = AU1 € c™.
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Sejam, ainda,
{” ||u1,u2,...,um} e {vi,ve,...,v,}
Uy

bases ortonormadas de, respectivamente, C™ e C". (Como é que se garante a existéncias
destas bases?) Ponha-se

1
U1: [”mnul Ug =+ U’m:| e ‘/1: [U1 Vg --- Um].
Vem, entao, que
-, -
(s ||
*
* Uy
S = UlA‘/l = . [A’Ul AUQ A’Un}
U,
S, -
[l || ™1
*
U
= |: (51 AU2 A’Un ]
Uy
_ [ 01 w*
0 B
Dada a ortogalidade entre os vectores u;, + = 1,...,m, obtiveram-se zeros abaixo de ;.
Utilizou-se, também, o facto de oy = ||Avy|| = ||u1]|. O vector w estd em C*! e a matriz

B em M, 1x,_1(C).

Para que S fosse adquirindo a forma de uma matriz diagonal seria conveniente que
w fosse nulo. O passo seguinte da demonstracao consiste, precisamente, em provar que
w = 0.

Comecemos por limitar, inferiormente, a norma de S. Efectuando célculos com a
norma vectorial em C™, vem que

e sl =]

Logo, tomando raizes quadradas e fazendo mais célculos vectoriais,

plullz oo = Jteee|[2]]

Combinando esta desigualdade com a propriedade da norma matricial Euclideana ||Cz|| <
I|C|||z|| (ver exercicio nesta seccdo), resulta que

s OB RVO

2
= (o%—i—w*w)g—i-||Bw||2 > (Uf—l—w*w)z




Provou-se, deste modo, que

IIS|| > +/o? + w*w.

Por outro lado, como U; e Vi sao matrizes unitarias, as normas de A e de S coincidem
(ver exercicios), o que permite afirmar que

IS = 1lAll = o1

Combinando estas duas relagoes envolvendo ||S||, escrevemos, depois de tomar os quadra-
dos,
2 > 2 *
o] 2 o] tww,

o que implica que ||w||* = w*w = 0, ou seja, que w = 0.

Vamos, neste momento da demonstragao, aplicar a hipotese de inducao a matriz B €
M, —1xn—1(C), garantindo a existéncia de matrizes unitarias Uy € M,,_1xm-1(C) e V3 €
Mn—lxn—l((c) tais que

02
UiBVy, = £, =
Un

0

Os valores singulares de B aparecem por ordem decrescente (gy > -+ > g, > 0).
O mesmo tipo de célculos utilizado na demonstracao do Teorema de Schur conduzir-

nos-ia a
1 0 * 1 0 . 01 0 _ (o] 0
ooz |y w ) == [ e = |58

Para terminar, basta identificar a DVS de A:

U*AV = %
com
B 10 B 1 0 _[o 0
U—Ul[OUJ, v_vl[ovz] ¢ z_[o EJ-

As matrizes U e V assim definidas sdo unitarias (um tipo de factos também necessério na
demonstra¢do do Teorema de Schur).

Observe-se que os valores singulares de A respeitam a ordem decrescente da DVS.
Sabemos que g9 > --- > 0, > 0. Além disso, as normas de A e de B satisfazem
Al > | B| (porqué?). Logo,

o = [lAll = [IB] = o2,

e nao restam quaisquer dividas que construimos uma decomposi¢ao em valores singulares
para a matriz A. l
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A decomposicdo em valores singulares de uma matriz apresenta propriedades de uni-
cidade semelhantes as da diagonalizacao por valores e vectores proprios. Entende-se por
sinal complexo um niimero complexo cujo moédulo vale 1.

Teorema 3.3.2 Os valores singulares de uma matriz A em M« (C) sdo inicos. Se os
valores singulares forem distintos dois a dois entdo os vectores singulares (6 esquerda e
direita) sdo tnicos a menos de um sinal complezo.

A demonstracao da unicidade da DVS é omitida. Dada a unicidade dos valores singu-
lares e quando estes sdo distintos dois a dois, é facil observar geometricamente (nos casos
reais bi ou tridimensionais) que os vectores singulares s6 podem ser modificados por uma
multiplicacao por —1. Foi esta a forma como, para a matriz do exemplo correspondente
a Figura 3.3.4, apresentamos uma DVS alternativa.

3.3.5 Propriedades

Em todos os exemplos apresentados o niimero de valores singulares nao nulos coincidiu
com a caracteristica da respectiva matriz.

Teorema 3.3.3 Se A em M,,«,,(C) tiver caracteristica v entdo A tem r valores singulares
Positivos.

Demonstracao. Uma vez que U é quadrada e com caracteristica m e que V* é quadrada
e com caracteristica n, sabemos, pelas propriedades da caracteristica de uma matriz, que

car(A) = car(UXV™) = car(X).

Mas ¥ é uma matriz em escada com r pivots (0s o’s positivos), o que mostra o pretendido.
[ |

Os vectores singulares a esquerda contém uma base para o espaco das colunas de A.
Os vectores singulares a direita contém uma base para o espaco nulo de A. Estes factos
sao enunciados e provados de seguida.

Teorema 3.3.4 Seja A € My, (C) uma matriz com caracteristica r. Seja A=UXV* a
sua DVS na forma completa. Entao:

1. Uma base para C(A) € dada por {uy,...,u}.

2. Uma base para N(A) é dada por {v,11,...,v,}.

Demonstragdo. Como dim(C(A)) = r e dim(N(A)) = n — r e quer as colunas de U
quer as de V' s@o linearmente independentes, basta provar que u; € C(A4), i =1,...,r, e
que v; € N(A),i=r+1,...,n.
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E facil verificar que u; € C(A), para um dado i em {1, ..., 7}, multiplicando A por v;:
A’Ui = UEV*UZ = UEEZ = aiUei = 0O;U;,

em que e; designa a i-ésima coluna da matriz identidade de ordem n. Como Av; € C(A),
tem-se que u; = (1/0;)Av; € C(A).

Para mostrar que v; € N(A), com i € {r + 1,...,n}, calcula-se, novamente, o mesmo
produto Av;, mas desta vez com indices ¢ correspondentes as colunas nulas de ¥, obtendo-
se

A matriz A*A é hermitica e os seus valores proprios sao escalares reais. O produto
A*A, com A dada pela forma completa da sua DVS, escreve-se como

A*A = (USV*)*USVY)
= VEH(UU)SV*
= vy,

A matriz ¥2 = ¥*3 é uma matriz diagonal n x n. Observamos, assim, que A*A e X2
sao unitariamente diagonalizaveis e, como tal, tém os mesmos valores proprios. Logo, os
valores proprios nao nulos de A*A sdo o%,...,02. Reunimos esta informagio no seguinte
enunciado.

Teorema 3.3.5 Seja A € M, (C) uma matriz com caracteristica r. Entdo os r valores

singulares nao nulos de A sao as raizes quadradas dos r valores proprios nao nulos de
A*A.

Um primeiro corolario deste teorema indica-nos um processo para o cilculo da norma
Fuclideana de uma matriz. Do enunciado do teorema concluimos que o maior valor
proprio de A*A (que designaremos por p(A*A)) coincide com o maior valor singular de A
(conhecido por 07) ao quadrado.

Corolario 3.3.1

IAll = +/p(A*A).

O calculo da norma Euclideana de matrizes diagonais, por exemplo, passa a ser trivial.
Vejamos o seguinte caso concreto.

-1 0 0 100
A=|0 -30| =A44=A4=[090| = |4 =+V9 =3
0 0 2 00 4

Outra consequéncia imediata prende-se com a relagdo entre valores proprios e valores
singulares de matrizes hermiticas.
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Corolario 3.3.2 Se m = n e A for hermitica entdo os seus valores singulares sdao 0s
valores absolutos dos seus valores proprios.

Demonstracdo. Como A*A = VX2V* e A = A*, vem que A2 = VX2V*. Logo, os
valores proprios de A2 sdo os valores singulares de A ao quadrado.

Por outro lado, se A = RDR* for uma diagonalizacdo unitaria da matriz hermitica A
definida pelos seus valores e vectores proprios, tem-se que A2 = RD?R*. Logo, os valores
proprios de A? sao os valores proprios de A ao quadrado.

Destas duas observagoes conclui-se o que se pretende provar. H

1 4
a= Y

tem valores proprios \; = —1 e Ay = 3 (confirme). Consequentemente, os seus valores
singulares sao 0; = 3 e 05 = 1. A norma Euclideana de A é igual a 3.

Terminamos esta subseccao dedicada as propriedades da decomposi¢cao em valores
singulares com uma férmula para a forma reduzida da DVS muito utilizada em aplicagoes.

A matriz hermitica

Teorema 3.3.6 Uma matriz A € Mpy«n(C) com caracteristica r pode ser escrita na forma

T

*

A = E o uzv; ,
i=1

em que u;, 1 = 1,...,7r, sGdo o0s primeiros r vectores singulares a esquerda de A, v;,
1=1,...,7r, sGo 0s primeiros r vectores singulares a direita de A e 0;, 1 = 1,...,7, sdo
0s valores singulares positivos de A.

A demonstracao deste facto resume-se a multiplicacdo por blocos. O caso geral é

deixado como exercicio. Exemplifiquemos a demonstracao com o caso m = 2 e n = 3
(com o1 > g9 > 0):

X X X * ok op 0 [ooo]
X X X B * % 0 oy o 0o o |
A U )y v+

Designamos por u; e ug as colunas de U e por v} e v; as linhas de v (ou seja, as colunas
de V conjugadas). Multiplicando por blocos, conseguimos exprimir A da forma desejada:

A = [u1 uQ][Ol 0 ] {UI} = [ul uz][awik} = 01UV} + ToUsV;.

v o9U;

Cada matriz da forma u;v; tem caracteristica igual a 1. Um produto da forma uv*,
com u € C™ e v € C" pode ser escrito na forma

*

(%1

Un
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Observa-se que todas as colunas de uv* sdo miltiplos do vector u. A caracteristica de
uv* é, mesmo, igual a 1. A partir desta observac¢ao e do iltimo teorema podemos afirmar
que qualquer matriz (com caracteristica r) é uma combinagao linear de r matrizes de car-
acteristica 1. Os coeficientes desta combinacao linear sao os valores singulares o4, ..., 0,
da matriz. Em determinadas aplicacoes, aparecem matrizes cujos valores singulares mais
pequenos deveriam ser nulos, mas ndo o sdo por determinados motivos (por exemplo,
ruido em experiéncias). E frequente, nestes casos, substituir esses valores singulares por
zero, desprezando as suas contribuigoes, e considerar uma matriz aproximada com menos
termos na combinagao linear das matrizes de caracteristica 1.

Exercicios

1. Mostre que

i 000 0 Vb V5 V5 V5 V5 154 3 2
00 i 00 Vb V5 V5 V5 V5 2 1543
0+ 000/, V5 V5 V5 VB V5 e 3215 4
000 4 0 V5 V5 V5 V5 VB 43215
0000 i V5 V5 V5 V5 V5 543 21

3. Mostre que [|Az|| < [|A[l[|z]|, em que A € Mmxn(C) € = € C".
4. Considere uma matriz A € M, (C).
(a) Seja U € M5, (C) uma matriz unitaria. Prove que
UAllr = [|[Allr e UA[ = [lA].
Sugestao: Utilize as formulas ||C||r = 1/tr(C*C) e ||C|| = +/p(C*C).

(b) Considere, agora, V € M, ,(C) uma matriz unitaria. Mostre que
[AV(e = VIl e [[AV] = [IA].

Sugestao: No caso da norma de Frobenius recorra a ||C*||r = ||C||r e ao resul-
tado da alinea anterior. Para a norma Euclidiana use ||C|| = max),=; [|C#]|-

5. Seja D uma matriz diagonal n-por-n com elementos complexos. Calcule ||D|| e
||D||F em funcdo dos elementos diagonais de D.

6. Sejam u € C™ e v € C". Considere a matriz definida por

A = w* € Myy,(C).
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(a) Mostre que
[Az] < fulllloflfl=] vz <™

Conclua que ||Al| < [|ul|||v]|-
(b) Faca z = v e conclua, daqui, que ||A|| = ||u||||v]|-

(c) O que pode dizer sobre ||A||z?

7. Calcule decomposi¢oes em valores singulares (nas formas reduzida e completa) das

10.

11.

12.

13.

seguintes matrizes:

00 o 0 O
01 )
, 0 3|, o e -2 0
01 1 1
00 0 O

. Calcule as normas FEuclideanas das matrizes dadas no exercicio anterior.

. Considere uma matriz A, 4-por-2, cuja decomposi¢do em valores singulares (na

forma reduzida) é dada por:

V2
2
a 0 1 10 0]J0 1
2 0 05(]10]"
0 0

a) Qual é a caracteristica da matriz A? E a sua norma Euclideana?

(
(b

)

) Escreva a matriz A como uma soma de duas matrizes de caracteristica 1.
(c) Indique os valores proprios de A*A.

)

(d) Escreva uma forma completa para esta decomposicao.

Escreva a DVS (formas reduzida e completa) de uma matriz-columa (ou vector)
u € mel((C)

Escreva a DVS (formas reduzida e completa) de uma matriz-linha v € Mj,(C).

Seja A € M« (C) uma matriz com caracteristica r e valores singulares positivos
o1,...,0.. Mostre, usando propriedades da norma de Frobenius enunciadas em

exercicios anteriores, que
|l = \foi+---+ 02

Utilizando as propriedades dos determinantes, mostre que o moédulo do determinante
de uma matriz quadrada é igual ao produto dos seus valores singulares.
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serir figura

Figura 3.4.5: Projecgao ortogonal de b sobre C'(A).

3.4 Resolucao de problemas de minimos quadrados

Consideremos um sistema de equagoes lineares impossivel, escrito na forma
Ar = b,

com A € M;,»,(C) e b € C™. As letras m e n respresentam nimeros inteiros positivos
a satisfazer m > n. Uma solucao z,,, no sentido dos minimos quadrados deste sistema

satisfaz
|Azpn — || = min{||Az —b||, z € C"}.

Sabemos dois factos importantes.

1. O vector Az,,, é a projeccao ortogonal sobre o subespaco da colunas de A. O vector
Ty € solucao de
Az = projc(ab-

Ver Figura 3.4.5.
2. O vector z,,, é solucao das chamadas equacoées normais:
A*Ax = A%b.
Ambos estes sistemas sdo possiveis (determinados ou indeterminados consoante a car-
acteristica de A). Tem-se, ainda, que
ATy = projgb = (b,vi)vi + -+ (b, vr)vy,

em que car(A) =r e {v;...,v,} é uma base ortonormada de C'(A).
Se car(A) =n (r = n) entdo z,,, é definido, unicamente, por

Az = projoab ou A"Az = A%.

Ambos estes sistemas sao, neste caso, possiveis determinados. Estes sistemas sao possiveis
indeterminados se car(A) < n.

Vamos sugerir dois processos de calculo para x,,,.

52



3.4.1 Através da decomposicao QR

Substituindo A nas equacoes normais pela sua decomposicao QR obtém-se um sistema
equivalente, envolvendo apenas a matriz R:

A*Ax A*b

< |l

(QR)"(QR)z = (QR)"b

4

R (Q*Q)Rz = R*Q*b

4

R*Rxr = R'y com gy = Q.
Se a caracteristica de A for igual a n entdo a matriz triangular R é nao singular (os seus
elementos diagonais sdo diferentes de zero). Nesta situacdo, multiplicando, & esquerda,
por R* e pela sua inversa, proporciona as duas implicagoes da equivaléncia:

A*Axr = A0 <= Rx = j.
Algoritmo 3.4.1 [Determinar z,,, pela decomposi¢ao QR.]
1. Factorizar A = QR, pondo y = Q*b.

2. Se car(R) = n, entdo resolver o sistema possivel determinado:

Rx = y.
Caso contrario (car(R) < n), determinar uma solugdo do sistema possivel indeter-
minado:
R'Rz = R'j.

Note-se que a matriz do sistema Rz = ¢ é triangular superior, mas o mesmo ji nao
acontece com a matriz do sistema R*Rzr = R*j.

3.4.2 Através da decomposicao em valores singulares

Substituindo A pela sua decomposi¢ao em valores singulares na forma reduzida obtém-se
um sistema equivalente, envolvendo apenas a matriz >::
A*Ax A*b



A matriz do sistema 327 = 2@ é diagonal. Por extenso este sistema tem a forma

o1 T 0191

Seja r a caracteristica de A (igual & caracteristica de X).
Vejamos, primeiro, o caso r < n. Os tltimos n — r valores singulares de A sdo nulos e
obtemos o sistema possivel indeterminado

- T - - -
01 1 o141
2 — —
o Ty _ OrYr
0 Tri1 0
i 0L Zn | | 0 ]
As incognitas Ty, .., T, sa0 livres. As incognitas basicas tomam os valores 7; = y;/0;,

1=1,...,7.

Se a caracteristica de A for igual a n entao a matriz diagonal S é ndo singular (os seus
elementos diagonais sdo diferentes de zero). Nesta situac¢do, multiplicando, & esquerda,
por e pela sua inversa, proporciona as duas implicagoes da equivaléncia:

A'Az = A < Xz = 7.

O sistema $7 = 7 tem a solu¢do 217 dada por 7; = gi/oi,i=1,...,n.

O algoritmo para a resolugao de um problema de minimos quadrados usando a de-
composigoes em valores singulares é descrito de seguida. Depois de determinar Zz, da
forma acabada de explicar, ha que recuperar a solugao nas varidveis originais através da
mudanca de variaveis z = V*x & x = Vz.

Algoritmo 3.4.2 [Determinar z,,, pela DVS.]
1. Factorizar A = Uf]V*, pondo § = U*b.
2. Se car(X) = n, entdo:

Caso contrdrio (car(X) < n), determinar uma solu¢go para o sistema possivel inde-

terminado: R X
Y2z = 2.

3. Efectuar o produto matriz-vector x =V z.

o4



3.4.3 Pseudo-inversa de uma matriz

Quando A € M,,+,(C) tem caracteristica n, a matriz A*A € M,«,(C) tem caracteristica
n (logo é invertivel) e
At = (A"A) T A* € Myym(C)

é a chamada pseudo-inversa de A. A pseudo-inversa de A é uma inversa a esquerda, no

sentido em que
ATA =1, I € Mpyun(C).

A pseudo inversa de uma matriz pode ser calculada através das suas decomposicoes

A=QRe A=USV*:

AT = R'Q* e At = vETIU

Exercicios
1. Seja @ a matriz dada por
o]
Q = 0 0.
Lo 1]
(a) Calcule P = I — QQ* e mostre que se trata de um projector ortogonal.

(b) Sobre que subespago projecta P ortogonalmente?

(c) Calcule a solugao no sentido dos minimos quadrados de

10 . 1
00 { 1] = |1
01 |L" 1
utilizando, apenas, a matriz ).

(d) Calcule a decomposi¢ao em valores singulares de Q.

2. Considere um sistema de equacgoes lineares da forma
Az = b, A€ Myy,(C) e becC™,

com m e n numeros inteiros positivos a verificar m < n. Assuma que a caracteristica
da matriz A é igual a m.
(a) Quantos valores singulares ndo nulos tem A?

(b) Substitua A em Az = b pela transconjugada de QR, em que @) e R sdo os
factores da decomposicao A* = QR.

(c) Multiplique, depois, ambos os membros do sistema por (R*)~!, indicando o
resultado obtido. Classifique o sistema resultante desta operacao.
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3. Prove que a pseudo-inversa de uma matriz A € M,,»,(C) com caracteristica n pode
ser escrita nas formas

At = RT'Q* e AT = VU,

dadas as respectivas decomposigoes matriciais (QR e em valores singulares na forma
reduzida).

4. Quando A € M, (C) tem caracteristica m, é possivel definir uma inversa a direita
de A, dada por
A® = A" (A4
(a) Prove que AA® =T € M,upm.
(b) Escreva A% em fungio da decomposicao QR de A*.

(c) Escreva A® em fungdo da DVS de A dada na forma reduzida.

5. Considere um sistema de equacgoes lineares da forma
Ax = b, A€ Myy,(C) e becC™,

com m e n nimeros inteiros positivos a verificar m < n. Assuma que a caracteristica
da matriz A é igual a m.

(a) Classifique o sistema e substitua A em Az = b pela sua decomposi¢ao em
valores singulares (na forma reduzida UXV™).

(b) Multiplique, depois, ambos os membros do sistema por U* e 371, por esta
ordem, indicando o resultado obtido. Classifique, novamente, o sistema resul-
tante destas operacoes.

(c) Mostre que VS~1U*b é uma solugdo do sistema. Identifique esta solugio como
sendo A®b.
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