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1. O método de Heun está associado ao método trapezoidal (também conhecido por
método de Crank�Nicolson), cuja fórmula de actualização é dada por

uk+1 = uk +
h

2
[f(tk, uk) + f(tk+1, uk+1)] .

Mostre que esta fórmula resulta da aplicação da fórmula de quadratura trapezoidal
ao integral

y(t)− y(tk) =

∫ t

tk

f(τ, y(τ)) dτ.

Este método é explícito ou implícito?

2. Mostre que a fórmula de actualização do método de Heun pode ser obtida da do
método trapezoidal, substituindo f(tk+1, uk+1) por f(tk+1, uk + hf(tk, uk)), ou seja,
utilizando a fórmula de actualização do método de Euler explícito para aproximar
uk+1. (O método de Heun pode ser encarado como um processo de tornar explícito
o método trapezoidal.)

3. Prove que o método de Heun tem um erro de truncatura local de ordem 2:

Rk+1(h)

h
= O(h2).

Decomponha, primeiro, o erro Rk+1(h) na soma dos erros

Sk
1 (h) = yk+1 − yk −

h

2
[f(tk, yk) + f(tk+1, yk+1)]

e

Sk
2 (h) =

h

2
[f(tk+1, yk+1)− f(tk + h, yk + hf(tk, yk))] .

Ao erro Sk
1 (h) aplique o que conhece sobre o erro da fórmula de quadratura trape-

zoidal. O segundo erro Sk
2 (h), analise-o à luz do que sabe sobre o erro de truncatura

local do método de Euler explícito.



4. Considere o método de Heun de terceira ordem (para problemas de valor inicial)
de�nido por:

F 1
k = f(tk, uk),

F 2
k = f(tk + h/3, uk + hF 1

k /3),

F 3
k = f(tk + 2h/3, uk + 2hF 2

k /3),

uk+1 = uk + h
(

1
4
F 1

k + 3
4
F 3

k

)
,

para 0 ≤ k ≤ nh− 1 e u0 = y0. Pode assumir que a função f é contínua à Lipschitz
relativamente ao seu segundo argumento (com constante L > 0).

(a) Classi�que este método (explícito/implícito, passo simples/passos múltiplos,
Taylor/Runge�Kutta).

(b) Escreva a fórmula de actualização do método na forma uk+1 = uk + hΦ(tk, uk,
f(tk, uk); h), identi�cando a sua função incremental.

(c) Mostre que, quando aplicado ao problema teste (Iλ), este método gera uma
sequência da forma

uk+1 =
(
1 + hλ + (hλ)2/2 + (hλ)3/6

)k+1
, k ≥ 0.

(d) Este método é A�estável?


