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A optimizacdo sem derivadas corresponde a uma classe de técnicas de
optimiza¢do nio linear.

A optimizacdo sem derivadas é utilizada em situacdes em que ndo
conhecemos as derivadas da func3o a optimizar.

Aplica-se, desta forma, a fungdes do tipo caixa-preta (simulagdo
computacional)

entrada - saida

Existem situacBes em que aproximacdes das derivadas com recurso a
diferencas finitas n3o s3o apropriadas:

@ Quando o célculo do valor da funcdo é dispendioso,

@ Quando estamos na presenca de ruido.
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Simplificando, todos os algoritmos sem derivadas globalmente
convergentes devem:

o Garantir alguma forma de decréscimo longe da estacionaridade.

o Garantir algum controlo da geometria dos conjuntos da amostra
onde o valor da funcdo objectivo é calculado.

@ Implicar a convergéncia do comprimento do passo para zero,
indicando a convergéncia global para um ponto estacionario.

Por convergéncia global entendemos convergéncia para alguma forma de
estacionaridade a partir de um ponto inicial arbitrario.
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O conjunto gerado positivamente por {v1,...,v,} € 0 cone convexo

{veR": v=aqv1+-- -+ vy, >0, 1=1,...,r}

U1

V2

Definic3o

Um conjunto gerador positivo de R™ é um conjunto de vectores de R™
que o gera positivamente.
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Definicdo

{v1,...,v,} é positivamente dependente se um dos vectores estiver no
cone convexo gerado pelos restantes.
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Exemplo: Consideremos R?

Dy = Dg Do Ds
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Definicio

Uma base positiva de R™ é um conjunto positivamente independente que
gera positivamente R™.

D1 = Dg Dy Dg

D; é uma base positiva.
Dy é uma base positiva.

D3 & um cgp que n3o é base positiva.
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As bases positivas ndo podem ter menos do que n + 1 elementos
(minimais) e mais do que 2n elementos (maximais):

caso maximal (2n elementos),

caso minimal (n + 1 elementos).
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Teorema

Seja {vi,...,v.}, em quev; #0 Vi e {1,...,r}, um conjunto gerador
de R™. Ent3o sdo equivalentes as seguintes propriedades:

(i) {v1,...,v,} gera positivamente R".

(i) Yie {1,...,r}, —v; € cone convexo gerado pelos restantes r — 1.

-
(i) Jau, ..., positivos tais que Z o;v; = 0.
i=1

(iv) Vw #0 3 € {1,...,7}: wv; > 0.
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Relembremos que:

Q p é direcgdo de descida em z, se 3a > 0: f(x + ap) < f(x),
Va € (0, a).

@ Seja f: R™ — R uma fun¢do continuamente diferenciavel em z tal

que V f(z) # 0.

Se (=Vf(x))"p > 0, entdo p é direccio de descida.

—Vf(x)
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Seja {v1,...,v,} um cgp de R™.
Da propriedade (iv) do teorema anterior, temos que
Jie{l,....,r}: (=Vf(z) v;>0

Isto ¢,

Jie{l,...,7}: v; € uma direccdo de descida!
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Definicio

A medida de coseno de um cgp D (com vectores todos ndo nulos) é dada
por
v'd

D)= mi Iolllid]l
(D) = min, max i

Se D é um cgp, entdo cm(D) > 0.
Exemplo:

Sendo Dg; = [ I —I | (I identidade n x n), temos que cm(Dg) = \/Lﬁ

Considerando n = 2, vem que cm(Dg) = ‘/75
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Exemplo: Consideremos

p=[1 0 Zt)]

com 0 € (0,7/4].
. L. T —0
A medida do coseno de Dy é igual a cos <2>

Note-se que a medida que 6 tende para zero, cm(Dy) converge para zero

JL L

=Dy D

E]
ol

I
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Como construir bases positivas?

Teorema

Se {v1,...,v,.} é uma base positiva de R" e W € R™*™ uma matriz nio
singular, entdo

{Wwr,...,Wuv,} é uma base positiva de R".

Demonstracdo: Como {v1,...,v,} gera R", Wlvy,...,v,| gera R”
também.

Seja 0 # w € R™. Logo, pela propriedade (iv) (referida anteriormente),
vem
Jui: (WTw) v >0
£0
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Wi w! (W) >0

Assim, W (v, ...,v,] gera R™ positivamente.

Por outro lado, é facil provar que como {v1,...,v,} & positivamente
independente, também {Wwy,...,Wu,} o é.

Teorema

[ I —I] éuma base positiva (I identidade n x n).

[ I —e } é uma base positiva (e = (1,...,1)7).

Logo, [ w -Ww ] e [ W =31 wi ] sdo também bases positivas.
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Repare-se que, dado v # 0,

-
v'd
cm(D) < max ———
aeD [lv]||d]|
Ou sgja,
v'd

ddeD: cm(D) < _
[[o]l[|<]

De modo equivalente,

em(D)|lvllld]| < v'd
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Teorema

Seja D um cgp e a > 0. Seja

A = amax ||d|
deD

Seja f : R™ — R tal que V f é continuo a Lipschitz (com constante
v > 0) num aberto contendo B(xz;A). Se f(x) < f(z + ad) Vd € D,
entao

Vi@ < (Kcmw)—lmaxudu)a

2 deD

T + ads T + ad;

T + ads
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Demonstragdo: Por hipétese, temos (para todos os d € D)

0 < flxz+ad) — f(x)
Aplicando uma expansdo de Taylor, vem
0 < fla+ad) - fz) = /0 'Vt tad) (ad)dt
Seja d € D tal que
em(D)|[Vf(@)|lld] < ~Vf(x)'d

Multiplicando por «, vem

acm(D)||Vf(@)||d] < ~Vf(z) ad
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Somando a desigualdade

1
0< / Vf(z+tad) (ad)dt
0

com a desigualdade

1
aem(D)[IVf(z)|lld] < —Vf(fv)TOédZ/0 ~Vf(z)' (ad)dt
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vem que

1
aen(DVIIAl < [ [Vie+tad) = Vi) (adt

IN

Sa?ldl®
Logo,

V@l < (jemn)dl)a < (G en(D) maxd]) o
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Exercicios:

@ Prove que [ I —1I | & uma base positiva (maximal) com medida de

coseno 1//n.

@ Mostre que a medida do coseno de um cgp é sempre positiva.
@ Seja p: (0,+00) — (0, +00) tal que

flx+ad) > f(z)—pla) Vde D

Mostre (no contexto do respectivo teorema) que

>a+ cm(D)"1 ) p(e)

min ||d| a

V@) < (”cm<D>—1maxudu
deD

2 deD
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Os métodos de procura directa sdo métodos de optimizacdo sem
derivadas.

S3o0 métodos que calculam o valor da funcio objectivo, em cada iteracio,
num namero finito de pontos.

Em cada iteracdo decidem que ac¢Bes tomar, baseando-se apenas nesses
valores (mais rigorosamente, entre comparagdes entre eles).

O mais simples método de procura directa é a procura coordenada.
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Método da Procura Coordenada (passo de sondagem)
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Método da Procura Coordenada (passo de sondagem)
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Algoritmo (Método da procura coordenada)

Inicializacdo
Escolher zg e ag > 0.

Para k=0,1,2,...

@ Passo de procura: Vazio, por enquanto.

@ Passo de sondagem: Ordenar o conjunto de
sondagem Py, = {x) + ayd: d € Dg}.
Comegar a calcular o valor de f em Py e parar se
Jdi € Dg : f(ar + ardy) < f(a).

Nesse caso, fazer xx11 = xx + agdy e declarar a
iteracao e o passo de sondagem bem sucedidos.

Caso contrario, declarar a iteragdo e o passo de
sondagem mal sucedidos e fazer 11 = .
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Algoritmo (continuagdo)

@ Actualizacio do comprimento do passo:

ai (ou 2ay)  se a iteragao for bem sucedida

A1 =
= caso contrario
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Este método possui propriedades de convergéncia global tal e qual como
esta apresentado.

Porém, vamos provar a convergéncia global para uma versdo modificada.
Ao invés de Dg, passaremos a considerar D um qualquer cgp.

Consideraremos também

flxr+ardi) < f(zr) — plag)

onde p(-) é uma fungdo forga.
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Uma fungdo forga, p : (0,4+00) — (0, +00), é tipicamente continua e
satisfaz

t
im 2D 0 e ) < plta) se ti<to.
t—0t 1

Um exemplo simples de uma funcio forca é p(t) = t2. Na pratica usa-se
p(t) = Ct2, com C > 0 muito pequeno.

Aproveitamos e generalizamos o método para a chamada procura directa
do tipo direccional (um pouco mais geral).
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Algoritmo (Método da procura directa do tipo direccional)

Inicializac3o

Escolher zq, ag > 0.

Para k=0,1,2,...

O Passo de procura: Tentar calcular um ponto x tal
que f(z) < f(zr) — p(ax), calculando o valor de f
num nimero finito de pontos.

Se tal ponto for encontrado, fazer x;1 = x, declarar
a iteracao e o passo de procura como bem sucedidos e
saltar o passo de sondagem.

L. Nunes Vicente

Métodos numeéricos para optimizacao nao linear sem restricoes




Algoritmo (continuagdo)

@ Passo de sondagem: Ordenar o conjunto de sondagem
Pk:{wk—i—akd: dGD}.

Comegar a calcular o valor de f em Py e parar se
ddi. € D : f(:ck -+ akdk) < f(mk) — p(ozk).

Nesse caso, fazer xy11 = x + aidy e declarar a iteracao e o passo
de sondagem bem sucedidos.

Caso contrario, declarar a iteragdo e o passo de sondagem mal
sucedidos e fazer 1 = .

@ Actualizacido do comprimento do passo:

ai (ou 2ay)  se a iteragao for bem sucedida
Qp+1 =

=& caso contrario
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Hipotese (H1)

f é limitada inferiormente no conjunto de nivel

L(zo) ={z € R": f(z) < f(zo)}-

Hipotese (H2)

O gradiente V f é continuo a Lipschitz (com constante v > 0) num aberto
contendo L(zo).
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Supondo (H1), 3 uma sucessdo K de iteracbes sem sucesso:

lim o =0
keK

Demonstracdo: Suponhamos que 3o >0: o« >a Vk.

Suponhamos, também, que existe uma infinidade de iteracdes com sucesso.
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Nesse caso, para um namero infinito de k's e para as iteracdes com sucesso
temos

f(wpr1) < f(zr) — plor) <= —f(ljk) + f(TH) < —plag) < —p(a)

negativo
fr fr
—_————
0

porque {f(xy)} € uma sucessdo decrescente e limitada inferiormente.

Logo, chegou-se a uma contradicdo e ndo pode haver uma infinidade de
iteracdes com sucesso.
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Mas, também, n3o pode haver, a partir de certa ordem, sempre iteracdes
sem sucesso pois isso contradiz a hipétese de redugdo ao absurdo.

Provou-se entdo que:

JdK: limoap=0
keK
Logo, tem de haver uma infinidade de passos de sondagem mal sucedidos.

Seja K. o conjunto de iteragdes correspondentes a passos de sondagem
mal sucedidos.

Seja k € K2 uma subsucessdo de K} tal que lim o4y = 0.
keK,

u

o .
Como a1 = —, temos que lim ap = 0.
2 keK?2

u

Para terminar a demonstracdo, basta fazer K = K2.
|
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Teorema

Supondo (H1) e (H2), 3 uma subsucessdo K de iteragGes sem sucesso tal
que

pih V(o) =0

Demonstracdo: Seja K como no lema anterior. Sabe-se que
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Tendo em conta que

plak)
Qg

Oék—>0 e

— 0, vem que ]ilenla( Vf(xg)=0.
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Notas:
o Se adicionalmente {z} for limitada, entdo prova-se que tem um

ponto de acumulagdo z, tal que V f(z,) = 0.

o E possivel generalizar esta demonstracdo ao caso em que em vez de
um conjunto D se usa um namero infinito deles, desde que existam
constantes positivas dyin < dmaz € Cmin tais que, para todos esses
D'’s,

Cm(D) > Cmina %1635( Hd” < dmaac S :géllljl ||dH > dmzn

o E possivel, também, substituir a1 = S por agi1 € [Bray, Baay),
comO<B1§ﬂ2<1.
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Exercicios:

o Demonstre o teorema anterior, utilizando
flzr) < géig [z + axd) + ploy)

e aplicando uma expans3o de Taylor de primeira ordem e recorrendo
ao teorema da caracterizacdo dos cgp's.

@ Implemente o método da procura coordenada em Matlab. Aplique-o a
minimizac3o da fun¢ido de Rosenbrock

100(z3 — 29)* + (1 — x1)?

Parta de (—1,1)" e de (1.2,0)". Introduza em D os vectores

1 —1 1 -1 )
[ 1 } [ 1 } [ 1 } e [ 1 ] Compare os resultados obtidos

(tragando graficos dos valores de f em fungdo do nimero de calculos
dos valores da fungdo).
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Presentation outline

o Métodos numeéricos para optimizacdo n3o linear sem restricées

@ Métodos de procura unidireccional (geral)

© Teoria da optimizagdo ndo linear com restricdes
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Nos métodos de procura unidireccional, a iteracdo é dada por
Th+1 = Tk + Dk

O bom desempenho de um método de procura unidireccional depende das
escolhas da direccdo pr e do comprimento do passo ay.

De preferéncia p;, € uma direccdo de descida e logo supomos que
pp Vf(z1) < 0 (desta forma temos a garantia de que f decresce ao longo
desta direc¢3o).

A direccdo de procura p;, tem tipicamente a forma
pr = —B. 'V f(zy)

onde By, € uma matriz simétrica n3o singular, de preferéncia positiva
definida.
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/)‘ método da descida maxima

1

método de Newton (Ej, = 0)
— | ou Newton modificado

— Vf(x) + B

métodos quasi-Newton
> q

BFGS, SR1
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Como escolher o comprimento do passo (ay)?

A escolha de «y, devera conduzir a um decréscimo substancial de f e ser
pouco dispendiosa.

Neste sentido, vamos tentar decrescer

o(a) = f(zr +apr) a>0

a partir de a = 0.

Contudo, minimizar ¢(a)) pode ser custoso.
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, primeiro
1

minimizante \
K_?_ local

\
primeiro

ponto \
estacionario

minimizante global
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Pretende-se testar um n2 finito (reduzido) de valores para «, e.g.

19: | | 29: [ |
I | 11 | I

0 0

O decréscimo simples ndo funciona!
+5
{5/k}
\/ f=0
fr=-1
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Surgem, assim, as chamadas condi¢cées de Wolfe.

As condicdes de Wolfe englobam a condicdo de decréscimo suficiente
(CDS) e a condigdo de curvatura (CC).

A CDS (também designada por condicdo de Armijo) é dada pela
desigualdade

(o)

flor +owpr) < flxg) + oV f(a
—_
(o)

) i c1 €(0,1)
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aceitavel

aceitavel

Condicdo de decréscimo suficiente

L. Nunes Vicente

Métodos numeéricos para optimizacao nao linear sem restricoes




A CDS, por si s6, n3o elimina os problemas da reducdo simples.

Surge assim a CC

Vf(xy+arpr) pr > Vif(zr) pr == ¢'(ar) > ¢ (0) e € (c1,1)
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¢(a) = f(zr + apy)

U@ b

A
~
| > -
|II||I \\ : \\\\
R *« declive | b
\I'.\ I

] )
, \_ desejado /

' |
I\__ ' I| /
tangente| ‘\\ !
|7 :

o aceitavel
=

aceitavel

Condicdo de curvatura
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Seja f: R™ — R continuamente diferencidvel.

Seja py uma direccdo de descida em xy, e f limitada inferiormente ao longo
da semi-recta {x + apy | o > 0}.

Entdo, se 0 < ¢1 < ¢ < 1, existem intervalos de comprimentos de passo
satisfazendo as condicées de Wolfe.

Demonstracdo: ¢(a) = f(x + apy) € limitada inferiormente.

Uma vez que 0 < ¢; < 1, I(a) = f(2x) + ac1V f(xx) | pr tende para —oo
com quando o — +o0.

Por isso intersecta ¢ pelo menos uma vez.
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Seja o/ o menor valor de o dessa intersec¢do, assim

flan +a'pr) = f(xr) + e V() i

Logo a CDS é valida Vo < o/.

Pelo teorema do valor médio

-
)

3o € (0,0') : flap+'pr) — flag) = 'V f(ap +"pr) pi

Tendo em conta as duas Gltimas equacdes, vem

V(zk+apr) pr = a1V f(zk) pr
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Uma vez que ¢; < ¢ € Vf(a:k)Tpk < 0, vem

V(e +o"pr) pr = a1V (k) pr > oV () pr

Assim, o' satisfaz as condicées de Wolfe e pelo facto de V f ser continuo,
existe um intervalo em torno de o onde as condicées de Wolfe sdo validas.
[ ]
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| ¢(a) = f(ax + apy)

~

~
|~

.
- s recta de decréscimo
\ . Tt -l ™
“ Iy \
\ [ Tt~

~_ suficiente
\\ ) : _h‘" _h\ E .

N A< declive f; lT,I -~ E(E}‘)

N \__desejado / :

T
R

' A
« o

aceitavel | |

aceitavel

Intervalos de comprimentos de passo satisfazendo as condicdes de
Wolfe
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Notas:

@ « pode satisfazer as condi¢des de Wolfe (CDS+CC) e n&o ser ponto
estacionario, minimizante local ou global de ¢.

o As condicdes de Wolfe sdo invariantes ao escalonamento.
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Definicio

~Vf(zx) pr
IV f () 1|2k |

cos 0, =

Teorema

Considere-se xj1 = x + axpk, em que Vf(xk)Tpk < 0 e oy, satisfaz as
condicées de Wolfe.

Suponhamos que V f é continuo a Lipschitz (com constante v > 0) num
aberto contendo o conjunto de nivel L(xg) = {z: f(x) < f(zo)}.

Suponhamos, ainda, que f é limitada inferiormente em L(x(). Entdo

+oo

> cos® 0|V f(w)||” < o0
k=0
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Demonstracdo: Pela CDS, temos

Flpr) < flap) + (@ ViEz)  pr)a

Necessitamos de um limite inferior para aj (como nos métodos de procura
directa).

Pela CC,

(VI (@ra1) = V(@) Toe = (c2— DV f(ap) pi
= (co— D)V f(zr) ' pp < vou|pel?

1—co V(1) pi
v x|

> —oy
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Temos,

Flaes) < flae) + @V pr)o

1—co V(1) i
v [l 1%

> —qp

Logo,

1—cy (Vf(ap) pr)?

fEen) < flo) —a Ik

v
——

=C

= f(zx) — ccos® Ok ||V £ (z)||?
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Assim,
k

Flarr) < flao) =) cos® 5]V f ()]

J=0

Tendo em conta que f é limitada inferiormente em L(x) (e seja f* um tal
limite inferior), vem

k
CZCOSQQJ'HVf(SL‘j)HQ < fl@o) = fl@ry1) < flwo) — f*

=0

k
= Z:cos2 0;IVf(z;)||* ¢ & uma sucessio convergente
§=0

(pois é crescente e limitada superiormente). [
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Do teorema anterior, resulta que

cos® O, ||V f(x1)]|> — 0
Logo,

se 40 : cosf > 6 > 0 Vk

entdo,
cos? ||V f(zp)|> — 0 <= Vf(zg) —0
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Suponhamos que x, € um ponto de acumulac3o.

Logo,

dK : lim x = x,
keK

Entdo

0= im V/(s) =V <hm xk> V()

ou seja, todos os pontos de acumulagdo de {x} sdo estacionarios.
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Exercicio:

@ Prove que
se pr=—B;'Vf(z)

com By, SPD (simétrica e definida positiva) e cond(By) < M, entdo

1
0 > —
cosk_M
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Presentation outline

o Métodos numeéricos para optimizacdo n3o linear sem restricées

@ Métodos de procura unidireccional (descida maxima, Newton)

© Teoria da optimizagdo ndo linear com restricdes
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Do altimo teorema resulta que o método da descida maxima
(pr = —V f(x)) com condi¢des de Wolfe é globalmente convergente.
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Da demonstrac3o do altimo teorema resulta, também, um resultado de
complexidade, no pior dos casos, para o método da descida maxima
(MDM).

Dado um ¢ € (0,1), quantas iteragdes sdo necessarias para alcancar
IVfn)ll < &7
Seja

oy = min ||V f(z;)]|

0<j<N

Fazendo £ = N, da demonstracdo anterior, temos que

N
CZCOS2 9j||Vf(33j)||2 < fo—f"

J=0

com f* limite inferior para f em L(xg).
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Temos, assim, que

MDM N
(N +1)(63)* < CZHVf )P =) cos? 0V £ ()2
j=0 j=0
< fo— [

Logo,

* fO_f* 12
o = (c(N+1>>

(Daqui resulta uma taxa sublinear de decréscimo para o gradiente.)
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Assim,

(fo—f*)

se N+1 > 5
ce

, vemque Oy < e.

Logo, no maximo sdo precisas O(e~2) iteragdes para o MDM atingir um
gradiente em norma inferior a e.

Este resultado de complexidade no pior dos casos é alcancavel — ou seja, é
possivel encontrar um exemplo em que tal acontece.
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Definicdes de taxas de convergéncia

Seja {wy} uma sucessdo a convergir para w,. A sucessdo diz-se que
converge:

. ) Whp1 — W
Sublinearmente quando lim lon 1 = wi] =1
k—+o0 Hwk —w*||
Linearmente quando existe € (0, 1) tal que % < r para todo
o k (ou k suficientemente grande).
. , Wp1 — W
Superlinearmente quando lim M =0.

k—+o0 Hwk — w*||

. . w —Wx
Quadraticamente quando existe M > 0 tal que W < M para

todo o k (ou k suficientemente grande).
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Qual é a taxa de convergéncia local do MDM?

E linear. Primeiro vejamos o caso quadratico estritamente convexo:

f(z) = %xTQx —b'z com @Q SPD.

O MDM com procura unidireccional exacta é dado por

V) Vi)
Thet1 = Tk vf(wk)TQVf(f”k)%
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Teorema

Quando o MDM com procura unidireccional exacta é aplicado a uma
funcdo quadratica estritamente convexa, o erro absoluto satisfaz

|| lo < (2n=21) ||
€T — Ty — T — X
k+1 Q= SWESY k *||Q
em que

lyllo = Vy'Qy
e

0< A <Ay <--- < )\, sdo os valores préprios de ().

L. Nunes Vicente Métodos numeéricos para optimizacao nao linear sem restricoes




Notas:

o As iteradas convergem linearmente.
@ O melhorcaso é quando Ay =--- =X\, =Ae @ = Al.

@ A constante
An— A1 A/ -1

>\n+)\1 _)\n/)\l‘f’1

é tanto maior quanto maior for cond(Q) = A, /1.
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Quando g & uma funcdo quadratica convexa, vem também que

@) ~ (o) = o —2.) QM — w2) = 3lle — wl

- 2
Logo viria, q(zx+1) — q(2x) < (H) (q(zr) — q(z4)).

Quando f for uma fungdo nio linear e V2 f(z,) for PD, f pode ser
aproximada em torno de x, por uma funcdo quadratica estritamente
convexa.

Logo, a menos de um erro (que sabemos que é cubico), é natural que
tenhamos um caso semelhante para o caso ndo linear (MDM com procura
unidireccional exacta), mas agora medido em termos de f.
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Teorema

Seja f: R™ — R uma funcdo duas vezes continuamente diferenciavel.

Seja {x}.} tal que v, — x.. Suponha que Vf(x.) =0 e V2f(x.) é PD.

Seja
A — A1
— 1
"e <An o )
em que 0 < A1 < \g < --- <\, sdo os valores prprios de V2 f(x.).

Ent3o, para k suf. grande,

F@re1) — fle) < 7°[f(@r) — flao)]
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O que é o método de Newton para min f(z) com f:R" — R ?
E o método de Newton aplicado a Vf(x) =0 com Vf : R® — R".

Pondo F = Vf em 1 = xp + (Jp(xy)) ' F(xg), em que Jp(zy) € a
matriz Jacobiana de F' em x;, vem que
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1
Quando f(z) = §xTQx — bz, com Q simétrica e PD
z1 =20 —Q ' (Qro—b) =Q'b

e tem-se Vf(z1) = Q(Q'b) — b =0, ou seja, o método de Newton
converge numa itera¢ao:
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1
Quando f(z) = §xTQx — bz, com Q simétrica e PD
z1 =20 —Q ' (Qro—b) =Q'b

e tem-se Vf(z1) = Q(Q'b) — b =0, ou seja, o método de Newton
converge numa itera¢ao:
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1
Quando f(z) = §xTQx — bz, com Q simétrica e PD
z1 =20 —Q ' (Qro—b) =Q'b

e tem-se Vf(z1) = Q(Q'b) — b =0, ou seja, o método de Newton
converge numa itera¢ao:
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1
Quando f(z) = §xTQx — bz, com Q simétrica e PD
z1 =20 —Q ' (Qro—b) =Q'b

e tem-se Vf(z1) = Q(Q'b) — b =0, ou seja, o método de Newton
converge numa itera¢ao:
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1
Quando f(z) = §xTQx — bz, com Q simétrica e PD

z1 =20 —Q ' (Qro—b) =Q'b

e tem-se Vf(z1) = Q(Q'b) — b =0, ou seja, o método de Newton
converge numa itera¢ao:

Zo
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1
Quando f(z) = §xTQx — bz, com Q simétrica e PD

z1 =20 —Q ' (Qro—b) =Q'b

e tem-se Vf(z1) = Q(Q'b) — b =0, ou seja, o método de Newton
converge numa itera¢ao:

Zo

°Ty =2
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Alias, veja-se que no caso Q = A\I

—V f(z0) e — (V2 f(x0)) 'V f(20) sdo colineares.
I |
—(Qzo —b) ~Q7 1 (Qxo —b)
| I
—Azo+b —20+ Qb
I
—Zo + %b
@
—(V2f(0))~ 'V (w0)
T \=,,fo(900)
A=1
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Analisemos agora a taxa de convergéncia local do método de Newton e dos
métodos de quasi-Newton.

Taxa de convergéncia local do método de Newton:

Teorema

Seja f uma funcdo duas vezes continuamente diferenciavel tal que V? f(x)
é continua a Lipschitz (com constante v > 0) numa vizinhanca de um
ponto x.

Suponhamos que V f(z.) =0 e V2 f(z.) é PD.
Seja Tpy1 = Tk + pr, com pp = —(V2f(x1)) "1V f(zy). Entdo
(i) Se zo esta suficientemente proximo de x., {xy} converge para x..

(ii) A taxa de convergéncia é quadratica

lzkt1 = 2]l < wI(V2F (@) llan — 24

(i) {IIVf(xk)||} converge quadraticamente para zero.

4
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Exercicio:

o Considere f nas condicdes da convergéncia local do método de

Newton
Tk+1 = Tk + Pk
Irell < mellVf (@)l
re = V2 f(z)pr + Vf (1)
e € [0,1)
Prove que

(a) Se zg esta suficientemente préximo de x, e 1 < nVk paran € (0,1)
suficientemente pequeno = {x} converge para z, linearmente.

(b) Se x( esta suficientemente préximo de z, e {n;} tende para 0
— {x1} converge para x, superlinearmente.

(c) Se x( esta suficientemente proximo de z, e n = O(||V f(zk)|) Vk
— {x}} converge para x, quadraticamente.
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Taxa de convergéncia local dos métodos de quasi-Newton:

Teorema

Seja f uma funcdo duas vezes continuamente diferenciavel tal que V? f(x)
é continua a Lipschitz numa vizinhang¢a de um ponto x,.

Seja xp11 = xk + pi, em que py = —B,C_1Vf(xk) (By. € SPD).

Suponhamos que {x}} converge para z. e que Vf(z.) =0 e V2f(z,) é
PD.

Ent3o, x;, — . superlinearmente se e sé se

2
i NBr = VS @))pell _
k—-+oo 1%l
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Demonstragdo: (provemos apenas a condigdo suficiente)

Veja-se que

pr—pp = (V2f(xr) " (V2 f(ze)pr + Vf(2r))
= (V2f(xr)) (V2 f(xr) — Br)pr

Ent3o

—_— e (B — V2 ()l
e S NS I
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Se

|(Be — V2 f (zi))pill

lim =0 se verificar

k=00 ial

e tendo em conta que V2 f(z,) € PD, sendo por isso ||(V2f(zx)) 7!
limitada, temos

limitada

< (Ve 1 Bs = VoS @)l

[l |

converge para 0

px. — oy |
[l

Ou seja, [|lpx — pil| = o([[pl])-
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Do teorema anterior, sabemos que para v > 0 temos

lzk + 08—zl < VIV () lllan —

Fazendo ¢ = v||(V2f(x.)) Y| > 0, vem

lz + 2 =2l < ellzy — 2.

Ou seja,
s + pi = 2]l = O(|leg — 2?)
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Assim, temos

N N
lzk +pe =2l < llow+px =2l +llpk =92 | = Olzx — 2.]1) +o([lpk])

Por outro lado, temos

Ikl < Mz + pe = @l + llze — @l = ollpxll) + O(lax — z.|l)

Como o(||pk||) = ekllpkl|, com € — 0, vem que, para k suf. grande tal que
e < 1/2,

1
Ikl < olllpell) + Olllar —2l) < Sllpall + Oz — )

o que implica ||pg|| = O([|zk — z]).
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Recapitulando, chegamos a

lzx + pr = 2l < O(lzk — 2®) + ollpxll)

em que

O(llar — z:]1%) = olllax — .ll)

e que

o(llprll) = o(O(llzx — z«l))) = olllzx — 2.])
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Teorema

Seja f uma funcdo duas vezes continuamente diferenciavel tal que V2 f(x)
é continua a Lipschitz numa vizinhanca de um ponto x,.

Seja xp11 = Tk + appr, em que pi é uma direccdo de descida e v, satisfaz
as condi¢bes de Wolfe com ¢; < 1/2.

Suponhamos que {x}} converge para z. e que Vf(z.) =0 e V2f(z,) é
PD.

Se a direcgcdo de procura satistizer

i IVF(@r) + V2 F (@e)pell _

0
h—+oo Ikl

entao

(i) a =1 satisfaz as condicées de Wolfe para k suf. grande.

(ii) Se testarmos sempre oy, = 1 na procura unidireccional, entdo
T — Ty superlinearmente.

v
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Nota:

@ Se ¢; > 1/2, a procura unidireccional excluiria o minimizante de uma
quadratica ¢(-).
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Pelo facto de V2f(x;.) poder ndo ser positiva definida (PD), a direccdo de
Newton p{cv pode n3o ser de descida.

Muitas vezes, na pratica, o que se implementa € o método de Newton
modificado (ou com Hessiana modificada).
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Algoritmo
Inicializac3o

Dado xg.
Para k =0,1,2,...

@ Fazer By = V2f(x1) + Ej, em que

0 se V2f(z) é PD,

E, =
tal que Bj seja PD  caso contrario.

@ Resolver Bypr = —V f(xy).

© Fazer xy411 = xk + agpr, com oy a satisfazer, e.g., as
condig¢oes de Wolfe.
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Convergéncia global: como

~Vf(xx) "pr = Vlxr) By 'V f(zr) >0

(ou seja py é direcgdo de descida), a convergéncia global é garantida se

dM >0: cond(B;) < M

Convergéncia local: Considere-se

Q@ Ty — T«

o V2f(x,) suficientemente PD, no sentido em que Ej = 0 para k suf.
grande

03 <1/2

— ay = 1 para k suf. grande e logo a taxa de convergéncia local é
quadratica.
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As estratégias mais populares para determinar Ej n3o a calculam
explicitamente.

Calculam os factores de uma decomposi¢cdo (Cholesky ou simétrica
indefinida) de (uma versdo modificada de) V2 f(zy).

_ T
— By, = LiLy, Ly, triangular inferior

\
Cholesky com elementos

diagonais positivos

N PyBiP, = LiDyL] b
—— — k permutagao
simetrica indefinida T~ L, triangular inferior
Dy, diagonal por blocos
de dimensdo 1 ou 2
n3o singulares
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Exercicio:

o Aplique o Método de Newton e o Método BFGS, ambos com a CDS,
a funcdo de Rosenbrock

100(z3 — 29)* + (1 — x1)?

Constate a convergéncia local obtida tragando ||z — x| (talvez
numa escala logaritmica).
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Presentation outline

o Métodos numeéricos para optimizacdo n3o linear sem restricées

@ Métodos de regido de confianca

© Teoria da optimizagdo ndo linear com restricdes
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Considere-se uma aproximacdo quadratica de f centrada em xy,
1
-
mi(p) = f(zr) + Vf(zk) p+ 5PTka

em que Bj € uma matriz simétrica que corresponde a uma aproximacio de

Note-se que

my(p) — f(zx, +p) = O(||p|*)
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Os métodos de regido de confianca (MRC) utilizam uma aproximagao
i da solucdo de

min  my(p)
pER™ PRC
sujeito a  ||p|| < Ag

em que Ag > 0 € o raio da regido de confianca.

Nota:

o Se By for PD e | — B 'V f(zy)| < Ag, entdo pP = —B, 'V f(x})
é a solucio do PRC,.
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Algoritmo (MRC)
Inicializacdo

Escolher o, € (0,1), 29 € Ag > 0.
Para k =0,1,2,...

@ Obter pg resolvendo PRC;, “aproximadamente”.

@ Calcular
reducao actual

_ faw) = for + )
mi(0) — my(pr)

N~

reducao prevista

Q Se pr > n fazer xp11 = T + P € Apy1 > Ay
Caso contrario xx11 = T € Agr1 = alg.
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Notas:

@ Supde-se sempre que my(0) — mg(pr) > 0 (6bvio quando py € a
solugdo do PRCy).

o Nestas condi¢des, f(xgt1) < f(xr) quando zpy1 # k.

Vamos supor, para ja, que py oferece um decréscimo em my(-) melhor do
que uma fracgdo do decréscimo de Cauchy.

Ou seja, vamos supor que
mi(0) — my(pr) > e (mi(0) —mi (p5)))

onde ¢c; € (0,1) e pk,c denota o ponto de Cauchy, a soluc3o de

m>i%1 mg (—7V f(xr))
sujeito a || — 7V f(xzx)]| < Ay
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—m C 1 €T min M
mi(0) = my (5F) = 51V (@)l {Ak’ Iyl }

Do lema anterior, temos que

S
mi(0) = ma(or) = sex Wf(xk)umin{Ak,M}
2 1Bl
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Hipotese (H1)

f é limitada inferiormente no conjunto de nivel

L(zo) = {xz: f(z) < f(z0)}

Hipotese (H?2)

V f é continuo a Lipschitz (com constante v > 0) num aberto contendo
L(.’L‘())

Hipotese (H3)

B>0: |Bell < B Vk
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Supondo (H2) e (H3), temos

(o) = fa+ 0l < (257 IolP

Supondo (H2), (H3) e Vf(xzx) #0

se Ay < c3||Vf(ze)ll, entdo

a iteracdo k tem sucesso.
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Demonstracao:

lema

mr(0) — mg(pr) > CQHVf(.Tk)|’min{Ak7va(xk)H}

1Bl

(H3)
=
>

c2\|Vf<xk>||mln{A IV ( >||}

B

> ol|V ()] A ( A §W>
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Logo,

|f(xk) — fl@g + i) — (my(0) — my(pr))|
[mk(0) — mu(p)|

/3 +v 2
It. ant. e lem
result. ant. e lema < HpkH

lor — 1 =

2
= e[V T () [
B+v
2 Ay
<
- ca ||V f(xr)ll
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Assim, temos

lpe—1] < 1-n <

= pp—1

\%
3
|
—

Vv
3

Pk

A demonstracdo termina fazendo

c :min{1 202(1_77)}
3 B’ B"’V
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Teorema
Supondo (H1), (H2) e (H3) temos

Lim inf ||V £ ()|l = 0

Demonstragdo: Suponhamos que
Je>0: |Vf(zr)|| > ¢ VEk

Suponhamos também que existe um namero infinito de iteracdes com
sucesso.

Consideremos uma iteracdo com sucesso

floe) = flan+p) > C2va($k)”m1n{A IV £z >H}
B
- . € '
> CQEIIIIII{C4,B} (ver lema a seguir)

L. Nunes Vicente Métodos numeéricos para optimizacao nao linear sem restricoes



Somando todas as iteracdes, com sucesso, de 0 até k, vem

k
flxo) = flanpa) = > Flxg) — fzi)

J com sucesso

> Sk <025 min {04, E})
~ B

1+o0

onde Sy = {i com sucesso de 0 a k}.
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Assim,
lim f(xg) — f(zksr1) = +00
k——+o00

o que contraria o facto de f ser limitada inferiormente (H1).
Se o nimero de iteracdes com sucesso for finito
3k:iap=x5, Vf(rr)=Vf(zg) Vk>k e Ap—0

mas isso contradiz o lema anterior.
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Supondo (H2), (H3) e Vf(zr) #0

se ||Vf(zk)|| > (e >0)VEk, entdo ey >0:Ap > cyVE.

Demonstracdo: Suponhamos que k é a primeira iterac3o tal que
Apt1 < acze

Nesse caso, como A < Agyq entdo
1
A < acse < ||V f (i)l

e, aplicando o lema precedente, Ay 1 > Ay e isso contradiz o facto de Ay

ser a primeira iteracdo tal que Ag1 < acse acontece.
|
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E possivel provar, nas mesmas condicdes, que

li =
Jim V£ (@) =0

E, também, possivel provar resultados deste tipo quando 1 = 0 (decréscimo
simples), sob determinadas alteracdes ao algoritmo.

E, também, possivel provar um resultado de convergéncia global para
pontos estacionarios de segunda ordem.

Para tal py tem, também, de oferecer em my(-) um decréscimo melhor do
que uma frac¢do do decréscimo do passo do vector préprio (associado ao
menor valor préprio).
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Seja Amin(By) 0 menor valor préprio de By.

Seja pE um vector préprio associado a Apin(Bk).

kak;E = )‘min(Bk) pkE
——

supde-se <0

Suponha-se, sem perda de generalidade, que

-
Ipll =Ax e (pr) Vf(xx) <O.
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Pode-se provar que pf é a solucdo 6ptima de
: E

min  my (7
>0 " (%)

sujeito a ImpEl < Ay
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Assim, quando Apin(Bx) > 0, supde-se que

mi(0) — mp(pr) > ¢ (me(0) —my (p5))

e, caso contrario,

mi(0) — mi(pe) > cf max {my(0) — my, (pf) ,mi(0) — my (pf) }

com ¢2 € (0,1).
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Hipétese (H? = H1)

f é limitada inferiormente no conjunto de nivel L(x).

Hipétese (H2)

V2f é continua a Lipschitz (com constante v > 0) num aberto centrado
em L(xp).

Hipétese (H3)

B2 >0: |[V2f(zi)|| < B° Vk
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Teorema

Supondo (H?), (H3), (H3), By = V*f(x1) e que py. satisfaz uma fracgdo
do decréscimo do passo do vector prdprio, temos

liminf max {||V f(z)]], —)\min(VQf(wk))} =0

k—+o0

Sob alteragdes ao algoritmo e nas mesmas hipéteses, pode-se alcangar
“lim"” em vez de “liminf".

O comportamento global/local dos MRC pode ser caracterizado através do
seguinte resultado.
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Teorema

Seja f uma funcio de classe C? em x, e V2f continua a Lipschitz em
torno de xz, (com constante v > 0).

Seja Vf(zs) =0 e V2f(zs) é PD.
T — Ty € Py Satisfaz uma fraccdo do decréscimo de Cauchy.

Suponha que para k suf. grande, By, = V*f(xy) e pr = pY quando
I (| < Ay

Ent3o

IA* > 0,k: A > A* VE> k.

Nota: O passo py = piY, quando |[pl || < Ay e quando By, = V2 f(xy,) for
DP, é a solugdo do PRC;.

Logo, tal passo satisfaz uma frac¢do do decréscimo de Cauchy e ndo ha
contradic3o entre as hipoteses.
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Demonstragdo: Para k suf. grande (e 8* = 2||V2f(z.)7!||)

(i) [I[pY]| > Ag. Neste caso tem-se,

el < Ak < (V2 F @) IV @)l < BV F ()l

(i) Iyl < Ay e logo,

pe=p; e el < BV ()l
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Logo,

my(0) —mi(pe) > ClHZiH {H ks Hpk”}

e, usando um argumento ja conhecido,

gllpw

2 min {1, 55 b oy 2

o — 1| < < Ay

Aplicando um raciocinio utilizado anteriormente conclui-se a demonstraco.
[ |
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Nota:

@ Em conclusdo, o passo de Newton serad tomado para k suf. grande e o
MRC tem, localmente, uma taxa de convergéncia quadratica.

@ Seria possivel substituir
“pr = py quando [[p'[| < A", por

"llpe — 22l = o(llpg[l) quando [[p[l < A"

obtendo-se uma taxa superlinear.
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