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Consideremos o problema ou programa de Optimizacdo N&o Linear

min f(z)
sujeitoa ¢i(x) = 0, €€ PNL

ci(z) >0, i€Z

onde f(x) é a fungdo objectivo, ¢;(z) = 0,7 € £, as restricdes de
igualdade e ¢;(x) > 0,7 € Z, as restricées de desigualdade.

A regido admissivel Q) é definida pelo conjunto de pontos que satisfazem

todas as restricdes

Q={zeR": ¢(z)=0,ic& c¢i(x)>0,iecl}

L. Nunes Vicente Teoria da optimizacao nao linear com restricoes 121/303



Definicio

Seja z € Q.

Uma restricdo i € I diz-se activa em x se ¢;(x) = 0.

O conjunto das restricdes activas A(x) é constituido pelos indices de £ e

pelos indices de T das restricées activas em x, ou seja,

Alx)=EU{ieT: ¢(x) =0}

Nota:

@ Apenas as restricdes activas sdo consideradas na caracterizacio da
optimalidade local.
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Exemplo:

min ] + 2o
zER?

sujeito a In(xz;) —x2 > 0
xI9 Z 0
De acordo com a notacdo anterior, temos

ci(x) =In(x1) —x2 e co(x) =22

Assim,
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Z2

ln(ml)
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Definicio

x diz-se um minimizante local (estrito) de f em Q se existir uma
vizinhan¢a N de x, tal que

fla) <(<) f(z) Voe(NNQ)\{z.}

Definic3o

x diz-se um minimizante global (estrito) de f em Q) se

flze) < (<) fz) VoeQ\{z}
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| T

minimizante local minimizante global

Y
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Definicio
Seja x, € Q. Diz-se que {z1} é uma sucessdo admissivel a aproximar-se de

Ty Se
2k —> T. € 2z € Q para k suf. grande.

Definicio

| A

Seja z. € 2. Um vector d € ) diz-se tangente a ) em x, se existir uma
sucessdo admissivel {zi} a aproximar-se de x, e uma sucessdo {t;} em que
tr > 0 ety | 0 tais que

Zk — Tx

lim =d

k—+o00 tr

Definicdo

| A

Seja z. € §). O cone tangente é o conjunto de todas as direccées
tangentes a {2 em x,, ou seja,

To(zy) ={d € R": d é tangente a Q em x,}
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Considerando o exemplo anterior, temos

min a1 + xo
reR?
sujeitoa In(xy) —ax2 > 0
A
29 o 2 0
In(2)
>
&y
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E possivel, desde logo, provar uma condicdo necessaria para optimizacdo
local utilizando T (z+).

Em particular, utilizaremos o cone normal a €2 no ponto x, (corresponde ao
polar do cone tangente)

Na(z:) = (To(z.))° ={v €R": v'd < 0, Vde To(z.)}

To(zy)

Na(z.)
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Considerando o exemplo anterior, temos

min
reR?
sujeito a

r1 + a9
111(;1’-1) — X9 2 0
o 2 0

In(2)

Na(x.)
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Teorema
Seja z. € Q. Seja f € CY(D), em que . € D (aberto).

Se x, for um minimizante local de f em Q, entdo

—Vf(zs) € Na(z)

Demonstracdo: Seja d € To(x,). Por definicdo de T (x,), existe uma
sucessdo admissivel {zj} a aproximar-se de x, e uma sucessdo {¢;} em que
tr > 0 et | O tais que

2k — Tx

lim =d

k—+o00 tr

Este limite é equivalente a

2k = Tx + tkd + O(tk)
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Por sua vez, aplicando uma expansdo de Taylor, temos

Flar) = fla) = (2 — 20) TV f (@) +0([l 25 — )

Como

2 — Ty = tgd + o(ty)

entao

(26 — 24) TV f (@) = tyd "V f(22) + Vf(22) To(tr) = trd V f (@) + o(ty)
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Por outro lado, observe-se que

ofllze — @) olllzk — «]]) llzx — @l
t th [

ollzk — @4l) ll2k — 24|
2k — 2ol tk

—0 —|d||

logo,

o(llzr = z4l) = o(tx)
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Assim, temos

FQzr) = f(@) = (2 — ) TV f (@) + 0|2k — l]) = trd "V f(24) + 0(tr)
Como f(zx) > f(x.) para k suf. grande, temos

trd 'V f(z.) +o(ty) > 0
Dividindo por t, vem

0 < Vf(gz;*)TdJrM
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Finalmente, tomando limites, vem

~Vf(z)"'d <0
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No ambito do exemplo anterior, a condicdo necessaria do teorema é
ilustrada do seguinte modo

min x7 + x2

z€R?
sujeitoa In(z) —xz9 > 0
o > 0
T2
In(z;)
| N
| T Q
\\\ — o
\\ 1
=[]
No(e) <V f(z.)

~
~
~
S .
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Exercicio:

o O que acontece quando temos 2 = R"?
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Note-se que quer a definicdo (geométrica) de T (x,) quer o teorema
anterior sdo validos para qualquer €.

Como representar Tq(x,) algebricamente e mais concretamente
linearmente (caso em que (2 é definido na forma PNL)?

Tal representacdo é possivel sob uma qualificacdo de restricdes.

Esta & uma condicdo suficiente para que uma aproximacio linear de ) em
x, descreva bem as caracteristicas geométricas essenciais de €2 numa
vizinhanga de z, (resumidas por T (z.)).
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Definicio
Dado um ponto x € Q) e o conjunto das restricdes activas A(x), temos
uma qualificagdo de restricées LICQ se o conjunto

{Vei(x), i € A(z)}

for linearmente independente.

Definicdo

Dado um ponto z € ) e o conjunto das restricdes activas A(x), o cone de
primeira ordem das direccées admissiveis é definido por

T . _ g
.F(:U)z{dER”: d'Vei(z) =0, Yie& }

d"Vei(x) >0, VieInA(x)
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Sob a qualificacdo de restricdes LICQ
{Veci(zs), i € A(z4)} linearmente independente,
tem-se que o cone de primeira ordem das direccbes admissiveis

T . _ .
P = facr, TTole) =0 viee )

d"Vei(z) >0, VieTIn Az,

é igual ao cone tangente To(z+).
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Teorema
Seja z. € Q. Sejam ¢; € C1(D), em que x. € D (aberto).
Entado temos que:

(i)

(ii)

(sob LICQ) F(z«) C Ta(xy)
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Demonstragdo: (i) Seja d € To(x.). Por definicdo de T (x.), existe
uma sucessdo admissivel {z;} a aproximar-se de x, e uma sucessdo {t;}
em que t > 0 et | 0, tais que

lim
k—+o0 tr

Este limite é equivalente a

2k = Tx + tkd + O(tk)
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Consideremos primeiro o caso em que i € £.

ci(zk) = ci(ma) + (2 — 2.) " Veia) +o(|l 2 — 2.)
—— ~

=0 tdeVCi(x*)+0(tk) O(tk)

Como, para k suf. grande ¢;(zx) = 0, temos

0= Vei(zy) d+ O(tt’f)
k

Tomando limites, temos
Vei(as) d=0
O caso em que i € Z prova-se de modo analogo.
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(i7) Seja d € F(z+). Vamos construir uma sucessdo {zy} a convergir para
T

Seja A = A(z,) = [vci(x*)TLeA(x )

Seja Z € R™(™=™) yma matriz cujas colunas s3o uma base para o espaco
nulo NV(A) de A.

Seja ¢(z) = [C’i(z)]ieA(z*)

Considere-se

[A]m com  m = |A(z)]
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Faca-se

ren=| 7y

Tem-se

R(z4;0) =0 e V,R(z40)= [ ZAT ] ndo singular por construgdo de Z.
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Aplicando-se o teorema da fungdo implicita (TFI) com

{tx}, x>0 e tpx —0

garante-se a existéncia de uma solugdo zj para R(z;t;) =0 com

Verifica-se facilmente que z;, & admissivel.
2k — Tx

Prova-se, ainda, que d = lim
k—4o00 tr

L. Nunes Vicente Teoria da optimizacao nao linear com restricoes 146/303



Exercicio:

e Termine explicitamente a demonstra¢do de (ii) do teorema anterior,

. . . 2k — X
mostrando que z; é admissivel e d = lim ——=.
k=400 T
Sugestgo: Para provar que
. Zf — X
d= lim ==
k—+o00 tE

-1
comece por multiplicar por [ 7T ] e depois mostre que

— t
lim (Z’“ e k d):o
k—+too \ [l2x — 24l [l2k — 24|
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Exemplo:

Z2

I
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Temos

Seja x4, = 0, entdo

Vei(zy) = [ _(1) ] e Veo(r,) = [ ? ]

Assim, temos que A(z,) = {1,2} e a qualificagdo de restri¢des LICQ n&o é
satisfeita.
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Temos ainda,

e = foew [ 3] T ] 20 18] =)
_ {deRzid2=0}

e, por conseguinte, F(xz,) € To(x4).

L. Nunes Vicente Teoria da optimizacao nao linear com restricoes



Uma outra qualificacdo de restricdes importante é

¢i, i€ A(zy) sdo funcdes afim‘

Neste caso prova-se, também, que F(x,) C Tq(xy).

E importante notar que as restricdes de qualificacio ndo sdo condicSes
necessarias para que F(z,) = To(x,).

Veja-se o exemplo seguinte.
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Exemplo:

Q={reR?: 2y < 22 29 > —2?}

T2

I
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Temos

Seja z, = 0, entdo

Ve (z) = [ _(1) ] e Vez) = [ (1] ]
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Assim,

e = foew [ 3] T ] 20 18] =)
_ {deRzid2=0}

Logo, neste exemplo, tem-se

F(zs) = Ta(xy)
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Exercicio:
@ Sob a qualificacdo de restricdes
¢i, 1€ A(zy) sdo funcdes afim,

mostre que F(z.) C To(xy).
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Relativamente as condi¢Bes necessarias de primeira ordem (CN10),
sabemos ja que

Importa agora calcular (F(z,))°. Tal sera conseguido através do conhecido
Lema de Farkas.
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Sejage R"e K ={By+Cw: y > 0} CR". Entio
(i) ou

ge K

(i) ou

JdeR": g¢g'd <0, B'd>0 C'd=0

Notas:
o K & um cone convexo e é fechado.

o O Lema de Farkas & um teorema de alternativa.
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T .
. K={By:y > 0}

~ 4
N .
AN . bo
N bl ‘
~ Y
§
L —— b3
\‘ 1
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Demonstragcdo: Comecemos por mostrar que (i) e (i) ndo podem
acontecer simultaneamente.

Sege K, entdo dy > 0,w: g = By + Cw.

SeddeR": g'd<0, B'd >0, CTd=0, entdo temos

T T T _ (T T TATw > 01
0 >dg=d By+d Cuw (B>Od) y+(C’0d) w > 0!
> >0 =

Logo (i) e (i7) ndo podem acontecer simultaneamente.
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Suponhamos entdo que g € K.
Uma vez que K é fechado e convexo e a funcio
_ 2
f(s)=1ls—4l
é continua e uniformemente convexa, o problema

. 2
min  |s — g

sujeitoa se€ K

tem solug&o e esta é Gnica (8).
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Seja d como na figura

T2 R
. /,’ K:{Byyzo}
g N . ,,/z b2
\\ bl ,
§ N\,
—— U3
‘\ 4o
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Ent&o, temos (pela figura...)

dlg=d"(3—d)y=d"5—|d|* <0

=0 <0

»>

Por outro lado, temos (pela figura...)

d's > 0,Vse K

Logo,

0 < dT(By+C’w), Yy > 0,w
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Fazendo

w=0: (B'd)'y >0, Vy>0 = B'd >0

y=0: (CTd)Tw > 0, Yw — CTd=0

Falta entdo provar que d'§=0ed's > 0, Vs € K.
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Provemos que d' § = 0.

Como § € K e uma vez que K & um cone, entdo as € K Va > 0.

A fungdo h(a) = ||as — g||> tem como minimizante o = 1. Assim,

=0

VAR

W(1)=((28"8)a—29"8)|ae1 =0 <= 3§"5—g'6=0= (3—¢g)"
——"
d

L. Nunes Vicente Teoria da optimizacao nao linear com restricoes 165/303



T2

K={By:y > 0}
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Por altimo provemos, analiticamente, que d's > 0, Vs € K.

Uma vez que K é convexo e § € K, entdo

s+ (1—0)se K V0 e0,1]
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Assim, temos

105 + (1= 0)5 — gl* = |5+ 6(s = 3) = gl* > [I5—g|* VO €[0,1]

Fazendo as contas, vem que
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Sabemos, entdo, que se x, for um minimizante local, temos

—Vf(z.) € (Tazs))®

Desta forma
d"Vf(z,) > 0, Vde F(x)

Recorde-se que

T . _ .
.F(x*):{dE]R": d' Vei(ze) =0, Vieé& }

d"Vei(re) >0, VieZnAlxy)
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Fazendo

B, = (Vci($*))i€IﬁA($*)
Cy = (Vei(zy))ice

vem, pelo Lema de Farkas,

Vfi(zy) € Ki={Bwy+Ciw: y > 0}
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Surgem, assim, desta forma as condicdes necessarias de primeira ordem
(CN1O) para o PNL, também conhecidas por condi¢des de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) de primeira ordem.

Seja

L(xz,\) = Z)‘CZ

1€EUT

a fungdo Lagrangeana associada ao PNL (\ & o vector dos multiplicadores
de Lagrange).

Observe-se que

VoL(z,A) =Vf(z) = Y AVei()

1€EUL
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Teorema
Seja z. € Q.

Sejam f,c; € CY(D), em que x. € D (aberto).
Suponhamos que a qualificacdo de restricées LICQ é satisfeita em x,.

Se x, for um minimizante local, entdo 3\, :

VaeL(zs, A) =0, (dualidade)
ci(xx) =0, Vie & (admissibilidade)
ci(xy) >0, VieTI (admissibilidade)
Af >0, VieZ (ndo negatividade)
Nci(xzy) =0, VieZ (complementaridade)
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Demonstracao: Vimos que

N,ie Alxy) e A > 0,i € TN A(xy)

tais que

Vi)=Y, A\Vei(z)

Defina-se A, do seguinte modo

o=

(3

{ Ai, 1€ .A(.CE*)
0, ¢ Axy)
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Mostremos, agora, que esta escolha de A, satisfaz as CN10O-KKT.

Temos

VoLl(a,A) = V()= > AVei(s.)

1€EUT
= Z A Ve(zy) Z AiVei(zy)
1€EA(Ty) ) i€ A(zy)
~
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Tendo em conta a definicdo de \,, vem

VaL(z, M) =0
dualidade v

Uma vez que z, € €2, vem

ci(ry) = 0, Viel

ci(zy) > 0, Viel
admissibilidade v/
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Temos

N> 0, i€ Alzy) e AN=0,i¢ Azy)

Logo,

> 0,ieT

nido negatividade v/
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Temos,

ci(zs) = 0, Vie Alxy)
AFo= 0, Vid A(xy)

Assim,

Nci(xy) =0,1€T

complementaridade v/
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Exemplo:

min f(x)
zER?
sujeito a In(xz;) —x2 > 0
xI9 Z 0

Temos

Vi (z) = [ 4 ] e Ves(z) = [ H
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Assim, temos

Logo,
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3
Considerando f(z) = % + 2, temos V f(1,0) = [ ’ }

1
Assim,
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Notas:

@ Sob LICQ, A\* é nico.
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@ Quando A\f >0, Vi € ZN A(x,) tem-se complementaridade estrita

Nesse caso (e quando & = (), —V f(z.) esta no interior relativo do
cone normal Nq(z.):

T2

» To(ws)

I
\
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@ Uma outra qualificacdo de restricdes, muito conhecida, é a MFCQ
(Mangasarian-Fromovitz)

Vei(z) w>0, i€ Alz)NT
Jw e R": +
Vei(zy) w=0, i€&

e {Vci(z.), i € £} & linearmente independente.

Pode-se provar que MFCQ é equivalente a

{A«: A satisfaz as CN1O} & limitado.

E 6bvio, entdo, que LICQ = MFCQ.
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Relativamente as condi¢Bes necessarias de segunda ordem (CN20),
interessa-nos essencialmente estudar a curvatura da fun¢do Lagrangeana ao
longo das direccdes de indecis3o, isto &, ao longo das direccBes

v e F(x,) paraasquais Vf(z.) v=0
Como
CN10O
Vi(zs) v = Z AiVei(z,) v

’L’G.A(ﬁ*)

ha que considerar Ve;(z,) v =0, quando i € A(z,) N T e AF > 0.
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Definicio
Considere-se

T . _ g
Fo = facm: TR0 Vs

d"Vei(z) >0, VieInA(x)

Seja A\« um vector de multiplicadores de Lagrange a satisfazer as
KKT-CN10.

O cone de criticalidade (de segunda ordem) é definido por

C(xs, A\) = {v € F(x,): Vei(zy) v =0, Vie A(x,)NT com X' > 0}
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Teorema

Seja x. € 2 um minimizante local, em que a qualificacdo de restricées
LICQ é satisfeita.

Sejam f,c; € C?(D), em que x. € D (aberto).

Seja A\, o vector dos multiplicadores de Lagrange a satisfazer as
KKT-CN1O.

Entio
UTV§wL(IL‘*, AJv >0, Yo € C(zx, As)
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Demonstracdo: Seja v € C(x4, A\s) C F(xy) = Tao(zs)
LICQ

Por definicdo de T (), existe uma sucessdo admissivel {z;} a
aproximar-se de z, e uma sucessdo {t;} em que tx > 0 e t; | 0, tais que

. Zk — Tx
lim — =
k—+o0 tr

Este limite é equivalente a

Zl = Ty + 10 + O(tk)
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Através de um raciocinio, utilizado anteriormente, sabemos que é possivel
escolher {tx} e {zx} tais que

ci(zx) = thci(:r*)Tv, Vi € A(zy)

Assim e tendo em conta a definicdo de funcdo Lagrangeana, temos

L(zi, M) = flz)— > Neilz)

iEA(x*)

= flz)—tr Y. AVeilz) v

= 0 (pois vEC(xx,Ax))

= f(z)
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Por outro lado, aplicando uma expansdo de Taylor, temos
Lz, M) = L@, M) + (26 — 24) T VL (4, Mi)

+5(2k = 22) TV L, M) (2 — ) + o([|2k — 2.[|?)

Pela complementaridade, temos

Lz, M) = fla) = D Neila) = f(a)

Z’GA($*)

=0

Pela dualidade, temos
(2 — 4) "V L(z4,A) =0
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Assim, temos

L(zisA) = Lz, M)+ (2 — @) TV L2y, \y)
———— ———— -
= (1) = () =0

1
5 (2 = 2) Vi L, M) (2 — @) + 0([l2 = 2.]|?)

Consequentemente,

Flk) = F2) + 5 (o = 2) V2L M) (ot = ) + ol — 2. )
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Uma vez que

2 — Ty = v+ O(tk)

vem

(2 = 24) TV, L(@, M) (21 — 74) + 0|25 — 2]1%)

= 20" V2, L(z4, A\)v + 20T V2 Lz, \) tro(ty) +0(t2) + o(t7)
o(t})
= tjv Vi, Lz, A)v +o(t7)
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Assim

1
fzr) = f(z) + §tivTV§xL(az*, v+ o(t7)
Uma vez que f(zx) > f(z.) para k suficientemente grande, entdo

1
St Vi L(ze, AJv+o(t) > 0

Finalmente, dividindo por t% e tomando limites, vem

1
ivTViIL(:U*,)\*)U >0 < v V2 Lz, \)v >0
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Exemplo:

min  —0.1(x; — 4)% + 22

r€R?
sujeitoa a7 +23—-1 > 0
i) Z 0
x2
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Temos £ =0 eZ ={1,2} = A(x.).

—0.2(301 - 4)
219

Vf(:c):[ } vCl(x):[m} e v@(a;):[(l)].

219

VoL(za, \) =0« [0'6]— A [2]— ¥ {0]20

0 ~— — 1
=03 =0

Qualificagdo de restri¢des LICQ v/
Dualidade v/
Complementaridade v/
Admissibilidade v/
N3o negatividade v/
CN10 v
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Temos
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Clzshe) = {deR2: [g]T[j;]zo, [‘”THQ] > o}

= {dE]R2: di1 =0, dy > 0}

Assim, temos
d"V2 Lz, A\)d =1.4d% > 0, Vd € C(z4, \s)

CN20 v
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As condicGes suficientes de segunda ordem (CS20) baseiam-se,
também, no cone C (x4, Ay).

Teorema
Seja x, € Q.

Sejam f,c; € C*(D), em que x. € D (aberto).

Se, para todo o A\, vector de multiplicadores de Lagrange a satisfazer as
KKT-CN10,

w' V2, L(2e, A)w >0 YV € C(x4, As),w # 0

entio

z,. é um minimizante local estrito.
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Demonstragdo: Vamos provar que f(z;) > f(z.) para toda a sucessdo
admissivel {z;} a aproximar-se de z,.

Se considerarmos todas as sucessdes K para as quais

Zl — Tx d

lm —m =
k—+oo ||z — ]|
keK

cobrimos toda a sucessdo {z}.
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No caso em que d € C(z, \s)
(note que d € To(zx) C F(x.) e ndo é preciso qualificagdo de restricdes),

utilizando a condic3o suficiente e a demonstracdo do @ltimo teorema, temos

Flz) > LlzA) = L(m*,)\*)+%(zk—:B*)TV§$L(:U*,)\*)(Z;€—:L‘*)

+o([lar — (%)

1
= f(z) + §”Zk - 33*”2 dTVixL(x*, Ai)d

>0

+o(flar — (%)
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Vejamos que

1

gllek = 2, |2 d" V2, L2, M) d + o[ 21 — 24 ]%) > 0
Sabemos que Ve > 0,

o(llz — 2/*)
Iz — |2

< e para k suf. grande

Assim

—ellze = zul* < olllak — zll?) < ellz — . ?
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1
Fazendo ¢ = ZdTVixL(x*, A« )d, vem

1
— ATV L@ A)d|2 — 2.

IN

oflzr — 2]1?)

IN

1
ZdTVixL(w*, A)d| iz — z)?
Temos, entdo, o limite inferior

1
o[z — 2l?) > —ZdTV§zL(x*,/\*)d]|zk—1‘*||2
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Desta forma,

Uz — 2 l2dTV2, L, A)d + o 2 — . ) >
Yz — 2|24V, Lwa, A)d — Lz — 2.]PdT V2, Lz, A)d > 0

Assim, f(zx) > f(z.) para k suficientemente grande.
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No caso em d & C(z«, \x) ndo pode ser aplicada a condic3o suficiente.

Porém, neste caso, sabemos que

JjeA(z)NT: N >0, Vej(z)'d>0
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Para além disso,

L(zis M) = flz)— > Neilz)

’iEA(Z'*)

IN

f(zr) = Ajej(zr)
=0
= fl2k) = Aj <cj(a:*) + (2 — x*)Tch(x*) +o(|lzx — 33*”2)

lze—e.ll d " V() +o(llzx—al))
N——

>0
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Logo, usando L(zx, Ax) = f(z«) + o(||zx — z«]|) (porqué?),

FGr) = Fl@) + o — 2ol AT Ve (@) + o2k — o)

Pelo mesmo raciocinio utilizado anteriormente, sabemos que

|2k — JU*H)\;dech(x*) +o(||zx — z«||) > 0

e, assim sendo, f(zx) > f(x) para k suficientemente grande.
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Notas:

@ As CS20 n3o necessitam de uma qualificacdo de restricdes.

@ Acha que a demonstracio do dltimo teorema é valida em espacos de
dimens3o infinita (espagos de Hilbert)? Ou seja, € utilizado, mesmo

que implicitamente, algum argumento de compacidade na esfera
unitaria?
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Exemplo:

x2
Retomando o exemplo anterior,

Q Q
min —0.1(wy — 4)2 + 23 /—\
zeR ( 1

Ty =

sujeitoa z¥+a3—1 > 0
1
0

.'17220 \_/

d"V2, L(xs, \)d = 1.4d3 > 0, Vd € C(24, M), d # 0

Logo x, & um minimizante local estrito.

Note-se que ndo ha um minimizante global, pois

lim f(z)=—o0
e

r1—+o0
x2=0
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As condicBes de segunda ordem podem ser apresentadas de uma outra
forma, mais fraca mas mais simples de verificar.

Sob complementaridade estrita, temos que

C(ze, A) = {weR™: Veiz,) w=0,ic Alz,)}
= N(A(z.)), emque A(z,) = [Vci(ﬂf*)T]ieA(m*)

ou, de modo equivalente,
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Deste modo, seja w € C(z«, Ax) € Z uma matriz cujas colunas sdo uma

base para N (A(zy)) = C(zs, \s).

Ent3o temos

w' V2, Lz, \)w =u' (Z"V2, Lz, M) Z)u

onde Z V2 L(x.,\.)Z & Hessiana projectada (ou reduzida) do
Lagrangeano.
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Assim, as CN20 podem ser apresentadas como no seguinte teorema.

Teorema

Seja x, € 2 um minimizante local, em que a qualificacdo de restricGes
LICQ é satisfeita.

Sejam f,c; € C*(D), em que x. € D (aberto).

Seja A\, o vector dos multiplicadores de Lagrange a satisfazer as
KKT-CN1O (com complementaridade estrita).

Seja Z uma matriz cujas colunas sdo uma base para N'(A(z.)).

Ent3o

Z'V2 L(z.,\.)Z é PSD

L. Nunes Vicente Teoria da optimizacao nao linear com restricoes




Por sua vez, as CS20 podem ser apresentadas como no seguinte teorema.

Teorema
Seja x, € Q)

Sejam f,c; € C*(D), em que x. € D (aberto).

Seja satisfeita a complementaridade estrita para todo o vector \, dos
multiplicadores de Lagrange a satisfazer as KKT-CN10.

Seja Z uma matriz cujas colunas sdo uma base para N'(A(z.)).

Se, para todo o A, vector de multiplicadores de Lagrange a satisfazer as
KKT-CN10,
Z'V2 L(x,\)Z é PD

entio

T é um minimizante local estrito.
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Nota:

@ No caso em que é verificada a qualificacdo de restricdes LICQ, Z pode
ser calculada na forma

R
A?;lxm) = Q(nxn) |: 0 :|

(nxm)

R
- [ Ql(nm) Q%x(n—m)) ] [ 0 ]

onde R é uma matriz ndo singular e triangular superior e Q2 = Z.
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Exercicio:
@ Mostre que se (x4, \,) satisfaz as CN10O e

d"V2 L(z,\)d > 0, Vz,deR"

entdo x, € um minimizante global.

Utilizando este resultado, resolva:

Iin fl|2

sujeitoa Az = b emqueb e RP, A€ RP*" e car(4) = p.

min  3z? + 223
zER?
sujeitoa 25— a2 —x9 > 0
—27+9z1 —23 > 0
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Presentation outline

o Métodos numeéricos para optimizacdo n3o linear sem restricées

© Teoria da optimizagdo ndo linear com restricdes

@ Teoria da dualidade

9 Métodos numeéricos para optimizacdo n3o linear com restricdes



Para finalizar a teoria da Optimizac3o ou Programacdo N3o Linear, vamos
estudar a dualidade.

A dualidade pode ser motivada através do seguinte jogo:

+—— O jogador 1 escolhe a estratégia x € X.

—— O jogador 2 escolhe a estratégia y € Y.

Ambos os jogadores actuam de forma racional mas de modo independente
um do outro.

O que um perde € igual ao que o outro ganha (jogo de soma nula).

(Suponhamos que o primeiro perde e o segundo ganha.)
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—— O jogador 1 minimiza em X o pior cenario, dado por

max F(z,y) 9f F,(z) (fungdo primal)
yey

+—— O jogador 2 maximiza em Y o pior cenario, dado por

min F(x,y) 9 Fy(y)  (fungdo dual)
Te

Surgem, assim, os problemas

IM L i F

PRIMA min »(T)

DUAL F
I'Jleax d(y)
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Exemplo:

X =Y ={1,2}, F(i,j) =aij, em que A:{é _3]

PRIMAL mi F(i,j) = min {4,2} =2 (i, =2
Sy o, P = o 142 (=2

DUAL in F(i,f) = L3t =1 (ju=1
oy i G5 = max {1,-3) U =1)
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Teorema (Dualidade Fraca)

Demonstracao:

Faly) = min F(2',y) < F(r,y) < max F(z,y) = Fp(a)
P'eX yey

A dualidade fraca implica:

< min F
mex Fa(y) < min Fy(2)
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Teorema (Dualidade Forte)
F, = min F,
Lo d(y) = min Fp(z)
se e sO se

(x4, yx) € X x Y (ponto de sela) :

F(a:*,y) S F(‘T*ay*) S F(xay*)a V(@'ay) € X X Y
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Exemplo:

No exemplo anterior ndo existe ponto de sela. Porém, se considerarmos

X=Y={12}, F(ij)=aiy, emque A:[(l) —g]'

O ponto (ix,jx) = (2,1) € X XY é ponto de sela.
O zero é o maior na sua linha X.

O zero é o menor na sua coluna Y.
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Neste caso, como

. 1 4
F(i,j) = a;;, em que A:[O _3].

vem que

PRIMAL mi F(i,7) = min {4,0} = 0 (i, =2
Ly o, FI) = oy, 14,0 (=2)

DUAL in F(i,j) = 0,-3} =0 (ju=1
) iy F0) = max 10.73) Ge=1)
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Analisemos, agora, a dualidade (Lagrangeana) em Optimiza¢do N3o Linear,
considerando

min  f(z)

zeR™
sujeitoa € X

ci(r)>0,i€Z

onde se pressupde que X = R".
Sejam
F(z,y) = L(x,A) = f(x) = Y _ Nici(z)

i€

Y={NeR*: x>0
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A func3o primal toma a forma

Ly(z) = sup L(z,\)

A>0
<0
= f() +sup ;(—Ai)w(m)

f(x) se z€Q
a +oo se x¢§2
Logo, o problema primal

géi)r(l L,(z) <= PNL
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Analisemos, agora, o problema dual.

A funcido dual &

La() = inf L(z,)) = a())

e o seu dominio é

D={X: qg(\) > —o0}
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Teorema

q é uma fungdo céncava e D é um conjunto convexo.

Demonstracao:

L(z,ox+ (1 — a)X) = aL(z,\) + (1 — a)L(z, ), Ya € [0,1]

Logo,

glod+(1—a))) > ag(A)+ (1 - a)g(N)
Suponhamos, agora, que 5\,/=\ € D. A desigualdade anterior implica que

glar+ (1= a)X) > —c0
Logo, aA+ (1 —a)X € D.
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Nota:
@ O problema dual

L
g Ll

& sempre convexo.

A dualidade fraca diz-nos que

4N = La(N) < Ly(x), YA> 0.7 € X =R"
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Mas,

f(x) se z€Q

L,(x) =
() +oo se x¢(2

Logo a dualidade fraca em Optimizacdo N3o Linear é dada por

q(A) < f(z), VA>0,2€Q

No caso convexo, é possivel relacionar os multiplicadores de Lagrange com
a solucdo do problema dual.
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Teorema

Sejam f,—c; € CY(R™) fungées convexas em R™.

Entdo qualquer \, com (%, \) a satisfazer as CN10, é uma solugdo
(global!) do problema dual.

Demonstracdo: Observemos que
(i) L(-,\) & convexa, porque:
o L(\N) =f() = Y M)
1€EUT

oM\ >0,i€T

o f(-) e —c;(-) sdo convexas
(i) LX) € CL(RM)
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Logo,

Vo € R": L(z,\) > L(Z,\) + VoL(Z\) (z—2) = L(z,))

Assim, temos

L. Nunes Vicente Teoria da optimizacao nao linear com restricoes



Mas, pela dualidade fraca,

qgA) < f(z), YA>0

Desta forma, A € uma solucdo de sup g(\).
A>0

Vimos, nesta demonstracdo, que em programacdo convexa ocorre dualidade
forte:

a(\) = f(@),

o0 que, alias, mostra que Z & solugdo (global, claro) do primal.

Neste caso diz-se que o gap dual é nulo e que (Z,\) € um ponto de sela
para o par primal-dual (no sentido de minimizar a fun¢do primal e
maximizar a fun¢do dual).
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Analisemos a aplicacdo a Programacdo Linear.

Considere-se o PL

min ¢’z

zeR™
sujeitoa Ax > b

A funcdo Lagrangeana é dada por

L(z,\) =c¢ o — AT (Az — b)
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A funcio dual é

g(A\) = Lg(A\) = xien]l{n{ch — A (Az —b)}

o AT W T T
= xlenﬂ{n{(c ANz} +b' A

bTA se ¢c—ATA=0

—00 caso contrario

Logo, o problema dual & equivalente a
m)?\iX b A
sujeitoa ATA = ¢

A >0
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Prova-se, recorrendo ao resultado anterior, que o dual de um programa
linear, escrito na forma standard ou padrao

T

min c¢'zx
X
sujeitoa Ax = b (P)
z >0
é dado por
max b'\
Y

sujeitoa ATA < ¢ (D)
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Exercicio:

@ Prove que o dual de um programa linear, escrito na forma standard ou

padrdo
min ¢z
xr
sujeitoa Ax = b (P)
r >0
é dado por
max b'\
A

sujeitoa ATA < ¢ (D)
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As CN10-KKT de (P) sdo

ATA+s = ¢
Ax = b

x > 0

s > 0

r's = 0
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Seja («, s, S«) a satisfazer as CN10O-KKT.

Entdo, para qualquer x tal que Az = b, x > 0, temos

c'r = (AT)\* + 5*)T x = b+ SICL‘
> pTA, = (Al'*)T s = a:;r(c — S4)
= cla,

Logo, estas condigBes sdo também suficientes para a optimizagdo (global)
do primal (P).
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Exercicio:

@ Escreva as CN1O-KKT para (D). Verifique que sdo também
suficientes para a optimizagdo (global) de (D).
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Analisemos a aplicacdo a Programacdo Quadratica.

No caso da programac3o quadratica estamos interessados em saber qual o
dual do PQ estritamente convexo

min ¢z + %xTHx
zeR”
sujeitoa Axr > b

em que H é uma matriz simétrica e PD. A funcdo dual é dada por

1
. . T LT N\ T B
zlenfnL(x7)\)_331€nf” {g :1;—}-23: Hx — )\ (Ax b)}
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Como L(-, \) é uma quadratica estritamente convexa, o infimo/minimo é
atingido em
Hr4+g—A"A=0 < z=H'A"Xx-yg)
Assim,
T LT T Lt T T T
g $+§$ Hx— )\ (Ax—b) = 2% Hr+g xz— XN Az+0b' )\

1
= §xTHx + (AT +g)Tz+b"A

1
= §$TH$ +(=Hz) "z 4+b" )

1
= —ixTHw +b'A
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Substituindo, na Gltima expressdo, por

r=H AT -g)

temos

4N = La(A) = —5(ATA—g) THH(ATA — g) 4572

O dual também é, assim, um PQ estritamente convexo.
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No caso, mais geral, em que temos (com H matriz simétrica)

min ng—l—%xTHx
TzeR™
sujeito a a;ra: =1b, t1€€&
alx > b, i€T

(2

As CN10O-KKT s3o dadas por

Hx+g— Z Xia; = 0 (dualidade)
i€A(x)
ajr = b, i€ A) (admissib., complem.)

ajz > b, i€ZL,i¢ A(x) (admissib., complem.)

7

i

v
o

i€ Alx)NZ  (ndo negatividade)
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Teorema

Seja x. € R™ a satisfazer as CN10-KKT, com multiplicadores
Xf, i€ A(zy). Seja H PSD.

Entdo x, é um minimizante global do PQ (ou seja, estas condi¢ées sdo
suficientes para a optimalidade global).

Demonstracdo: Seja z um qualquer ponto admissivel. Temos que

Fla) = Fla) + (@ = w) (oo 4+ g) + 5 (0~ 22) T H(w — 2.)

? e

Porém,

(x—x*) (Hzy +g) = Z)\* Ta:—x* —1—2)\* (r—z) >0

Logo, f(x) > f(.). u
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Quando Z = 0, ocorre um resultado mais forte.

Consideremos, ent3o

min ¢z + a:THas
xeR™

sujeitoa Ax = b

As CN10 s3o dadas por

Ha:*—l—g—AT)\* = 0
Az, = b
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Teorema

Seja x, € R™ a satisfazer as CN10. Seja ZVHZ PSD, em que Z é uma
matriz cujas colunas sdo uma base para N'(A).

Entdo x, é um minimizante global do PQ (ou seja, estas condi¢ées sdo
suficientes para a optimalidade global).

Demonstracdo: Seja = tal que Az — b (admissivel).
Tem-se
f@) = flz)+ (@ —2) " (Hew + g) + 5(x — 2.) " H(z — )
— f) + (-2 (AT)\*Z—i—%(Zu)TH(Zu)

B S~—
=0 >0

Logo, f(x) > f(z«).
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As CN10O podem ser reescritas (mudando A, para —\.), do seguinte modo

P = —
Az, = b
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Teorema

Seja ZTHZ PD, em que Z é uma matriz cujas colunas sdo uma base para

N(A).

Seja car(A) = ndmero de linhas de A.

0]

A chamada matriz KKT

é n3o singular.

Nota:

o Nas condi¢des do altimo teorema, os multiplicadores sdo Gnicos.
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Exercicio:

o Prove o altimo teorema.
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