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Introducao

A programacao de dois niveis constitui actualmente uma das dreas mais importantes da
optimizacao global. Os programas de dois niveis apresentam propriedades especificas, al-
gumas relacionadas com o seu elevado grau de nao convexidade e nao
diferenciabilidade, que fazem com que a sua resolucao seja particularmente dificil mas
em simultaneo um desafio consideravelmente interessante. Além disso, sdo indmeros os
problemas de aplicacao pratica que pela sua estrutura hierdrquica sao formulaveis através

de programas de dois niveis.

A primeira formulacdo de um programa de dois niveis relatada na literatura data
do principio dos anos oitenta, o que mostra que o estudo das suas propriedades e da
sua resolucao é ainda um tépico de investigagao extremamente actual. Talvez por este
motivo ainda nao exista, infelizmente, nenhum livro classico de programagao nao linear
que inclua a programacao de dois niveis como uma das suas areas de estudo. Deste modo,
julgamos ser bastante ttil realizar um trabalho de sintese actualizado sobre programagao
de dois niveis, que permita ao leitor uma réapida familiarizacdo com esta importante area
de investigacao corrente.

Esta dissertacdo inclui ainda duas outras contribuicoes importantes. Assim é intro-
duzida uma técnica para gerar problemas teste de dois niveis que veio preencher uma das
principais lacunas desta area. Esta técnica permite controlar de modo simples diversas
caracteristicas dos problemas gerados e coloca a disposicao dos utilizadores dos cédigos
de resolucdao de programas de dois niveis um vasto conjunto de problemas teste para
comparacao dos respectivos resultados.

Como ultima contribuicao desta tese salientamos o desenvolvimento de algoritmos
para a obtencao de um minimo local de um programa de dois niveis em que o programa
do segundo nivel é quadratico estritamente convexo. Acreditamos que esses processos
podem desempenhar no futuro um papel muito importante no desenvolvimento de um

método eficiente para a resolucao de programas de dois niveis nao lineares.

O trabalho de sintese ¢ realizado ao longo de toda esta tese, mas fundamentalmente

nos capitulos 1, 2 e 3. No capitulo 1 introduzimos o problema, as suas aplicagoes, as suas



classes mais importantes e outros topicos relacionados. As propriedades mais significativas
de um programa de dois niveis, tais como condigoes de existéncia de solugao, formulagoes
alternativas e condicoes necessarias de optimalidade sao abordadas no capitulo 2. Nesse
capitulo sao ainda apresentadas varias relacoes entre alguns programas matematicos e
programas de dois niveis, que realcam a importancia da programacao de dois niveis no
contexto da optimizacao em geral.

A chamada programacao de dois niveis linear tem sido a mais estudada na literatura
e por este motivo na pentltima seccao do capitulo 2 e em todo o capitulo 3 sao abordados
as suas propriedades particulares e os seus métodos de resolucao mais importantes. No
capitulo 4 descrevemos a técnica de geracao de programas de dois niveis referida anterior-
mente, enquanto que no capitulo 5 discutimos as propriedades e algoritmos desenvolvidos

para programacao de dois niveis quadratica.

Para a leitura deste trabalho assume-se como adquiridos conhecimentos bésicos de
algebra linear e andlise, bem como de programacao linear e nao linear. Como notas finais
salientamos o facto de todas as demonstragoes apresentadas neste trabalho serem originais
e de s6 referirmos os nomes dos autores correspondentes a uma dada referéncia quando

for pretendido dar o respectivo destaque.



Capitulo 1

Definicoes e casos particulares.

Um programa de dois niveis esta associado a um modelo envolvendo dois agentes de de-
cisao. O primeiro agente, designado por superior, decide recorrendo ao primeiro conjunto
de varidveis (x), enquanto que o segundo agente, conhecido por inferior, controla o se-
gundo conjunto de varidveis (y). O superior toma uma decisao segundo o seu objectivo.
Dada esta decisdo o inferior reage de acordo com o objectivo que lhe estd associado. A
decisao do superior pode influenciar quer a gama de possibilidades de escolha quer mesmo
o critério de escolha do inferior. Por sua vez esta reaccao do inferior faz com que o su-
perior repense a sua estratégia, tomando novas decisoes. Assim, as decisbes sdo tomadas
de cima para baixo ao longo da cadeia hierdrquica (com apenas dois niveis neste caso),
mas decisdes de niveis inferiores afectam as decisoes de niveis superiores. A figura 1.1
pretende retratar uma possivel interaccao econdémica que pode suceder entre agentes de

decisao superior e inferior.

Sao varias as aplicacgOes reais descritas na literatura que foram modeladas através de

programas de dois niveis. Entre as aplicagoes mais frequentes encontram-se o problema

Decisoes Decisoes Locais

Governamentais Macro (Inddstria, Agricultura)
Econdémicas

Micro Econdmicas

Figura 1.1: Exemplo de decisoes hierarquizadas.



de design de redes vidrias ([BBBL92], [Ma86], [Ma88|, [MaMa92] e [SuKi92]), o problema
da estimac@o da procura também em redes vidrias [FICh91] e o problema de localizagao
espacial de facilidades [MiFrTo92]. Alguns problemas de coordenacao e controlo de energia
eléctrica foram também abordados com o auxilio de programas de dois niveis ([HaLoSa89]
e [HoNe92]). Finalmente, é bastante frequente o recurso a programagao de dois niveis para
modelar problemas de administracao e gestao ([Ba83c|, [DiJe79], [MeMaTa70] e [On92]).

Um programa de dois niveis (PDN), na sua forma mais geral, apresenta a seguinte

formulagao:
ming,  F(x,y) (1.1)
sujeitoa x € X (1.2)
g(x,y) <0 (1.3)
y € argmin{f(z,y) : y €Y, h(z,y) <0} (1.4)

em que X e Y sdo subconjuntos de IR™ e IR™ respectivamente, F' e f sao fungoes reais
tais que F, f : R"™ — 1R, g e h sdo funcdes vectoriais reais tais que g : R*™ — IRP!
eh:R"™ — RP2comnem € Nep eps € NU{0}.

De seguida s@o apresentadas algumas defini¢Ges regularmente utilizadas na literatura
e que permitem uma mais facil caracterizacao das propriedades de um programa de dois
niveis. A primeira definicao caracteriza o primeiro e o segundo niveis de um programa de

dois niveis.

Definigcao 1.1 O problema do primeiro nivel do problema PDN consiste em minimizar
em x e emy a fungio F(x,y) sujeito as restricoes (1.2),(1.3) e (1.4). Este problema
coincide com o problema PDN. O problema de minimiza¢do em y, parametrizado por x,
P(z):

iy f(z,y)

sujeito a h(z,y) <0

€ designado por problema do sequndo nivel em y.

Deste modo, x é designado por vector das varidveis do primeiro nivel e y por vector
das varidveis do sequndo nivel. De igual modo, g(x,y) < 0 e h(z,y) < 0 representam
respectivamente as restrigoes do primeiro e do sequndo nivel. A fun¢ao F(x,y) é chamada
fungao objectivo do primeiro nivel, enquanto que f(x,y) € designada por fun¢ao objectivo

do sequndo nivel.

A segunda defini¢ao pretende classificar conjuntos que desempenham um papel fun-

damental na teoria da programacao de dois niveis. Para o efeito é necessario definir o



problema relaxado associado ao problema PDN. Esta versao relaxada do problema PDN
omite a caracterizacdo do objectivo do segundo nivel. Assim, o problema relaxado PR
reveste a seguinte forma:

ey F:9)
sujeito a g(x,y) <0, h(z,y) <0
Definicao 1.2 Conjunto admissivel do problema relazado PR,
CR={(z,y) € X xY: g(x,y) <0, h(z,y) <0}
Conjunto admissivel do problema do sequndo nivel P(x) para cada x € X,
Clx)={y: yeY, h(z,y) <0}

Congunto de reaccdo do problema do sequndo nivel para cada r € X,

M(z) ={y: y= argmin{f(z,y): y € C(x)}}

Valor éptimo do problema P(z) para cada z € X,
v(x) = min {f(z,y) : y € C(z)}
Conjunto admissivel do problema PDN, também designado por Regido Induzida,
RI ={(z,y): (v,y) € CR, y € M(x)}

Assim, o ponto (z,y%) é uma solucio éptima (minimo) local para o problema PDN
se (¥, y%) € RI e se existir uma vizinhanca V de (2%, y") tal que F(z¥, y*) < F(x,y),
V(@y)evnrr- Do mesmo modo, o ponto (%, y%) é uma solucdo 6ptima (minimo) global
do problema PDN se (z,y%) € RI e F(2%,y%) < F(x,y), Y(z4)err- Se apenas men-
cionarmos o termo solucao 6ptima do problema PDN, referir-nos-emos a solucao éptima

global.

As diferentes classes do problema PDN diferem entre si consoante as diferentes par-
ticularizacoes das fungoes F), f,g e h e dos conjuntos X e Y. Em todas as classes é
usual considerar programas de dois niveis com ou sem restricoes do primeiro nivel. O
problema PDN descreve a primeira situagao. Um programa de dois niveis sem restrigoes

do primeiro nivel (PDN2) pode ser escrito como:
ming , F(z,y)

y € argmin{f(z,y) : y €Y, h(z,y) <0}

A classe de programacao de dois niveis mais frequente da literatura engloba todos os tipos

de programas de dois niveis convexos, que sao definidos a seguir.



Figura 1.2: Regiao Induzida: - - -

Definicao 1.3 Um programa de dois niveis diz-se convexo (PDNC') quando X = R",

Y =1R™ e quando sao convexas em y as fungoes f(x,-) e h(x,-) para todo o z em IR™.

A importancia desta classe advém da possibilidade de substituir o problema do se-
gundo nivel P(z), desde que verificada uma restrigdo de qualificacao adequada [BaSh79]
e que todas as fungoes envolvidas sejam diferenciaveis, pelas suas condi¢Oes necessarias e
suficientes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). A importancia dessa reducao sera discutida

mais adiante.

Os exemplos que sao apresentados de seguida ilustram de forma clara os conjuntos
e problemas anteriormente definidos. Como primeiro exemplo considere-se o seguinte

programa de dois niveis sem restrigoes do primeiro nivel:

min T — 2y
':B’y
sujeitoa  ycargmin{y: —-1<z+y<1, -1<zx—y<1} (1.5)

Na figura 1.2 sao representados graficamente o conjunto admissivel do problema relaxado
correspondente CR = {(z,y) € R?: -1 <z4+y <1, -1 <z —y <1} e a tracejado
a regido induzida RI = {(z,y) € R*: z4+y = —1, -1 <z < 0} U {(x,y) € R? :
r—y=1,0<x <1} do problema (1.5). O ponto (z%,y) = (0,1) é a solucio 6ptima
do problema relaxado (min, ,)ecr* — 2y) enquanto que o ponto (%, y%) = (=1,0) é a

solugao 6ptima do programa de dois niveis (1.5) (min, ,yerr = — 2y).



Figura 1.3: Regiao Induzida: - - -

Se a restrigao y > —% for colocada no primeiro nivel do problema anterior obtém-se o

seguinte programa de dois niveis:

min T —2y
w?y
. . 1
sujeitoa  y > —3 (1.6)

ye€argmin{y: —-1<z+y<1, —-1<z—-y<1}

Para este exemplo o conjunto CR é {(z,y) € R?: y > —%, —-1<z4+y<1 —-1<
z—y < 1} e aregido induzida RI é {(z,y) e R*: z+y=—1, -1 <2 < —3}U{(z,y) €
R2: z—y =1, % < x < 1}. Estes dois conjuntos sdo representados na figura 1.3
onde tal como anteriormente RI é indicada a tracejado. A restricao y > —%, pelo facto
de se encontrar no primeiro nivel do problema (1.6), separa a regido induzida em dois
segmentos de recta disjuntos, transformando-a num conjunto desconexo. As solugdes
6ptimas do problema relaxado, (zf,y), e do préprio problema de dois niveis (1.6),
(a:G, yG), coincidem com as respectivas solucoes éptimas do exemplo anterior.

Os dois exemplos anteriormente apresentados mostram duas caracteristicas que, regra
geral, estdao associadas a programas de dois niveis: a regiao induzida RI é um conjunto

nao convexo que, na presenca de restricoes de primeiro nivel, pode ser desconexo.

Os casos particulares do problema PDNC mais comuns na literatura sao:

e PDNL - programa de dois niveis linear em que todas as fungoes envolvidas sao

lineares (caso dos dois exemplos anteriormente discutidos),

e PDNLQ - programa de dois niveis linear-quadratico em que as fungoes F,g e h
sao lineares mas em que a funcdo objectivo do segundo nivel f é quadritica e

estritamente convexa em v,



e PDNQ - programa de dois niveis quadratico em que a funcao objectivo do primeiro

nivel F' é também quadratica (convexa ou nao).

O grau de dificuldade da resolucao de um programa de dois niveis é facilmente aferido
pela propriedade NP-Dificil [GaJo79] do caso linear ([BeBl90], [HaJaSa92] e [Je85]) e
também do caso linear-quadrético [Ba91]. No capitulo 5 provaremos que a simples veri-

ficacao da optimalidade local de um programa de dois niveis linear é NP-Dificil.

Neste trabalho iremos essencialmente concentrar a nossa atencao nestes trés ultimos
tipos de programas. Contudo outras classes de programas de dois niveis tém vindo a
ser discutidos na literatura. Assim, os conjuntos X e Y de um programa de dois niveis
PDN podem ser definidos como conjuntos inteiros ou inteiros mistos (isto é, com uma
componente inteira e outra continua), classificando o problema PDN como um programa
de dois niveis inteiro ou inteiro misto respectivamente. Existem processos enumerativos
para os casos linear bindrio [BaMo92|, inteiro misto linear [MoBa90] e também para o

caso inteiro misto nao linear [EdBa92].

Outros casos particulares do problema PDN foram ja abordados por alguns autores,
como o caso da programagao de dois niveis geométrica [Se89] ou o caso em que o problema
do segundo nivel é formulado de um modo diferente, como um problema de desigualdades
variacionais [FTCM90]. Também o problema da anélise discriminante foi estudado a luz

da programagao de dois niveis [MaSa91b].

A programacao de dois niveis pode ser encarada como caso particular da programacao
de niveis multiplos [Sa89]. A complexidade destes programas quando o nimero de niveis
é superior a dois aumenta significativamente [B192]. O caso de trés niveis ja mereceu
alguma atencdo na literatura ([Ba84b] e [WeBi86]) enquanto que para um nidmero de
niveis genérico é ainda muito reduzido o leque de investigacao ja realizado ([BaFa82] e
[Be89)).



Capitulo 2

Propriedades e condicoes de
optimalidade.

Este capitulo visa resumir e referir importantes propriedades da programacao de dois
niveis. Em qualquer problema de optimizagao existe a necessidade de definir condigoes
de existéncia de solugao e a programacao de dois niveis nao é excepgao. Deste modo, na
secgao 3.1 sao abordadas tais condigoes e é referido o problema de Stackelberg cuja relacao
com um programa de dois niveis esta dependente da unicidade de solugoes do problema do
segundo nivel. Em seguida sao apresentadas na secgao 2.2 diferentes formulacoes para um
programa de dois niveis. Estas reformulacoes sao utilizadas para desenvolver, de modos
diferentes, métodos de resolucao e condi¢Oes necessarias de optimalidade e revestem uma
papel determinante em programacao de dois niveis. Varias condigoes de optimalidade sao
abordadas na seccao 2.3.

A programacao de dois niveis linear apresenta propriedades proprias e importantes que
sao resumidas na seccao 2.4. Finalmente, as relagoes entre varios programas matemaéticos
e programas de dois niveis sao analisadas na secgao 2.5, comprovando a importancia deste

ultimo problema.

2.1 Condicoes de existéncia de solugao.

As condicoes de existéncia de solucdo de um programa de dois niveis estdo associadas a
caracterizacao da aplicagdo ponto-conjunto M(-) : X C R" — Q(IR™) em que Q(IR™)
representa o conjunto de todos os subconjuntos de IR™.

O teorema seguinte indica uma condigao suficiente para que a aplicacao M (-) seja
univoca (isto é para que M (-) seja uma aplicagao ponto-ponto de IR™ em IR"™), continua e
fechada. No caso em que a aplicacdo M (-) é univoca, M (x) é um conjunto singular para
todo o x e o elemento singular deste conjunto é designado por y(z). Para todo o x € X

é assumido que M (z) # 0.



Teorema 2.1 Se para cada x € X, f e h sdo funcdes duas vezes continuamente
diferencidqveis para todo oy € C(z), [ € estritamente convexa para todo oy em C(x)
e o conjunto C(x) é compacto e convezo, entao M(-) é uma aplicagao univoca, continua
e fechada.

A demonstracao deste teorema encontra-se em [DaFoSh67] (M (-) univoca e continua)
e em [Ho73] (M(-) fechada).

Além disso, é possivel estabelecer condigoes suficientes para a existéncia de solucéo de

um programa de dois niveis:

Teorema 2.2 [EdBa91] Se além de serem vdlidas as hipdteses do teorema anterior, F' é
continua em x e em y e X € um conjunto compacto, entdo existe sempre uma solucao

para o problema PDN2.

A demonstracdo deste teorema baseia-se no facto de F(x,y(x)) ser uma aplicacao
continua em z, uma vez que F' e M também o sd@o. Além disso, o facto de M (-) ser fechada
e X ser compacto implica que a regiao induzida RI também seja compacta [EdBa91]. Ao
minimizarmos uma funcao continua sobre um conjunto compacto estamos a garantir a

existéncia de solugao.

Este resultado é extensivel ao problema PDN se considerarmos compacto o conjunto
definido pelas restrigoes do primeiro nivel {(z,y) : g(z,y) < 0} e se existir pelo menos
um z € X tal que g(z,y(z)) < 0. Outras condigoes alternativas de existéncia de solugdo

foram abordadas em [HaPa88].

Existe outra classe de programas com dois niveis de resolucao, a dos problemas de
Stackelberg [St52], que é muitas vezes confundida com a programagao de dois niveis. No
problema de Stackelberg, o primeiro agente de decisao também influencia as escolhas do
segundo agente de decisdo. A diferenga estd em que as decisdes do agente inferior nao
afectam o critério de escolha do superior e portanto a funcao objectivo do primeiro nivel F’
¢é apenas minimizada nas variaveis x. O problema de Stackelberg pode entao ser formulado

na seguinte forma:

min  F(z.y)
sujeito a zeX
g9(x,y) <0
y € argmin{ f(z,y) : y €Y, h(x,y) <0}

emquez € R" ey € R™.
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Desta forma, os problemas de Stackelberg e os problemas de dois niveis nao podem
ser considerados como equivalentes e o facto de a aplicacgdo M (-) nao ser univoca ainda
acentua mais a diferenca entre os dois problemas. Este trabalho versa somente a classe
de programas de dois niveis. Um resumo dos principais resultados em problemas de

Stackelberg pode ser encontrado em [Sa89].

2.2 Formulagoes alternativas.

As diferentes formulagoes do problema PDN desempenham um papel fundamental no
desenvolvimento de algoritmos de resolucao para programagao de dois niveis. O simples
facto de se utilizar formulagoes distintas pode conduzir a resultados aparentemente nao
semelhantes e a métodos de resolucao totalmente diferentes.

Assim por exemplo, se a aplicagdo M (-) é univoca é possivel reformular o problema
PDN como:

min  Fo,y(@))
sujeitoa  g(z,y(z)) <0 (2.1)
T € C1
em que:
Cy={r e X: JyeY tal que g(z,y) <0}

Por outro lado, se M(-) ndo é univoca entdo podemos escrever:

min  F(z,y)
x?y
sujeito a (z,y) € CR
y € M(z)

onde C'R é o conjunto admissivel do problema relaxado.

Estas duas formulagoes abordam o problema PDN como um programa de um sé nivel
mas em que algumas das fungoes e conjuntos se encontram definidos de modo implicito.
A formulagao (2.1) foi utilizada por alguns autores com o intuito de desenvolver métodos

descendentes para a resolucao de programas de dois niveis ([AiSh81] e [KoLa90]).

Outras formulagoes podem ser consideradas mas para as quais o factor implicito M (z)
é substituido pelos conjuntos C(z) ou por v(x) apresentados na definicao 2.1. A fim de
desenvolver condigoes necessarias de optimalidade para um programa de dois niveis, Bard

[Ba84a] considerou a seguinte formulac¢ao equivalente:
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min F(z,y)

(z,y)EX XY

sujeitoa g(z,y) <0
f(z,y) — f(z,2) <0, paratodooze C(z) (2.2)
h(z,y) <0

em que C(x) é o conjunto admissivel de P(z).
Com o mesmo propésito, Chen e Florian [ChF191] abordaram o problema de dois

niveis PDN da seguinte maneira:

i F
LU (2,9)
sujeito a  g(x,y) <0
f(x,y) —v(x) =0 (2.3)
h(z,y) <0

onde v(x) é o valor 6ptimo do problema do segundo nivel P(z).

O caso convexo apresenta, por natureza prépria, uma formulacao alternativa mais
simples. Assim, se considerarmos vélida uma restrigao de qualificacao [BaSh79] para o
problema P(x) para cada x € R" e se todas as funcoes envolvidas forem diferencidveis, é
possivel rescrever o problema PDNC' do seguinte modo:

min  F(z,y)

Y,
sujeitoa  g(z,y) <0
Vol (@,y) + Vyh(z,y)Ta =0 (2.4)
aTh(z,y) =0
h(z,y) <0, a>0

A equivaléncia entre o problema PDNC' e o problema (2.4) resulta da possibilidade de
se poder substituir o problema do segundo nivel P(z) pelas suas condigoes necessérias e
suficientes de optimalidade. Bi, Calamai e Conn ([BiCaCo89] e [BiCaCo091]) exploraram
esta formulacao para o caso particular do problema PDN2. Com a finalidade de obter
vérias propriedades para o programa em causa, estes autores escreveram o problema
PDNC?2 na forma nao diferenciavel:

min  F(z,y)

Y,
sueito a7, f(2,9) + Tyhz, 9) a
min (a;, —hi(z,y)) =0, i =1,...,p2

I
o

(2.5)
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utilizando para o efeito o operador nao diferencidvel min.

Para uma dada formulacao de um programa de dois niveis, nao é indiferente que um
dado conjunto de restrigoes a(z,y) < 0 se encontre no primeiro ou no segundo nivel. O
teorema seguinte caracteriza a relagao entre o conjunto admissivel do problema PDNC
no caso de tais restrigdes serem introduzidas no primeiro nivel (g(z,y) <0, a(z,y) < 0)
e o conjunto admissivel do mesmo problema PDNC' para o caso de tais restrigdes serem

colocadas no segundo nivel (h(z,y) <0, a(z,y) <0).
Teorema 2.3 Sejam C' e C” dois conjuntos definidos do sequinte modo:
C'={(z,y): 9(z,y) <0, a(z,y) <0, y € argmin{f(z,y) : h(z,y) < 0}}

C" ={(z,y): glx,y) <0, y € argmin{ f(x,y) : h(z,y) <0, a(z,y) <0}}

Se a(z,-), f(x,:) e h(z,-) sdo fungdes convexas e diferencidveis em y para todo o x e
se verificar uma restri¢ao de qualificagao adequada [BaSh79] para o problema do sequndo

nivel, entao C' C C”.
Demonstragao: Seja (z,y) € C’. Entao:

<0 (2.6)

9(7,9) <0, a(z,7)
y): h(z,y) <0} (2.7)

§ € argmin{f(z,)

Atendendo as hipdteses do teorema a condicao (2.7) é equivalente a:

V(& 9) + vh(z,9) a=0 (2.8)
h(z,y) <0, >0 (2.9)
oTh(z,5) =0 (2.10)

Mas, se (2.8), (2.9) e (2.10) se verificarem também sdo vélidas as seguintes condigoes:

Vf(@,9) +vh(z,9) o+ va@ 5T =0
h(z,5) <0, a>0, A>0
a"n(z,5) = Na(z,5) = 0

com A = 0. Estas tultimas condigdes em conjunto com (2.6) permitem concluir que
(z,y) € C". Deste modo, C' é subconjunto de C”. O
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2.3 Condicoes de optimalidade.

A primeira tentativa de estabelecer condigoes necessarias de optimalidade para pro-
gramagcao de dois niveis foi realizada por Bard [Ba84a|. Bard utilizou a formulacao (2.2)
que consiste num programa matematico com um numero infinito e parametrizado de
restrigoes. Assim mostrou que se X = IR", Y = IR™, CR é nao vazio e compacto, M (-)
é uma aplicagdo univoca e F, f e h s@o continuamente diferencidveis, entao (zg, o) é um
minimo local para o problema PDN2 se existirem multiplicadores u € IR”? e v € IR tais

que:

VaF (20, y0) + Vah(zo, yo) u =0 (2.11)
VyF (20, 0) + Vyh(wo, y0) u + v 7y f(0,y0) =0 (2.12)
f(z0,y0) — f(w0,2) <0, para todo oz € C(xo)
u"h(zo,y0) =0
h(xo,90) <0, u> 0,0 >0
No entanto, Clarke e Westerberg [C1We88] apresentam um contra exemplo para estas
condigoes para o qual o gradiente de F' nao se encontra no cone gerado pelos gradientes
das restrigoes activas de h e pelo vector (0,7, f), como seria de esperar de acordo com as

condigoes (2.11) e (2.12). A origem do erro ao estabelecer as falsas condi¢oes necessarias

residiu na forma como o conjunto de restrigoes:
f(z,y) — f(z,2) <0 para todo o z € C(x)

foi considerado para efeito de aplicagao directa das condi¢oes KKT. Bard apenas ponderou
o facto de o numero de restrigoes ser infinito e ignorou a caracteristica paramétrica do
conjunto.

Do decorrido, todos os resultados posteriores de Bard [Ba84a] baseiam-se em pressu-
postos errados. Também os dois algoritmos descritos em [Ba83a| e [Ba83b] e desenvolvidos

para o caso linear e para o caso nao linear respectivamente, estao incorrectos.

Chen e Florian [ChFI191] devenvolveram condigoes necessarias de optimalidade para

programacao de dois niveis a partir da formulacao (2.3), mediante as seguintes hipdteses:
e X e Y conjuntos compactos,
e I' e g continuamente diferencidveis,
e f e h duas vezes continuamente diferenciaveis,

e f localmente Lipschitz.
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As condigoes de optimalidade em causa sdo, sem perda de generalidade, descritas para
a versdo sem restricdes do primeiro nivel PDN2. E de notar que a formulacio (2.3) nao
utiliza as condicoes de KKT do problema do segundo nivel e portanto nem é necessario
assumir qualquer convexidade nem aumentar o niimero de variaveis do problema. Usando

essa formulacao, pode-se estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 2.4 [ChF191] Se (zg,y0) € um minimo local do problema PDN2, existe uma
restri¢io de qualificagdo [BaSh79], [T2(x0,vy0) = {0} e o problema do segundo nivel P(xq)
tem uma solucao optima unica e um unico multiplicador éptimo my, entdo existem o € IR
e 0 € RP? tais que:

Ve F (20, 90) + Vah(wo,30)" (0 — am) = 0

VyF (20, %0) + o7y f(20,90) + Vyh(zo, yo) 0 =0
f(@o,y0) — v(zo) =0,

0" h(zo,y0) =0

h(xo,v0) <0, 6 >0

O conjunto de multiplicadores de segunda ordem H%(wo,yo) estd relacionado com o
problema do segundo nivel P(zg) e a sua definigdo encontra-se detalhadamente exposta
em [Ro84].

Uma vez estabelecidas as condigoes necessarias de optimalidade, é possivel descrever
o cone de direccoes de descida admissiveis para um programa de dois niveis. De facto,
ao aplicarem directamente o Lema de Farkas as condicoes do Teorema 2.4 os autores

concluiram a seguinte propriedade:

Teorema 2.5 Sejam vdlidas as hipdteses do teorema anterior. Se (xg,yo) € um minimo
local do problema PDN?2, entao nao existe solugcdo para o sequinte sistema de

desigualdades em z e w:

(z,w)" 7 F(x0,50) <0

w7y f (20, y0) <0

21 hi(zo, yo) = 0, i € (w0, yo)
w’ 7y hi(zo,50) < 0, i € I(xo, yo)

com z € R", w e R™ e I(xo,yo) o conjunto de indices das restrigoes activas do sequndo

nivel em (xo,yo).

Um programa de dois niveis convexo sem restricbes do primeiro nivel PDNC2
apresenta, no caso de ser sempre valida uma restricao de qualificagdo para o problema

do segundo nivel, condigbes de optimalidade consideravelmente mais simples. Chen e
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Florian concluiram, sob as hipéteses do teorema 2.4, que se (g, %p) ¢ um minimo local
do problema PDNC?2 entao existem o € R, 6 e 7 € IR™ tais que:

VF (w0, y0) + (0, y0) (0 — am) =0
0" h(wo, yo) = 7" h(xo,yo) = 0
h(x07 yO) S 07 97 7T Z 0

De igual modo, se (zp,yp) é um minimo local do problema PDN2, entdao o seguinte

sistema de desigualdades:

u" 7 F(z0,y0) <0
uT \V4 hi($07y0) = 07 1€ I<$07y0)

nao tem solucdo em u € IR,

Dempe [De92] desenvolveu também, através de conceitos de optimiza¢do nao
diferencidvel, condicOes necessarias de optimalidade para programacdo de dois niveis.
Ambas as abordagens falham na tentativa de estabelecer condigoes necessarias de opti-
malidade faceis de aplicar do ponto de vista pratico. De facto, as restri¢oes de qualificagao
sao dificilmente verificadveis quando particularizadas as classes mais conhecidas (linear e

quadratica) da programacgao de dois niveis.

Gauvin e Savard [GaSa91] desenvolveram condigoes necessirias de optimalidade de

utilizagdo mais imediata e dirigidas a seguinte versao de um programa de dois niveis:

min  F(z,y)
x?y
sujeitoa  y € argmin{f(x,y): h(z,y) <0} (2.13)

Para isso consideraram as seguintes hipdteses:
(i) M(-) é uma aplicagao univoca,
(ii) Para cada ponto (x,y(z)) € RI:

(a) os gradientes das restrigoes activas em (x, y(x)) sao linearmente independentes,

(b) é valida uma condigao suficiente de optimalidade para o problema P(x) [GaSa91].

O seguinte teorema resume as condi¢oes de optimalidade referidas.

Teorema 2.6 [GaSa9l] Sejam vdlidas as hipdteses (i) e (ii). Se (z,y(z)) € RI € um

optimo local do problema (2.13) entdo é nao negativo o valor éptimo do programa de dois
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niveis linear-quadrdtico em z e w, PDNLQ(x):
min Vo F(2,y(2)" 2 + vy Fa,y(@) w
sujeito o w € argmin{(z,w)” v%%y) L(z,y(x); Mx))(z,w) :
Vahi(z,y(@) 2 + yhi(e,y(@)Tw <0, i € I(z)

[~ Vo Lz, y(2), @) + Vaf (@,y(@))]" 2 + Ty f (@, y(2))"w = 0}

em que z € R", we R™, I(x) ={i € {1,...,p2} : hi(z,y(x)) =0} e L(z,y(z); \(z)) =
F(@,y) + Xici(z) Aihi(z,y), com X, i € I(x) os correspondentes multiplicadores dptimos
de P(x).

Além disso, se o valor 6ptimo do programa PDNLQ(x) é negativo, entdo a
correspondente solucdo 6ptima (z*,w*) representa a direccdo de descida maxima em
(z,y(z)). Assim, da resolugdo do programa PDNLQ(z) obtém-se ou um ponto esta-
cionério (na maior parte das vezes minimo local) ou uma direc¢ao de descida. Essa pro-
priedade serd explorada devidamente no desenvolvimento de um algoritmo descendente

para programacao de dois niveis quadratica. Esse assunto sé serd discutido no capitulo 5.

2.4 Propriedades particulares do caso linear.
Um programa de dois niveis linear PDN L é usualmente formulado do seguinte modo:

min  claz+dly
I7y

sujeito a Az + By < by (2.14)
>0 (2.15)
y € argmin{dgy : Ao + Boy < by, y > 0}

em que ¢; € R, dy,do € R™, A; € RV*" Ay € R2*", B; € RMW*™, By € R2X™ by ¢
R e by € R, com Iy, I5 > 0.

Tal como anteriormente, notaremos por PDNL2 o programa de dois niveis linear
sem as restri¢goes do primeiro nivel (2.14). As restrigdes de nao negatividade (2.15) sao
consideradas incluidas no problema PDN L2 caso nada seja dito em contrédrio. A presenga
do termo linear em x na funcao objectivo do segundo nivel nao afecta a caracterizacao da
regiao induzida. Assim, esta formulacdo padrao inclui somente termos lineares em y na

referida fungao objectivo.

E possivel para este caso particular da programacao de dois niveis caracterizar a
solucao Optima sob condigOes relativamente fracas. O resultado que se apresenta de

seguida foi estabelecido em primeiro lugar (para o problema PDNL2) por Candler e
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Townsley [CaTo82] sob o pressuposto de M (-) ser uma aplica¢do univoca e depois por

Bialas e Karwan [BiKa84] para o caso de o conjunto C'R ser limitado.

Teorema 2.7 [Sa89] Se existir uma solugao dptima finita para o problema PDN L entdo
pelo menos uma solucdo optima € atingida num ponto extremo do conjunto admissivel do

problema relaxado PR.

O interesse deste resultado reside no facto de ser garantida a obtengao de um minimo
global a todos os algoritmos que apenas percorrerem os pontos extremos do conjunto
poliédrico C'R.

As demonstragoes desta propriedade descritas em [CaTo82] e em [BiKa84] para a
versao sem restrigoes do primeiro nivel do Teorema 2.7 incluem algumas propriedades
interessantes do problema PDNL2. A primeira baseia-se na definicdo de uma versao
particular do problema relaxado PR. Dada uma base éptima H para o problema do
segundo nivel P(z), esta versao (PR(H)) reveste a seguinte forma:

min x4 dlyy
T, YH

sujeito a Aox + Hyy < by (2.16)

em que o vector yg engloba somente as varidveis do vector y referentes a base H. Como
(x,y(z)) verifica as restrigdes (2.16) e (2.17) este problema é sempre admissivel. Seja
(z*, y}3;) a solugdo éptima do problema PR(H). E importante realar que a base H con-
tinua a ser 6ptima para o problema do segundo nivel P(z*) pois, por um lado ao verificar
(2.16) e (2.17) a sua admissibilidade mantém-se e por outro os seus custos reduzidos nao
sofrem qualquer tipo de alteracao.

O teorema seguinte caracteriza a relagao entre o problema PR(+) e o problema PDN L2
e permite concluir, sob determinadas condigoes, que pelo menos uma solucao 6ptima do

problema PDN L2 é ponto extremo do conjunto CR.

Teorema 2.8 [CaTo82] Se o problema PDNL2 tem solugdo dptima finita e a aplicagdo
M(-) é univoca, entdo existe uma base dptima H para o problema do sequndo nivel tal

que a solugdo optima do problema PR(H) € solugdo dptima do problema PDN L2.
A demontragao de Bialas e Karwan tem por base o seguinte resultado:

Teorema 2.9 [BiKa84| Seja CR um conjunto limitado e zi, ..., 2, quaisquer pontos de
CR. Sez=>7_ 1Nz €Rl emqued; N\=1 N\>0,i=1,...r entdo z; € RI, i =

1,...,7.
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Este resultado atribui de certo modo um relativo grau de convexidade a regiao in-
duzida RI. Com efeito, pontos do conjunto C'R de admissibilidade do problema relaxado
cuja combinacao convexa pertenca a regiao induzida, também pertencem a regiao in-
duzida. Esta propriedade pode ser utilizada para garantir que, de um ponto nao extremo
do conjunto C'R pertencente a regiao induzida é sempre possivel realizar-se um desloca-
mento directo (unidireccional) para um ponto extremo de C'R ainda pertencente a regiao

induzida. Tal assunto serd discutido no capitulo 5.

Bard [Ba84a| provou de forma diferente de qualquer dos autores jé referidos o mesmo
resultado 2.7 para programas de dois niveis sem restrigoes do primeiro nivel. Assim, sob
a hipdtese de C'R ser um conjunto limitado, o autor provou que a regiao induzida do
problema PDNL2 é um conjunto construido a custa de uma func¢ao linear em maddulos

(piecewise linear), isto é que:

RI = {(x,y) € CR: v(z) — (T2 + dTy) =0}

em que v(r) = maXje(y,. p} uf(bg — Apx), com uj, j =1,...,p vértices do programa dual

do problema do segundo nivel, é uma funcao linear em moédulos.

2.5 Relagoes com outros programas matematicos.

Nesta seccao mostraremos que a programagcao de dois niveis tem importantes relacdes com
alguns problemas de optimizagao conhecidos, nomeadamente a programagao quadrética,

a programacao linear inteira, os problemas min-max e a optimizacao multi-critério.
Programacao quadratica e programacao linear inteira.

Qualquer programa bilinear [Ko76al:

min Tz +2TQy+ sy
x7y
sujeito a Ar <b, x>0

Cy<d,y=>0

é redutivel a um caso particular de um programa de dois nivel linear [GaUl77].

Konno [Ko76b] provou que um programa quadratico concavo é equivalente a um pro-
grama bilinear e Raghavachari [Ra69] estabeleceu que a programagao linear inteira é um
caso particular da programacao concava. Assim, é possivel reduzir programas quadraticos
concavos e programas lineares inteiros a problemas de programacao de dois niveis linear.

Este resultado anteriormente mencionado é extensivel a qualquer programa quadratico,

bilinear ou nao bilinear. O teorema seguinte formaliza este resultado.
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Teorema 2.10 Qualquer programa quadrdtico € formuldvel como um programa de dois
nivel bilinear-bilinear, ou seja wm programa de dois niveis em que todas as funcoes en-

volvidas sdo lineares a excepgdo das fungoes objectivo que sdo bilineares.

Demonstragao: Considere-se o seguinte programa quadratico:

min 2TQz
z

sujeito a Az <b

z2>0

Ao introduzir a mudanca de varidvel Q7 z = ¢, reformula-se o problema do seguinte modo:

min tT>
z,t
sujeito a Az <b
Qfz =t
z>0

Usando a teoria da dualidade linear, o programa anterior é equivalente a:

min max blu+tTw
t,u,v u,v

ATu+Qu>t, u>0

Rescrevendo a anterior formulagdao obtemos o seguinte programa de dois niveis bilinear-
-bilinear:

min blu+tTw
t,u,v

sujeito a u, v € argmax {bTu +tTo: ATu+Qu>t, u> 0} O

Note-se que apesar da funcao objectivo do segundo nivel ser nao linear, ela é linear

nas variaveis do segundo nivel, condicao suficiente para que neste caso o problema do
segundo nivel P(t) seja convexo.

Problema min-max.

Uma classe de programas matematicos redutivel a programagao de dois niveis é o

problema min-max (ou max-min) [Fa72], que normalmente é definido como:

min max lr+dy
Ty
sujeito a Ax+ By <b

z,y=>0
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Como j& foi referido por varios autores ([ChF191] e [HaJaSa92]) este programa é

equivalente ao seguinte programa de dois niveis linear:

min e+dy
x}y

sujeito a gy € argmin{—c'z —dTy: Az + By <b, z,y > 0}

Deste modo, um programa min-max é um caso particular da programacao de dois

niveis linear.
Optimizagao multi-objectivo.

A existéncia de duas funcgoes objectivo num programa de dois niveis levou vérios
investigadores a estudar a relacdo entre um programa de dois niveis e um programa
de dois objectivos (ou critérios). O programa de dois critérios PDC, associado a um

programa de dois niveis linear sem restrigdbes no primeiro nivel, é formulavel como:
min (cFe+dly,dLy)
sujeito a Asx + Boy < b

z,y >0

O objectivo associado a um programa deste tipo é calcular as solugoes ditas eficientes.

Um ponto (z,y) diz-se eficiente quando é admissivel, isto é satisfaz:
Agx + Boy < bg, w,y >0
e nao existe nenhum outro ponto admissivel (z,y) para o qual:

derdly<cz+dly (2.18)
djy < djy (2.19)

com pelo menos uma das desigualdades (2.18) e (2.19) a ser verificada de um modo estrito.

O seguinte teorema expde um resultado classico de caracterizacao de solucoes eficientes
do problema PDC.

Teorema 2.11 [Ze82] Um ponto (Z,y) € eficiente para o problema PDC' se e sd se existir

um A € (0,1) para o qual (Z,y) € solugdo optima do sequinte programa linear:

min Mctz +dly) + (1 - N)diy
sujeito a Asx + Boy < by (2.20)

z,y >0
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A partir desta caracterizacdo necessaria e suficiente de eficiéncia e das condigoes
necessarias de optimalidade para programagao de dois niveis descritas na secgao 2.3, Bard
[Ba84a] estabeleceu, erradamente, que toda a solugao 6ptima de um problema PDN L2
era eficiente. De facto, as condigbes de optimalidade do problema (2.20) com A = Flv Sao0
idénticas as condicoes de optimalidade apresentadas por Bard para o problema PDN L2.
No entanto, pelo facto de tais condicoes estarem incorrectas, o resultado proposto por
Bard esté errado. Unlii [Un87] corrigiu o resultado de Bard e apresentou um algoritmo
de resolucao baseado em técnicas de multi-critério. Porém, Unli apenas se apercebeu
que o resultado de Bard estava errado para problemas PDN L2 em que a solugao 6ptima
coincide com a solugdo éptima do problema relaxado PR. Assim também o resultado e o
algoritmo de Unlii estao incorrectos.

Sao varios os contra exemplos apresentados na literatura que mostram que a solucao
6ptima de um programa de dois niveis nao ¢é eficiente ([Ca88], [CIWe88], [HaSaWh90] e
[Ma88]). Wen e Hsu [WeHs89] afirmaram que d? ds < 0 é uma condigdo suficiente para
que a solucao éptima do problema PDN L2 seja eficiente. Marcotte e Savard [MaSa91a]
apresentam um contra exemplo para comprovar a incorreccao deste resultado. Este con-
tra exemplo é tri-dimensional mas pode ser reduzido ao caso bi-dimensional. De facto,

considere-se o seguinte programa de dois niveis com duas varidveis:

min T+ 2y
m7y
sujeitoa  x <1 (2.21)

y € argmin{—y: z+y <2 y>0}

Figura 2.1: Regiao Induzida: - - -

O conjunto admissivel CR = {(z,y) € R?: z+y <2, 2 <1, y > 0} do problema
relaxado PR e a regido induzida RI = {(z,y) € R?: 2 +y =2, 0 < 2 < 1} do problema

(2.21) encontram-se representados na figura 2.1.
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A solucdo éptima do problema (2.21), (z%,3%) = (1,1), ndo é eficiente para o

problema:
min (x + 2y, —y)
sujeitoa  zxz+y<2, <1, y>0 (2.22)
e no entanto dfds = 2.(—1) = —2 < 0. De facto, o ponto admissivel do problema
(2.22), (z,y) = (0.5,1.1), tem valores objectivos para o primeiro e para o segundo
nivel, F(z,y) = 2.7 e f(z,y) = —1.1, que sdo respectivamente inferiores aos valores
F(z%,y%) =3 e f(z%,y%) = —1, correspondentes & solucdo éptima do programa de dois

niveis (2.21).
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Capitulo 3

Métodos de resolucao para
programacao de dois niveis linear.

O critério de classificagao seguido neste capitulo para agrupar, em diferentes categorias,
os métodos de resolucao para programacao de dois niveis linear é semelhante aos propos-
tos por Kolstad [Ko85] e por Savard [Sa89]. Deste modo, abordaremos os métodos de
enumeragao de pontos extremos, os métodos baseados nas condigoes de optimalidade, os
algoritmos tipo Branch and Bound e ainda os métodos de penalidades. Existem porém
metodologias que se enquadram em mais do que uma classe. Tais casos sao devidamente
assinalados. Entre os métodos baseados nas condigoes de optimalidade damos especial
destaque ao método sequencial LC'P uma vez que é apresentado, no capitulo seguinte,
um estudo computacional com o referido processo.

Todos os métodos descritos nas secgoes 3.1, 3.2 e 3.3 determinam um minimo global
de um programa de dois niveis linear, ao contrario dos considerados na secgao 3.4 que
apenas garantem a obtencao de um minimo local.

Na ultima seccao deste capitulo é discutida a extensao dos métodos expostos nas
secgoes 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 para programas de dois niveis lineares-quadraticos. Nessa
seccao é ainda estudada a validade para programagcao de dois niveis linear-quadratica das

propriedades introduzidas na seccao 2.4 para programas de dois niveis lineares.

3.1 Meétodos de enumeracao de pontos extremos.

Os algoritmos descritos nesta seccao exploram de um modo enumerativo os pontos ex-
tremos do conjunto admissivel do problema relaxado PR. Os métodos descritos sao
devidos a Candler e Townsley [CaTo82] e a Bialas e Karwan [BiKa84] e diferem entre si
na ordem pela qual percorrem os pontos extremos de C'R. Outras possiveis abordagens

sao consideradas em Dempe [De87], Papavassilopoulos [Pa82] e Tuy [Tu90].
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Algoritmo Candler e Townsley.

Este algoritmo é apenas aplicdvel a programas de dois niveis lineares sem restrigoes
do primeiro nivel e que verifiquem as hipoteses do Teorema 2.8. A ideia chave subjacente
ao método é construir uma sucessao de bases Hi, ..., Hy, ... Optimas para o problema do
segundo nivel, resolvendo em cada iteracao a versao modificada do problema relaxado,
PR(Hy). O Teorema 2.7 garante que o algoritmo obtém um minimo global num ndmero
finito de iteragoes, pois é finito o nimero possivel de bases a considerar.

Com o intuito de reduzir o leque de bases a escolher em cada iteracao, os autores

estabeleceram o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Se W; e W; sdo bases dptimas dos problemas PR(H;) e PR(H;) respecti-
vamente e se o valor dptimo do problema PR(H; ) é menor que o valor dptimo do problema
PR(H;), entao a base H; contém pelo menos uma coluna de custo reduzido positivo do

problema PR(H;), relativamente a sua base dptima W;.

O algoritmo explora esta e outras técnicas a fim de reduzir o leque de bases selec-
cionaveis. Os autores nao apresentam qualquer tipo de experiéncia computacional. No
entanto, em [Ba83a| foi realizada uma série de testes comparativos com problemas de
pequena-média dimensao (n +m = 50 e lp = 25 no méximo) que revelaram um fraco
comportamento do algoritmo. Os elevados tempos de execucao obtidos estao directa-
mente relacionados com o grande numero de bases que o algoritmo tem necessidade de

explorar.

Bialas e Karwan [BiKa84]| também descrevem um procedimento de enumeragao de
bases éptimas do problema do segundo nivel. No entanto, este procedimento garante
apenas a obtencao de um minimo local e apenas acede a uma familia restrita de bases via
pivotagoes duais degeneradas. A sua aplicabilidade estd por isso restringida ao objectivo

de obter boas solugoes iniciais para outras metodologias.
Algoritmo k-best de Bialas e Karwan.

Bialas e Karwan [BiKa84] desenvolveram outro método enumerativo de pontos ex-
tremos para o problema PDNL2. A aplicacdo deste método estd condicionada aos casos
em que C'R é limitado e M(-) é uma aplicacao univoca. A principal diferenga em relagao
ao método de Candler e Townsley consiste no tipo de bases a enumerar. Este método
enumera as bases do problema relaxado PR em vez das bases do problema do segundo
nivel. O teorema 2.7 garante que o algoritmo determina um minimo global do problema

num numero finito de iteragoes, uma vez que € finito o niimero de bases a explorar.
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O algoritmo comega por determinar a solu¢ao 6ptima (z1,y1) do problema relaxado
PR. Em cada iteracdo i, i > 1, é determinado um novo ponto extremo (x;y1,¥i+1)
do problema relaxado tal que ¢f zj11 + df yi+1 < ¢f 2, + d{y;. O novo ponto extremo
(it1,Yit1) € determinado a partir de pontos extremos adjacentes aos pontos extremos
até entao calculados (xj,y;), j = 1,...,4. O algoritmo termina quando é encontrado o

primeiro ponto extremo (x,yx) que pertenga a regiao induzida.

Os testes computacionais realizados pelos autores para problemas de pequena-média
dimensao (n +m = 90 e l; = 36 no maximo), revelaram que a eficiéncia do algoritmo
esta relacionada com a diferenca entre o valor éptimo do problema PDNL2 e o valor
optimo do problema relaxado PR. Além disso, problemas de média e grande dimensao
criam sérios obstdculos a implementacao do algoritmo, pois torna-se computacionalmente

insustentavel registar todas as bases adjacentes ainda por explorar.

3.2 Meétodos baseados nas condicoes de optimalidade.

Um programa de dois niveis linear é um caso particular de um programa de dois niveis
convexo. Deste modo, é possivel substituir o problema do segundo nivel pelas respectivas
condigoes KKT e escrever o problema PDN L como um programa linear de um sé nivel
mas com restrigoes de complementaridade. Esse problema é normalmente denotado por

MLCP (minimum linear complementarity problem) e tem a forma:

min  clz+dly

sujeito a Ajx+ Biy < by

~Biv+ B =dy (3.1)
Aox + Boy + o = by (3.2)
aly=p"y=0 (3.3)
,y, 0, 3,7 >0

Os métodos apresentados nesta seccao para a resolucao de programas de dois niveis
lineares tém por base a formulacao M LCP. A ideia chave comum a todos esses processos
consiste em explorar as restri¢cdes de complementaridade a’y = 7y = 0. Ao contrério
dos métodos descritos na seccao anterior, os algoritmos apresentados nesta seccao sao
aplicaveis a problemas de dois niveis com ou sem restri¢oes do primeiro nivel e nao re-
querem, regra geral, quaisquer hipdteses suplementares. Assim abordaremos os métodos
de Fortuny e McCarl [FoMc81] e de Bard e Falk [BaFa82] e ainda o método sequencial
LCP ([BiKaSh80], [JuFa88] e [JuFa92a]).

26



Abordagem de Fortuny e McCarl.

Estes autores reformularam o problema linear com restricoes de complementaridade

M LCP no seguinte programa linear inteiro misto:

min  clz+dly
sujeito a Ajx + Biy < by
~Biy+f=ds
Aoz + Boy + o = b
a< M y<M(1-¢)
B<Mn, y<M(l-n)

z,y,a,B,7>0
&ef0,1},i=1,...,1l
nj € {0, 1}, j = 1, ey M

em que M é um nimero suficientemente grande e em que as varidveis &; e 1; ao tomarem
valores binarios simulam as respectivas restricoes de complementaridade a;v; = 0 e
Bjy; = 0, existentes no problema MLCP.

Fortuny e McCarl nao apresentam quaisquer resultados computacionais que compro-
vem a eficiéncia desta abordagem. E no entanto do conhecimento geral que os métodos
de resolucao de programas lineares inteiros ou inteiros mistos apresentam, regra geral,
tempos de resolucao computacional que crescem de forma exponencial com o aumento da
dimensao dos problemas.

Onal [On92] realizou testes computacionais com esta metodologia mas os resultados
nao sao animadores. Com efeito na maior parte dos casos apenas se assegurou a deter-

minacao de minimos locais.
Abordagem de Bard e Falk.

Este processo de resolucao consiste em transformar o problema PDNL2 num pro-
grama com variaveis separaveis. Introduzindo as variaveis z e w, podemos substituir as

restrigoes (3.2) e (3.3) pelas seguintes restrigoes separaveis:

l2

Z(min((), zi)+7)=0 (3.4)
i=1

> " (min(0, w;) + 3;) =0 (3.5)

=1
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by — Agx — By — 7 =2
y—B=w

O programa resultante é separdvel e, apesar da nao diferenciabilidade das restricoes
(3.4) e (3.5), permite a aplicagao de um algoritmo para programas separdveis nao convexos
desenvolvido por Falk [Fa72]. Este algoritmo utiliza um processo tipo Branch and Bound
e envolve a particao do dominio de admissibidade. Os autores resolveram pequenos exem-
plos (n +m =5 e la = 3 no maximo) salientando o bom comportamento do método. No
entanto, Bard [Ba83a] confirmou, como seria de esperar, a convergéncia lenta do método
para problemas de pequena-média dimensao (n+m = 50 e [y = 25 no méximo). A causa
directa desse comportamento é o elevado niimero de nés a explorar pelo processo Branch
and Bound.

Método sequencial LCP.

A utilizacao de esquemas sequenciais para a resolucao de programas de dois niveis foi
abordada pela primeira vez por Bialas, Karwan e Shaw [BiKaSh80]. O método sequencial
proposto resolve em cada iteracdo k o seguinte problema linear complementar, LC P(k)

(linear complementarity problem):

Avx + By < by
—BJy+ 0 =ds
Aox + Boy + o = by
o+ dfy <M\
afy ="y =0
xayaa’ﬁv’yzo

A solugao deste problema, (zx, yx), pertence a regiao induzida do problema PDNL e tem
valor objectivo para o primeiro nivel, ¢! x, 4 df yp,, inferior ou igual a A. O objectivo do
método é resolver iterativamente uma sucessao de problemas LC P(k) correspondentes a
uma sucessao decrescente de parametros Ax que sao actualizados de iteracao em iteracao.
O método termina, ao ser encontrado o primeiro LC'P(k) que ndo tenha solu¢do. Os

passos deste algoritmo sao descritos do seguinte modo:

passo 0 - Seja A\g um limite superior para clz +diye k=0,
passo 1 - Resolver o problema LCP(k). Se este problema nao tiver solucdo ir para 3.

Caso contrario seja (xg, yx) a solugdo e ir para 2,
passo 2 - Fazer \py1 = cl o + d¥yp — p(cF op +dTy), k =k + 1 eir para 1,

passo 3 - (Ty_1,Yr_1) 6 solucio e-6ptima para o problema PDNL com € = p(clap_1 +
di yr—1).

Nesse processo p é um parametro positivo de valor previamente estabelecido. Além disso,
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as restrigoes —B;‘F v 4+ 8 = dy podem ser substituidas por:
vH — BIv 4+ 8 =d,

com H matriz positiva definida e v escalar positivo de valor reduzido. Esta substituicao
tem por objectivo aumentar a estabilidade numérica do processo. Escolhas de H = I e
de v entre 1072 e 10~ sdo sugeridas em [BiKa84].

Ao contrario dos processos anteriormente descritos, o algoritmo apenas garante a
obtenc¢ao de uma solucao e-global. No entanto para a maioria dos problemas praticos tal
solugao ¢ de facto global [JuFa92a).

Bialas, Karwan e Shaw sugeriram um esquema simplex modificado para resolver o
problema LC P(k) para o caso particular em que d' < 0. Este esquema foi originalmente
proposto por Wolfe [Wo59] para a resolucao de programas quadraticos convexos e con-
siste em usar uma forma modificada do método simplex em que nao é autorizada que
varidaveis complementares entre si sejam simultaneamente bésicas. No entanto ao uti-
lizar este procedimento, o método sequencial anteriormente descrito nao converge para
a solucao 6ptima do problema PDN L. Exemplos demonstrativos deste facto foram ja
documentados na literatura por Ben-Ayed e Blair [BeB190] e Judice e Faustino [JuFa88]. A
razao para esta divergéncia relaciona-se com a existéncia de variaveis nao complementares
no problema LCP(k).

O método sequencial LC P tem por base o esquema sequencial anteriormente apresen-
tado, sendo cada LCP(k) resolvido por um processo enumerativo hibrido desenvolvido
por Judice e Faustino ([JuFa88] e [JuFa92a]).

O método enumerativo consiste em resolver o problema LCP(k) através de um es-
quema enumerativo em arvore binaria. Para o efeito o problema LCP(k) é reformulado

na seguinte forma:
w=q+ Mz (3.6)
w,z >0 (3.7)

wiz; =0, 1=1,....00+m

0 —BQ —AQ (0% ~ b2

| BT 0 0 | B B | ds

em que M = 0 —B, —A yw= | o | 2= i eq= by
0 —d{ —C{ Vo Ak

Em cada ramificacao da arvore binaria sao fizas a nivel zero pares de variaveis com-
plementares entre si. A figura 3.1 pretende exemplificar uma situagéo deste tipo.
O n6 raiz da arvore esta associado a um ponto que satisfaz (3.6) e (3.7). Este ponto

inicial é normalmente determinado por uma modificacao da fase 1 do método simplex que
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ZiZO U)Z':O

Figura 3.1: Exemplo de uma &arvore binaria do método enumerativo.

consiste em minimizar uma variavel artificial ndo negativa zy no conjunto de restrigoes:
w=q+pz+ Mz, w,z>0

em que o vector p tem componentes nao negativas e p; > 0 para todo o ¢ tal que
q¢; < 0. Este processo de minimizacao tem por objectivo trazer a variavel zy a nivel
zero tentando manter, tanto quanto possivel, pares de varidveis entre si complementares
nao simultaneamente basicas. Eventualmente uma solugao complementar para o problema
LCP(k) pode ser atingida.

Em [Faus92] é sugerido um processo para a obtencao de um ponto admissivel de
CR. Nesse processo (designado pelo autor por START) considera-se o seguinte problema
bilinear que como veremos na seccao 3.4 se pode associar ao conjunto de restricoes do
MLCP:

T
C1 T | T T x
di + do ly] bpw+w [A2 O}ly]

sujeito a Aox + Boy < ba, x,y >0

min

BQTdeg, w >0

Esse programa é resolvido através de um algoritmo apresentado em [Ko76a] para a
resolucdo de programas bilineares. Assim este método procura minimizar simultanea-
mente a funcao do primeiro nivel e a gap dual do problema do segundo nivel. Note-se que
tal processo apenas determina um ponto estaciondrio do programa bilinear anterior. Se
esse ponto satisfaz as condigdes (3.6) e (3.7) e a condi¢ao de complementaridade, entao é
solucdo inicial do LC'P(0). De outro modo o algoritmo fase 1 comeca com essa solucao.
Em cada né da arvore é fixa a nivel zero uma variavel complementar escolhida. Para
isso a varidvel complementar escolhida é minimizada no conjunto de restrigoes (3.6) e
(3.7) ao qual se adicionam restrigdes do tipo z; = 0 ou w; = 0 provenientes de todas

as variaveis complementares fizas a nivel zero ao longo do caminho da arvore até entao
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percorrido desde a raiz ao né actual. Se o minimo obtido é zero a ramificacao prossegue
com tal variavel fiza a nivel zero para todos os nés descendentes do né actual. Senao, a
ramificacao é interrompida e o né em causa nao pode mais vir a ser explorado.

Deste modo, ou é encontrada uma solu¢ado complementar para o problema LCP(k)
num determinado né da arvore ou entao o processo termina sem mais nds a explorar.
Nesse tultimo caso o problema LCP(k) nao tem solucao.

Algumas regras heuristicas auxiliares para a escolha do par de varidveis a seleccionar
e dentro destas da varidvel a escolher para ramificar foram sugeridas pelos autores no
sentido de melhorar a eficiéncia do processo enumerativo [JuFa88].

Em cada no e apds fixar em zero a varidvel complementar escolhida é possivel utilizar
um processo que reduz o esforgo para encontrar a solugao complementar desejada. Este
processo sugerido por Al-Khayyal [Al187] é uma versao modificada do método de gradientes
reduzidos e determina um minimo local em estrela da fungao Z?;lm z;w; examinando
todos os vértices adjacentes do ponto em causa, (Z,w). Os autores provaram que tal

minimizacao pode ser realizada recorrendo aos custos reduzidos da seguinte fungao linear:

lo+m
> ziw; + Wiz
i=1
A fim de melhorar a eficiéncia do método sequencial LC P, Judice e Faustino [JuFa92a]
propuseram um esquema de maximizacao da varidvel slack vy apds a resolucao de cada
problema LCP(k). Este esquema tem a finalidade de reduzir o valor do parametro Ag1
para a iteragao seguinte, aumentando a eficiéncia do processo iterativo. O esquema
sugerido reduz-se a versdao proposta por Bialas e Karwan para resolver cada LCP(k)
a fim de nao perturbar a complementaridade alcancada pelo processo enumerativo.
A experiéncia computacional realizada pelos autores para problemas sem restrigoes
do primeiro nivel ([HaJaSa92] e [JuFa88]), de média-grande dimensao (n + m = 400 e
lo = 150 no maximo), revelaram um bom comportamento do método em comparagao com
o método Branch and Bound de Bard e Moore [BaMo090]. Estes testes computacionais
revelaram também que em mais de 60% dos casos o 6ptimo global é atingido. O estudo
provou ainda que o esforco computacional do método sequencial é, em grande parte,
concentrado na resolugao do tltimo LC'P(k), isto é, em provar que a solucdo obtida na
iteracao anterior é de facto e-6ptima. Os autores sugerem ainda escolhas para o parametro
p de 0.001 com possiveis relaxacgoes para 0.01 ou ainda 0.05 a partir da resolucao de um
determinado nimero de problemas LC P (k) estimado na ordem de 10(ly + m).
No capitulo seguinte é realizado um estudo computacional do método sequencial LC' P
para outros problemas teste [CaVi92]. Como serd indicado na altura esse estudo mostra

as vantagens e desvantagens do processo indicado nesta secgao.
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3.3 Meétodos Branch and Bound.

Os métodos resumidamente expostos nesta seccao utilizam o processo classico de
ramificacdo em arvore, tipico dos algoritmos Branch and Bound. Em cada né da arvore
existem condigOes proprias que uma vez verificadas interrompem a ramificagdo em curso.
O processo € entao recomecado num né ainda por explorar e termina quando nao existem
mais nos por explorar. Os algoritmos discutidos nesta secgao sao devidos a Bard e Moore
[BaMo090] e a Hansen, Jaumard e Savard [HaJaSa92] e nao requerem quaisquer hip6teses
suplementares, sendo aplicdveis a programas de dois niveis lineares com ou sem restrigoes

do primeiro nivel.
Algoritmo de Bard e Moore.

Este algoritmo foi desenvolvido para a resolucao de programas de dois niveis lineares-
-quadréticos. No entanto, como o processo nao sofre quaisquer alteragoes quando apli-
cado a programas de dois niveis lineares, limitar-nos-emos a descrevé-lo nesse caso. E
também importante realcar que este algoritmo utiliza directamente a formulacao M LC P
e como tal também se enquadra na classe de algoritmos que se baseiam nas condigoes de

optimalidade.

A ideia chave do método é semelhante a da abordagem de Fortuny e McCarl pelo
modo como explora as restrigoes de complementaridade (3.3). O problema M LCP é, em

primeiro lugar, resolvido sem as restri¢oes de complementaridade (3.3):

min  clz+dly
sujeito a Az + Biy < by
~Biy+pB=dy
Asx + Boy + a = by

x,y,0,3,7>0

Designaremos este problema por PL, mesmo quando a ele se adicionarem mais restrigoes.

FEm cada iteragao um teste é realizado para verificar se as restrigdes de complementari-
dade (3.3) s@o ou nao satisfeitas. Em caso afirmativo o ponto pertence a regiao induzida
RI e é um candidato a éptimo. Se tal nao acontecer, um processo tipo Branch e Bound é
utilizado para implicitamente examinar todas as possiveis combinacoes complementares,

atribuindo alternadamente o valor zero a pares de varidaveis complementares.
. . . 0 o -
Para uma breve descricao dos passos do algoritmo seja u = 3| v = e F
Yy

limite superior da funcao objectivo do primeiro nivel. Em cada né k da arvore bindria
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definem-se os seguintes subconjuntos de indices:

W, CW
S={i:ieWpeu; =0}
S, ={i: i€ Wyev; =0}
Sp={i:ig¢ Wi}

Os passos do algoritmo Bard e Moore sao descritos do seguinte modo:

passo 0 - (Inicializacdo) Fazer k = 0, S;" = e =0, SP=WeF =+
passo 1 - (Iteragdo k) Resolver o problema PL com u; = 0 para i € S,;" e v; = 0 para
i € S, . Se PL nao tiver solucao fazer k = k + 1 e ir para 5. Caso contrario

fazer k =k + 1 e seja (xy, yx) a solucdo éptima de PL.
passo 2 - (Teste) Se F(xg,yx) > F ir para 5.

passo 3 - (Ramificacao) Se u;v; =0, ¢ = 1,...,lo+m ir para 4. Caso contrario selecciona-
-se 0 i para o qual u;v; é o maior possivel (iy). Fazer S,j = S,j U {ir}, Sy =
SpA\ {ir} e Sy =S, eir para 1.

passo 4 - (Actualizagao) F' = F(xg, yx)

passo b - (Backtracking) Se nao existir mais nenhum né livre (um né é livre quando
ramificado em 3) ir para 6. Caso contrdrio para um dado né j livre fazer
S = S’;-r \ i} Sy =57 u{yl, SP = SJQ e ir para 1.

passo 6 - (Terminac@o) Se F' = +o00 o problema PDNL nao é admissivel. Sendo, a sua
solugédo 6ptima corresponde ao valor final de F'.

A experiéncia computacional realizada pelos autores para problemas lineares e lineares-
-quadraticos de pequena-média dimensao (n + m = 100 e I = 40 no méximo) revelou
um crescimento exponencial dos tempos de execucao com o aumento da dimensao dos
problemas. Os autores compararam este algoritmo com o de Fortuny e McCarl (uti-
lizando o c6digo ZOOM para programas lineares inteiros) e concluiram que o primeiro
processo é 10 a 100 vezes mais rapido. Varias regras de ramificacao sao sugeridas e

testadas pelos autores a fim de melhorarem a eficiéncia do algoritmo proposto.
Algoritmo de Hansen, Jaumard e Savard.

Para este algoritmo a ramificacao é processada igualando a zero uma das varidveis
yj, j € {1,...,m} do segundo nivel do problema PDNL ou igualando a zero uma das
variaveis slack das restrigoes do segundo nivel Asz + By < bo. Em qualquer dos casos
é sempre possivel eliminar uma variavel y;, j € {1,...,m}, ou seja, fixar o seu valor ao
longo da ramificagdo consequente.

Com o intuito de encontrar condigbes que reduzam a amplitude do processo de rami-

ficacao os autores estabeleceram o seguinte resultado:
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Teorema 3.2 [HaJaSa92] Em qualquer solug¢do dptima do problema PDNL o nimero
de restrigoes activas (se i € activa (ndo activa) entdo \; =1 (A\; =0) ) verifica a sequinte

condicdo:

Z AN >1 se (dg)j<0
i:(B2);>0

Z Xi+Aptj>1 se (d2); >0
i:(Bg)¢j>0

para j =1,...,m.

Estas condicGes sao actualizadas de né em né e permitem uma reducao do leque de
escolha de varidveis para ramificar, uma vez que se tratam de condicOes necessarias de
optimalidade.

Para cada né, os autores sugerem um conjunto de testes que permitem inferir alguma
informacao relativa as caracteristicas da solugao correspondente. Estes testes sao classi-
ficados de acordo com a nomenclatura proposta em Hansen, Jaumard e Lu [HaJaLu90].
Resumidamente, os testes envolvem a resolugao do problema relaxado PR com todas as
varidveis y;, correspondentes aos nés do caminho da drvore até entao percorrido, fixas com
o valor respectivo e a resolugao do problema do segundo nivel P(Z) com (&, %) solucao do
problema anterior. O problema do segundo nivel é resolvido de duas formas diferentes,
nomeadamente com as referidas varidveis y; fixas como em PR e com todas as varidveis

Yj, J = 1,...,m livres. Os autores sugerem ainda outro tipo de testes relacionados com

penalidades associadas ao quadro simplex do problema PR correspondente.

Os autores realizaram testes computacionais para um vasto leque de estratégias que
englobam diferentes regras de ramificagao e heuristicas para determinar o primeiro ponto
admissivel (associado ao né raiz). Os resultados computacionais revelaram um bom com-
portamento computacional para problemas de média-grande dimensao (n +m = 400 e
lo = 150 no maximo) relativamente ao método Branch and Bound de Bard e Moore com
o qual houve uma comparacao directa. Em relagao ao método sequencial LC' P os autores
afirmam que os tempos de execucao sao relativamente da mesma ordem de grandeza,

apesar de nao ter havido uma comparacao directa entre os dois processos.

3.4 Meétodos de penalidades.

Nesta seccao abordaremos os métodos de White e Anandaligam [WhAn89] e de Bi, Cala-
mai e Conn [BiCaCo89]. Outras estratégias de resolucdo envolvendo fungoes de penali-
dade e de barreira foram também abordadas na literatura ([AiSh81], [AiSh84] e [IsAi92]).
No entanto, estas ultimas abordagens sao enquadradas nos métodos de resolugao para

programacao de dois niveis nao linear e como tal serao discutidas somente no capitulo 5.
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Abordagem de White e Anandaligam.

A principal ideia subjacente a esta abordagem consiste em rescrever a funcao objectivo
do primeiro nivel do problema PDN L2 de modo que esta inclua um termo que penalize a
gap primal-dual do problema do segundo nivel. O programa dual do problema do segundo
nivel P(z) tem a forma:

max (by — Agz)Tw
w
sujeito a BQTw >do, w>0

Desta forma a gap primal dual de P(x) é definida como:
TF(Z', Y, U)) = dgy - (b2 - AQCL‘)TU)

O método de penalidades desenvolvido pelos autores resolve uma sequéncia de pro-
gramas bilineares PP(dg):

min  Py(z,y,w) = cf z + di y + S (z,y, w)

m7y?w

sujeito a Asx + Boy < by, z,y>0 (3.8)

BIw>dy, w>0 (3.9)

em que o parametro real positivo d; é incrementado iterativamente.

Todos os resultados associados ao método de penalidades em questdo foram
estabelecidos sob as hipdteses de os conjuntos formados respectivamente pelos conjun-
tos de restrigoes (3.8) e (3.9):

Z={(z,y): Asx +Boy <by,z,y>0} e W ={w: Bfw>dy,w>0}

serem limitados e com pontos extremos nao degenerados. Além disso é assumido que a
aplicacao M (-) é univoca.

Como resultado principal, os autores provaram que a funcao de penalidade Py (x,y, w)
é exacta. FEsta propriedade garante a convergéncia finita do processo iterativo e é

formalizada através do seguinte resultado:

Teorema 3.3 [WhAn89| Existe 6* > 0 tal que para 6 > 6* a solugdo dptima do problema
PP(6) coincide com a solugdo dptima do problema PDN L2.

A teoria dos métodos de penalidades [BaSh79] garante, ndo sé que a sucessao de
valores Py(xg, Yk, wr), em que (zp, Yy, wi) é a solugdo éptima de PP(dy), é crescente,
como também que a sucessdo de valores 7(xg,yr,wr) é decrescente. Na prética, o
facto de a funcao de penalidade ser exacta implica que existe um inteiro ¢ para o qual
(i, yi,w;) = 0, sendo esta condi¢ao o verdadeiro critério de paragem do método em

questao. O ponto (x;,y;, w;) é solugdo éptima do problema PDN L2.
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Como é facilmente compreensivel, o comportamento deste método estd em estrita de-
pendéncia da forma como é resolvido cada problema bilinear PP (). Os autores propoem
um esquema de resolugao em que técnicas de pesquisa de pontos extremos sao usadas.
A utilizagao deste tipo de procedimento é consequéncia do facto de existir uma solugao
6ptima (xg, yk, wr) para a qual (zg,yr) € wg sao pontos extremos respectivamente dos
conjuntos Z e W.

Os autores consideram ainda a possibilidade de o método parar prematuramente, isto
é terminar numa iteragao ¢ para a qual m(x;,y;, w;) > 0. Neste caso é possivel estabelecer
limites inferiores e superiores para medidas de optimalidade referentes aos dois niveis do

problema PDN L2. Deste modo, os autores concluiram que:

e 0;m(x;,y;i, w;) é um limite inferior para a diferenga entre o valor da solugao 6ptima

(z*,y*) e o valor da fungao objectivo do primeiro nivel em (z;,y;), ou seja:
Sim(wiy yiywi) < el + diy* — (ef @i + d i)

o 7(x;,y;,w;) é um limite superior da perda de optimalidade do segundo nivel, de y;
em relagao a y(z;):
dyyi — dy y(i) < m(wi, yi, wi)
Note-se que y; nao é obrigatoriamente a solucao éptima do problema P(z;), pois se

assim fosse ﬂ—(xia yz:wz) =0e (%;yz) - (.’L'*, y*)a

e é também possivel limitar inferiormente a perda de optimalidade do primeiro nivel,

de (z;,y(x;)) relativamente a (x*,y*), pois tem-se:
ol a* +dly* — (efai+ di y(2:)) > dim (i, yiswi) + d3 (yi — y(@:)

Como notas finais, saliente-se o facto de, em cada iteracao k, ser possivel determinar
apenas um minimo local do problema PP(d). Nesta situagao, a solucao final obtida é um
minimo local do problema PDN L2. E ainda importante realcar que o método proposto
¢é extensivel a programas de dois niveis lineares inteiros mistos para os quais as varidveis

do primeiro nivel x tomam valores discretos.
Abordagem de Bi, Calamai e Conn.

A formulagao (2.5) para o caso da programacao de dois niveis linear sem restrigoes do

primeiro nivel (inclusivé de nao negatividade) reveste a seguinte forma:

min clz+dly
.8,y
sujeito a  —Biy+ = dy

min(vy;, s;(xz,y)) =0, i =1,..., 1o
min(G;,y;) =0, j=1,....,m
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em que s;(x,y) é a linha i de bg — Ayx — Bay.

A partir desta formulacao os autores estabeleceram uma equivaléncia local entre
o problema PDNL2 e um programa penalizado sem restricoes. Esta equivaléncia é
formalizada no teorema seguinte. Este resultado, bem como todos os restantes estabele-

cidos pelos autores, pressupoem validas as seguintes hipdteses:
e cl'z + dl'y limitada inferiormente em RI,
e d}y limitada inferiormente em CR,

e qualquer solucao local do problema do segundo nivel é tal que os multiplicadores
associados as correspondentes restricoes activas sao estritamente positivos. Esta

condigao implica que a aplicagao M (-) é univoca.

Teorema 3.4 Sejam (i’,gj,B,”y) um minimo local para o problema PDNL2 e X\;, © =
1,....01o + 2m os multiplicadores de Lagrange associados ao sequinte programa linear re-

solvido numa vizinhanga local V' de (z,7y) [BiCaCo89:

min  clz+dly
sujeito a v =0 ou
si(z,y) =0 para v >0 em V, i=1,..,1
B;i =0 ou
y; =0 para 3; >0 em V, j=1,..,m
ti(B,7)=0,i=1,..m

em que t;(3,7) € a linha i de dy + BY~y — 3. Entdo para \* > )\ = MaX]<j<ly+2m Ni

(]
(z,7,3,7) também é um minimo local da sequinte fun¢do:

la

Pi(z,y.8,7) = cla+dly+ A | min(yi,si(z,y)) |+
=1
> min(Bi,yi) |+ | ti(8,7) 1)
i=1 =1

Os autores desenvolveram um método descendente para minimizar a fungao de penali-
dade Py(z,y, 3,7) baseado em técnicas que lidam com a nao diferenciabilidade envolvida.
O facto de a fungao de penalidade Py(z,y,,7) ser exacta [BiCaCo89] permite utilizar
um esquema de penalidades que, ao aumentar iterativamente o valor de A, termina num
numero finito de passos. No entanto, o método de penalidades exactas proposto tem, ao
invés do anteriormente descrito, a contrariedade do ponto final obtido (z*,y*) ser apenas

um minimo local do problema PDN L2.
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3.5 Extensoes ao caso linear-quadratico.

Nesta secgao iremos investigar a aplicacao dos algoritmos e resultados apresentados nas
secgoOes anteriores a programacao de dois niveis linear-quadréatica. Um programa de dois
niveis linear-quadratico (PDN LQ) é normalmente formulado na seguinte forma:

min o +dly
z?y

sujeito a Az + By < by (3.10)
z>0 (3.11)

1
y € argmln{§yTQy +yTSe+dly: Az + Bay < by, y > 0}

em que ¢; € R",dy,dy € R™, A € RW*™, Ay € R2*™,Q € R™™, S € R™™", B, ¢
RL>™ By € R2*™ b € RY e by € IR"2 e Q uma matriz positiva definida.

Tal como anteriormente podemos ainda considerar o problema PDN LQ2 em que nao
existem restri¢oes do primeiro nivel (3.10). As restrigoes de nao negatividade (3.11) sao

consideradas incluidas no problema PDN L2 caso nada seja dito em contrério.

Os métodos de enumeracao de pontos extremos expostos na seccao 3.1 nao sao
aplicaveis ao problema PDNL(Q. Com efeito iremos mostrar mais adiante que a solugao
oOptima de um programa de dois niveis linear-quadratico pode nao ocorrer num ponto

extremo do conjunto admissivel do problema PR.

Relativamente aos métodos baseados nas condigoes de optimalidade, a sua extensao a
programacao de dois niveis linear-quadratica é, regra geral, bem sucedida. Com o intuito
de clarificar esta questdo o problema PDN L() ¢é rescrito na sua versdao de um sé nivel
linear com restricoes de complementaridade, M LC P’, por intermédio da substituicao do

problema do segundo nivel pelas suas condigoes KKT:

min  clx+dly
sujeito a Ayjx + By < by
~Qy = Sz~ By + = d
Aox + Boy + = by
aly=pTy=0
z,y,0, 08,720
O problema M LC P’ apresenta uma estrutura muito semelhante & do problema M LC' P
para programacao de dois niveis linear. Deste modo, é imediata as extensoes dos métodos

de Fortuny e McCarl, Bard e Falk e Bard e Moore e do método sequencial LC'P a pro-

gramacao de dois niveis linear-quadratica.
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Judice e Faustino [JuFa92b| resolveram com o método sequencial LC'P programas de
dois niveis lineares-quadraticos . A tunica significativa alteracdo do método enumerativo
proposto por estes autores, residiu na forma como é realizada a procura de um minimo lo-
cal em estrela em cada né da arvore binaria. A experiéncia computacional efectuada pelos
autores para problemas PDNLQ de média dimensao (n +m = 100, I; = 10 e I = 30 no
méximo) revelou sensivelmente as mesmas caracteristicas que a realizada para problemas
PDNL: melhor comportamento computacional em relacao ao método Branch e Bound
de Bard e Moore e dificuldades em provar que o tultimo problema linear complementar
nao tem solucdo. No entanto, a complexidade computacional da resolucao de programas
de dois niveis lineares-quadréticos é superior, de acordo com os testes realizados, a dos
programas de dois niveis lineares. Os autores confirmaram que, na presenca de restrigoes
do primeiro nivel, o grau de complexidade da resolugao de programas de dois niveis é con-
sideravelmente maior. Esta diferenca é ainda mais acentuada na presenca de problemas
de segundo nivel de maiores dimensoes. De referir ainda que o processo START néao pode
ser utilizado pois neste caso o problema PP(py) com §; = 1 é um programa quadratico

indefinido de muito mais dificil resolucao.

Os métodos de penalidades descritos na seccdao 3.4 sao extensiveis ao caso linear-
-quadratico. A abordagem de Bi, Calamai e Conn foi estendida para programas de dois
niveis nao lineares e é referida no capitulo 5. O método de White e Anandaligam apresenta
maiores dificuldades de adaptacao ao caso linear-quadratico. Estes obstaculos sao de duas

ordens:

e dificuldade em encontrar fungoes de penalidades exactas a fim de garantir a con-

vergéncia finita do processo iterativo,

e dificuldade em resolver o problema penalizado. Por exemplo, se a funcao de
penalidade for da forma ¢!z 4 d?'y + dpm(z, y, w), em que 7(z,y,w) é a gap primal-
-dual do problema do segundo nivel, o problema penalizado resultante é quadratico

indefinido e a sua resolucao é consideravelmente mais complexa.

A fim de verificar a validade dos resultados descritos na seccdo 2.4 para problemas
PDNL, é apresentado o seguinte programa de dois niveis linear-quadratico definido em
R?%:

min —y
x7y
sujeitoa x>0 (3.12)

. 1,
yEargmm{—iy +zy: x+y<1, y>0}
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Figura 3.2: Regiao Induzida: - - -

A Figura 3.2 representa geométricamente o conjunto admissivel do problema relaxado
CR = {(z,y) € R?: 2z +y < 1,2,y > 0} e a regido induzida RI = {(z,y) € R?: y =
z, 0 <z < 13U{(z,y) € R?: 24y =1, 1 <z <1}, correspondentes ao problema (3.12).
A solugao éptima do problema (3.12) é o ponto (%, %) da regiao induzida RI, para o qual a
fungao objectivo do primeiro nivel —y toma o menor valor. Como é facilmente verificavel
este ponto nao é um ponto extremo do conjunto C'R. Deste modo, conclui-se que os
teoremas 2.7 e 2.8 nao sao validos para programacao de dois niveis linear-quadratica.

Este exemplo mostra que um ponto nao extremo do conjunto CR pode ser ponto
extremo da regiao induzida. Este facto estd na origem da maior complexidade do caso

linear em relagao ao caso linear-quadratico.

O exemplo apresentado também mostra que o teorema 2.9 nao é valido para pro-
gramacao de dois niveis linear-quadratica. De facto, os pontos (0, 1) e (1,0) pertencem ao
conjunto C'R e a combinacao convexa destes dois pontos (%, %) = %(1, 0)+ %(0, 1) pertence

a regido induzida RI, mas (0,1) nao é um ponto de RI.
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Capitulo 4

Problemas teste para
programacao de dois niveis.

No capitulo anterior discutimos os principais métodos existentes para a resolugao de pro-
gramas de dois niveis lineares e lineares-quadraticos. Apesar de existirem varias técnicas
mais ou menos eficientes para o efeito, nao foi ainda apresentado um estudo computacional
comparativo desses processos. Uma das razoes deste facto reside na auséncia de um con-
junto de problemas teste de acesso facil para os utilizadores dos respectivos cédigos. Neste
capitulo, é descrita uma técnica simples de construcao de problemas teste que julgamos
poder ser utilizada para o fim referido [CaVi92)].

A técnica a apresentar neste capitulo permite ao utilizador ter controlo sobre um
vasto leque de caracteristicas dos problemas teste. Assim, é possivel ajustar a dimensao
dos problemas, o nimero e tipo de minimos locais e globais e a densidade e o niimero
de condicao das matrizes utilizadas. Como é perfeitamente conhecido, a dificuldade da
determinacao de um minimo global de um programa de dois niveis esta relacionada com a
diferenca entre os valores das solugoes 6ptimas do problema relaxado e do respectivo pro-
grama de dois niveis. Essa caracteristica é também considerada na geracao dos problemas
teste.

A técnica de geragao de problemas teste comeca por considerar num primeiro passo
programas de dois niveis de varidveis separaveis, que sao gerados a custa de multiplos pro-
gramas de dois niveis com um parametro e duas varidveis. Ao estabelecer geométricamente
as propriedades de cada programa bi-dimensional atribuem-se as caracteristicas desejadas
ao programa de dois niveis separéavel.

A fim de gerar programas de dois niveis nao separaveis sao introduzidas transformacoes
lineares que conduzem a um programa de dois niveis nao separavel mas com as mesmas
propriedades do anterior ([CaVi92] e [CaViJu92]). Sao discutidas vérias caracteristicas
das transformacoes referidas e alguns processos de as utilizar eficientemente do ponto de

vista computacional.
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Neste capitulo é ainda apresentada experiéncia computacional da resolucao destes
problemas teste lineares e lineares-quadraticos com o método sequencial LC'P. Os resul-
tados numéricos confirmam as caracteristicas deste tipo de procedimento nomeadamente,
a rapidez na obtencao de uma solugao e-6ptima (ou mesmo 6ptima) e a dificuldade no

estabelecimento que essa solucao foi encontrada.

4.1 Construcao de problemas teste separaveis.

Considere-se o seguinte programa de dois niveis linear PDN L(py) de duas varidveis zj, e
Yi € com um parametro py:

min  Fp(zg,yx) = (3 — xk) + vk

T Yk

sujeito a (zp,yx) € QF
yr € argmin{ fi(zr, yx) = —yr * (T, Yk) € Qrlpr)}

em que OF = {(zx,yx) € R*: 1 < x5, < 3} abrange as restrigdes do primeiro nivel,
Qrlpr) = {(zr, yp) € R : 2y + yp < pr, —2x1 + yx < 0} define as restricdes do segundo
nivel e em que o parametro p; toma valores no intervalo fechado [3,9].

O problema relaxado deste programa de dois niveis consiste em minimizar Fy(x, yx) =

(3 — zx) + yx no conjunto de restrigoes:
Qo) = QU QL(pk) = {(zk, k) ER?: 1<y <3, wp + Yk < o —275 + yp < 0}

Para uma avaliacdo cuidada das propriedades do problema PDN L(py) é importante

caracterizar a sua regiao induzida.

Proposigao 4.1 A regiao induzida, RI, do problema PDN L(py) € a unido dos conjun-

tos:
St ={(xr, yr) € QUpr) : —2x, +y, = 0}

So = {(zk,yk) € Qpk) © xk + Yr = pr}

Demonstragao: Suponhamos que o ponto (zx,yr) pertence a regiao induzida do
problema PDN L(py). As condi¢oes KKT para o problema P(z)) implicam a existéncia

de a1 e ao tais que:

-1 = —a;—m
a(py—x—ye) = 0
as(2xy — yk) 0

a, o > 0

Entao para (zx, yx) € Q(pr), com 3 < pr <9, existem quatro possibilidades:

(i) (zk,yr) pertence ao interior de (py). Neste caso a3 = as = 0 0 que acarreta uma

contradicao.

42



(i) (zk,yr) satisfaz —2xp +yr = 0 com 3z < pg. Neste caso é descrito todo o segmento

de recta S1, a excepcao do seu ponto extremo do lado direito.

(iii) (xg,yx) satisfaz xp + yp = pxr com 3z > pi. Esta possibilidade corresponde a
todos os pontos do segmento de recta Sz, a excepcao do seu ponto extremo do lado

esquerdo.

(iv) (x,yx) satisfaz ambas as restrigoes —2x+yr = 0 e x4y = pi. Este caso refere-se

ao ponto (%’“, 2%) que é simultaneamente o ponto extremo do lado direito de S7 e

o ponto extremo do lado esquerdo de So. O

Dependendo do valor do pardmetro pg, a solugdo 6ptima do problema PDN L(py)
ocorre num determinado ponto de S7 ou de Sy. Mas como z; < 3 e y > 0 para todos os

pontos de S7 e de Ss, a funcao do primeiro nivel Fj, pode ser escrita do seguinte modo:

Fy(zr,ye) = (3 — k) + uk
|zx — 3] + [y

[)-[3]

e o minimo global, (2§, y{), do problema PDN L(py) é o ponto de S; ou de Sz que mais

1

perto, no sentido da norma [y, estd do ponto (3,0). De igual modo, um minimo local
para o problema PDN L(py), (£, yE), é um ponto que em determinada vizinhanga que
o contém, estd mais préximo, no sentido de /1, do ponto (3,0).

Seguidamente iremos analisar cinco diferentes instancias do problema PDN L(py) para
cinco determinados valores do parametro pp para as quais obteremos diferente informacao

sobre a respectiva localizagao dos minimos locais e globais. Os cinco casos sao os seguintes:
(i) Caso 1 (Figura 4.1) em que pg = 3.
(ii) Caso 2 (Figura 4.2) em que py = 7.
(iii) Caso 3 (Figura 4.3) em que p; = 9.
(iv) Caso 4 em que 3 < pi, < 7.
(v) Caso 5 em que 7 < pp < 9.

Em cada um dos casos serdao invocados argumentos geométricos para justificar as pro-

priedades indicadas.
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Figura 4.1: Caso 1 - em que pp = 3.

Caso 1 (pr = 3)

Para este caso, descrito na figura 4.1, a regiao induzida reduz-se ao segmento de recta
S e inclui o ponto (3,0). Logo existe um s6 minimo local (e global), (z¢,y¢) = (3,0),
com valor objectivo Fy(z{,y¢) = 0.

Caso 2 (pp =T)

A figura 4.2 descreve este caso em que RI = 51US5. Observando as curvas de nivel [y,
centradas em (3,0), verifica-se que o problema PDN L(py) possui dois minimos globais,
respectivamente (z$,y) = (1,2) e (2§, y$) = (3,4) com Fi(2¢,y) = 4.

Caso 3 (pr, =9)

Este caso ¢ ilustrado na figura 4.3 e corresponde a situacao em que RI coincide com

Si. Deste modo (1,2) é o ponto de RI mais préximo, no sentido de l;, de (3,0). Logo
existe um s6 minimo global (z§,y¢) = (1,2) com Fy(z§,y¢) = 4.
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Figura 4.3: Caso 3 - em que p = 9.
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Caso 4 3 <pp<T)

Este caso é algo semelhante ao descrito na figura 4.3. A diferenga estd em que a linha
i + yr = 7 é substituida por xx + yr = pg, ou seja, a recta xp + yr = 7 é deslocada para
baixo (em translac¢ao) 7— pr unidades. O ponto de RI mais préximo, no sentido de [y, de
(3,0), ocorre na interseccao de Sy com a recta xx = 3. Deste modo (x,?, y,?) = (3,3 —pk),
com Fi(z¢,y$) = pr. — 3, é o minimo global de PDN L(py,).

Além disso, (1,2) é o ponto de S; mais préximo, no sentido de I, de (3,0). Logo
o problema PDNL(py) possui outro minimo local (ndo global), (zf,yF) = (1,1), com
Fi(zg, yi) = 4.

Caso 5 (7T < pp <9)

Este caso é também semelhante ao descrito na figura 4.3, pois a linha xp +yr = 7
¢ deslocada para cima (em translacgao) pr — 7 unidades. Neste caso o minimo global
(wf, y,?) é o ponto (1,2) com Fk(xg, y,?) = 4, enquanto que o ponto (z£,yE) = (3, p — 3)

constitui um segundo minimo local (ndo global) de valor Fy(zf, yF) = py — 3.

De seguida iremos explicar como um programa de dois niveis separdvel com multiplos
parametros e varidveis pode ser construido a custa de programas de dois niveis bi-

-dimensionais com um simples parametro. Para o efeito, seja 0 = min{n,m} e p =

(p1,---5po)"

ming , F(z,y) = bt Fr(@rs yk) + 2 ockan (3 = Tk) + D ock<m Uk

e considere-se o seguinte programa de dois niveis linear PDN L(p):

= D=1 (3 = k) + 200 Yk

sujeito a (z,y) € Qu
ye argmin{f(z,y) = 351 fe(@r, yr) = — 21 Uk :
(xvy) € QL(p)}

com 3 < pp <9 parak=1,...,0, e em que:
o
QU:ﬂQIfJ ﬂ {l’k: .%'k§3}
k=1 o<k<n

resume as restrigcoes do primeiro nivel e:

o

Qrip) = () Q%lor) () {ve: v >0}

k=1 o<k<m

define as restrigdes do segundo nivel. O problema relaxado PR(p) associado a este

problema de dois niveis linear é o seguinte programa linear:
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min  F(z,y)

sujeitoa  (z,y) € QuNQL(p)

Através desta construcio é facilmente verificivel que a solucio éptima (2%, y“) do
problema multi-paramétrico PDN L(p) é composta pelas solugdes 6ptimas (2§, y¢'), para
k =1,...,0 dos problemas bi-dimensionais PDN L(py) e ainda pela solu¢ao 6ptima do

programa linear:

min Z (3 —ak) + Z Yk

o<k<n o<k<m
sujeito a <3, o<k<n

ye >0, o<k<m

Para explorar as propriedades do problema PDN L(p) decompomos o conjunto O =

{1,...,0} nos seguintes subconjuntos:

O1={k€O:p,=3}
Oy ={k€O:p, =T}
O3 ={k€O:p,=9}
Oy={keO:3<p,<T}
Os ={keO:7<p, <9}

de cardinalidades respectivamente 01, 02, 03, 04 € 05. A propriedade a seguir é uma
consequéncia imediata da forma como o programa de dois niveis PDN L(p) foi construido

através dos programas de dois niveis lineares PDN L(pg), k =1,..., 0.

Propriedade 4.1 O problema PDN L(p) tem 2°2 minimos globais, para os quais :ckG =

pamo<k§n,y,§=0pamo<k§me

(370) se ke O
(@9, y¢) = (1,2) ou (3,4) se ke Oy
ook (1,2) se ke O3UOs5

(3,p.—3) se keOy

Cada minimo global tem valor objectivo F(z%,y%) = 4(0s + 03 + 05) + S pco, (Pk — 3).

Um dos principais atractivos do problema PDN L(py) é o de poder possuir um nimero
exponencial de minimos locais. Esta caracteristica torna o problema de dificil resolugao
computacional. A informacao sobre os minimos locais do problema PDN L(p) é resumida

na seguinte propriedade:
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Propriedade 4.2 Se o4 + 05 > 0, o problema PDNL(p) possui minimos locais (ndao
globais). Os minimos locais, em mimero 20270405 — 292 ocorrem quando todas as com-
ponentes tomam os mesmos valores que na propriedade anterior a excepcdo de que ou

(xg,yx) = (1,2) para algum k € O4 ou (x,yx) = (3, pr — 3) para algum k € Os.

Existem técnicas de optimizacao global, como por exemplo o método sequencial LC'P,
que utilizam estratégias de cortes sucessivos para, de minimo local em minimo local
atingirem a solucao 6ptima global desejada. Para testar eficientemente estas técnicas
é conveniente gerar problemas teste, nao s6 com um nimero exponencial de minimos
locais, mas também de valores objectivos diferentes. Em [CaViJu92] s@o discutidos varios
processos de gerar, sem nenhum esforco computacional acrescido, problemas teste com
esta propriedade. Apesar de tais técnicas serem propostas para programacao quadratica
podem também ser aplicadas com sucesso na geracao de programas de dois niveis.

O problema PDN L(p) partilha ainda de outras propriedades importantes relativas ao

problema relaxado (propriedade 4.3) e ao problema do segundo nivel (propriedade 4.4).

Propriedade 4.3 Os minimos globais do problema PDN L(p) diferem da solugao dptima
do problema relaxzado PR(p).

O facto de o problema relaxado PR(p) ser ilimitado justifica a validade da propriedade
anterior que se mantém correcta, nos casos em que o1 < 0, se acrescentarmos as restri¢oes
de nao negatividade yr > 0, £k = 1,...,m. Neste caso a solucdao do problema relaxado
PR(p) éxp, =3, k=1,...,ney, =0, k=1,...,m, diferindo das solugdes 6ptimas do
problema PDN L(p) em 2(o — 01) varidveis.

A importancia desta propriedade provém de ser usual em muitas técnicas de resolucao
de programas de dois niveis comecar por, num passo inicial, resolver o problema relaxado.
Deste modo garante-se que tais passos iniciais sao insuficientes para a resolugao local ou
global dos problemas gerados.

Sobre o segundo nivel do problema PDN L(p) é ainda possivel afirmar que:

Propriedade 4.4 Os gradientes em y das restri¢ées activas sao linearmente indepen-
dentes e as condi¢des de complementaridade sdo verificadas estritamente em qualquer

minimo local do problema.

O problema PDN L(p) pode ser modificado de diversas formas. Por exemplo, o elevado

numero de restricdes pode ser significativamente reduzido. Quando k € O; as restrigoes:
z,>1 e —2xp+y <0

sao redundantes nos problemas PDN L(py) e, de modo equivalente, quando k € Os as
restricoes:
<3 e Tp+yp <9
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podem ser suprimidas no problema PDN L(py). Deste modo, um ntimero de 2(o; + 03)
restricoes pode ser subtraido ao ntimero total de restricoes.
E possivel ainda remover mais 2(0 — 0) restrigdes ao definir 6 < o e substituir as

restricoes:
—rp < -1, k=0+1,...,0
Tty <pr, k=0+1,...,0
—2xp+yr <0, k=0o+1,...,0

pelo conjunto de restrigoes:
y >0, k=0+1,...,0

Com estas modificagdes hd que redifinir os conjuntos de indices Oi,...,05 (e as

= {1,...,0}. Além
disso todos os minimos do problema PDN L(p) passam a satisfazer (z¢,y$) = (3,0) para
ke{o+1,...,0}.

correspondentes cardinalidades o1, ...,05) através da alteragao O

Outra modificagdo importante a ser efectuada no problema PDNL(p) consiste em
acrescentar restricoes de igualdade. De facto, é possivel incluir um nimero consideravel de
restricoes de igualdade sem afectar o nimero e tipo de minimos locais e globais do
problema PDNL(p). Em [CaVi92] é descrita uma forma de o fazer sem perturbar a
independéncia linear dos gradientes em y de todas as restricoes de segundo nivel, quer de

igualdade quer de desigualdade.

Para finalizar esta seccao referiremos como se podem gerar problemas teste de dois
niveis lineares-quadraticos utilizando toda a informacao ja apresentada para o caso estri-
tamente linear. De facto, é somente necessario retirar o conjunto de restrigoes do segundo
nivel:

2z +y <0, k€O

e substituir a funcao objectivo do segundo nivel pela seguinte funcao quadrética estrita-

mente convexa em y:

f(%y):%zyk(yk—‘lfﬂk)Jr% Syt

k=1 o<i<m

E assim obtido um programa de dois niveis linear-quadratico (designado por PDN LQ(p))
que, pelo facto da regiao induzida RI permanecer igual, possui todas as propriedades do

caso estritamente linear.
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4.2 Problemas teste nao separaveis.

Com o intuito de melhorar a notacdo, rescrevemos o problema PDN L(p) na sua forma
matricial PDNL(c1,dy, da, A2, B2, ba):

min  F(z,y)=clz+dly+k
m7y

sujeito a  y € argmin{f(z,y) = diy : Asx 4+ Boy < by}

onde por uma questao de simplificagdo as restrigdes do primeiro nivel (uma vez que sé

figuram varidveis do primeiro nivel) aparecem escritas em conjunto com as restrigoes do
segundo nivel e usamos as seguintes substituicoes:

a1 =—1y, di =1y, (d2)i:{_1 se i€{l,...,0}

0 caso contrario , K =23n
P, P, P
—2P, P, 0,
AQ = %Px y B2 = 0 e b2 = 10
—P, 0 —1,
R, R, €

em que:
0 é uma matriz de zeros com o linhas e m colunas,
0, e 1, sao vectores de dimensao v, respectivamente de zeros e de uns,
. 1 se 1<i=35<0o0
P, e R?*" e P, € R?*™ satisfazem P;; = - ‘7 -
0 caso contrario

e, para 6 = max{n,m} — o,

se m>n ou jFo+i

R, € R>*™ satisfaz R;j = { L.
caso contrario

Wi O

. 0 se n>m ou jF*o+1
R, € R>*™ satisfaz Ri; = L. jFo+ ,
—1 caso contrario

1
eEIR‘Sétalqueei—{ se. m >m
0 se m>n

Através de substituicoes semelhantes é também possivel rescrever o problema
PDNLQ(p) na sua versao matricial PDNLQ(c1,d1,Q, S, da, A2, Ba, bs):
min  F(z,y)=cdz+dly+xk

m?y

1
sujeito a  y € argmin{f(z,y) = §yTQy + 9T Sz + dYy : Asx + Boy < by}
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em que a matriz () é a matriz identidade de ordem m.

Considere-se agora a matriz M = HDH, em que D é uma matriz diagonal positiva

definida e H é uma matriz diagonal por blocos:
5
0 H,
construida a custa de matrizes de Householder ortogonais H, e H,, definidas através de:
H,=1,— QUIUE com vgvx =1 e v, € R"™ vector esparso,

H, =1, — 21)va com vl

— m
Y yUy =1 e v, € R™ vector esparso.

Usando agora a sua inversa W = HD ™' H, é possivel obter programas de dois niveis ndo

separdveis. Para este efeito considere-se M, = H, D, H, e M, = H,D,H, em que:

| Dy O

D= [ 0 D, ]

com D, € R™" e D, € R™*™. Seja ainda W, = M;' = H,D;'H, e W, = M;l =
H,D,'H,.
Teorema 4.1 Através da transformagdo nao singular:

Tlow|?

Yy Yy

o problema ndo transformado separdvel PDN L(cy,d1,ds, Aa, B, ba) nas varidveis x ey
¢ equivalente ao problema transformado nao separdvel PDN L(Myci, Mydy, Myda, Ao M,

By My, by) nas varidveis T e g.

Demonstragao: Ao efectuar a mudanga de varidvel:

MRk

o problema PDN L(cy,dy,da, Ay, Ba,ba) é escrito como:

Q&I

|

min  F(7,5) = (Mer)" 7 + (Myd1)"y +
sujeito a g € argmin{(M,da)”

(A2Myz)T + (B2My)y < ba}

que é precisamente o problema PDN L(Mc1, Mydy, Myds, Ao M,,, BoM,, by) nas varidveis
zey. O
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Recorrendo a mesma transformacao linear é também possivel afirmar a equivaléncia
entre os problemas nao transformado separdvel PDNLQ(c1,d;, @, S, d2, As, By, bs) nas
varidveis = e y e o problema transformado nao separavel PDN LQ(Myc1, Mydy, MyQM,,
MySM,, Myds, Ao M,,, BoM,, by) nas variaveis = e .

A transformacéo linear nao singular mantém as principais caracteristicas do problema
nao transformado. Assim, é fundamental que exista uma correspondéncia bijectiva entre
todos os minimos locais dos problemas néo transformado e transformado, de modo a
manter toda a informagao ja descrita sobre o ntimero e tipo de minimos locais e globais.
Isso é mostrado para programas de dois niveis lineares-quadraticos no teorema a seguir.

De igual modo se provava o mesmo resultado para programas de dois niveis lineares.

Teorema 4.2 Seja u = (z,y) um minimo local para o problema PDNLQ(c1,d,Q, S, da,
Ag, By, by), entao u = (z,y) = Wu € também um minimo local para o problema
PDNLQ(Myci, Mydy, MyQM,, MySM,, Mydy, AoM,, BoM,, bs).

Demonstracao: Comecamos por provar que Wu pertence a regiao induzida do

problema transformado. Como u é admissivel para o problema nao transformado tem-se:

Sz + Qy + By = —dy
Agx—i—Bgy—i—a:bQ
al’y=0, a,v>0

e substituindo x e y respectivamente por M,z e M,y obtém-se:

(SMz)z + (QM,)y + By v = —da (4.1)
(Ang)x + (BgMy)y + a = by (42)
afy=0, a,7>0 (4.3)

Se se multiplicar ambos os membros da primeira equacao (4.1) pela matriz nao singular

M,, entao facilmente se conclui que (z,y) satisfaz as condicoes (4.2) e (4.3) e:
(MySMy)T + (MyQM,)j + (B2M,) "y = —Myds

Logo (Z,y) pertence a regiao induzida do problema transformado.
Como por hipétese u é minimo local para o problema nao transformado, entao existe

€ > 0 tal que:
F(u) — F(z) <0, qualquer que seja z €V ={2 € R"™: z € RI, ||[u—z||]2 < ¢}

Para provar que w = Wu é minimo local para o problema transformado considere-se a

seguinte vizinhanca de u:

Ve ={z2 € R"™™: z ¢RIy, |[Wu— Z||s < ¢/||M]|2}
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em que RIp designa a regiao induzida do problema transformado. Desta construgao

resulta que para todos os pontos z = Wz € Vp se tem:

|1M(Wu = 2)]|2
[|M]2][Wu — 2|2

€

[lu = 2[2

AN

o que implica que F(u) — F'(z) < 0, ou seja que, F(Wu) — F(z) < 0. O

Ao raciocinar-se de forma inversa, do problema transformado para o problema nao
transformado, fica provada a correspondéncia bijectiva entre todos os minimos locais dos

problemas referidos.

A transformacao proposta possui dois pardametros que influenciam directamente a
estrutura do problema transformado. Em primeiro lugar a esparsidade dos vectores v, e v,
controla a esparsidade das matrizes M, e M, e consequentemente afecta a esparsidade dos
vectores e matrizes envolvidos nos problemas transformados. Por outro lado, o ntimero de
condi¢ao (na norma l») das matrizes D, e D, é igual ao ntiimero de condigao das matrizes
M, e M, (visto H, e H, serem matrizes ortogonais) e influencia o niimero de condicao
das matrizes presentes nos problemas transformados.

A transformacao linear nao singular M (e em particular M, e M,), possui outras
propriedades que a tornam particularmente atractiva do ponto de vista computacional.
Assim é possivel controlar a esparsidade das matrizes M, e M,. Com efeito verifica-se o

seguinte resultado para a matrix M,.

Teorema 4.3 Seja n o numero de elementos nao nulos de v,. A matriz M, possui um
nimero mdzimo de n? + (n —n) elementos nao nulos. Além disso, o elemento na linha i,

coluna j da matriz M, € dado por:

- —2(vz)i(vy);[(Da)ii + (Dz)jj — 2vg‘chzvz] se 1#£]j
(Me)ij = { (D)ii — 4(v2)i[(Dg)is — vEDyvg]  se i=j

Demonstracao: A primeira parte da demonstragao é consequéncia imediata da re-
ordenacao de linhas e colunas da matriz H, através de permutagoes principais (ou seja
trocas simultaneas de linhas e colunas de igual indice).

O elemento (My);; é dado por (Hy)ixDy(Hy)«j em que (Hy)ix e (Hy).; representam

respectivamente a linha ¢ e a coluna j da matriz H,. Mas:

(Hz)isx = (€1 — Z(UI)Z'UI)T e (Hy)sy =e€; —2(vg)jve
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com e; e e; colunas 7 e j da matriz identidade de ordem n. Logo:

(Mz)ij = (ei—2(vy ‘UI)TDJ»‘(G' — 2(vz)z)

{ “3(0a)i(w)[(Delit + (Da)ss — 20 D] s i j
(Dx i 4(”:13)%[( x)u - U?;vax] se 1= j

o que demonstra a segunda parte do teorema. O

Como corolario imediato do teorema anterior é possivel concluir que:

(My)i; = 0 se i#j e (vg)i ou (U$>j for igual a zero
x)1) — (_Dx)” se 1= ] e (/U:t)z — 0

o que facilita de modo consideravel o calculo computacional da matriz M,.

Do mesmo modo se poderiam obter resultados semelhantes para a matriz M,,.

Em [CaViJu92] é proposta uma transformagao linear nao singular da forma M = DH
em que H é de igual modo uma matriz do tipo Householder. Esta transformagao apresenta
propriedades mais elegantes nomeadamente quando se pretende uma aproximacao exacta

do nimero de condicao das matrizes das formas quadraticas.

O exemplo que vamos apresentar de seguida pretende ilustrar todo o processo de
geracao de problemas teste de dois niveis descrito nas secgoes 4.1 e 4.2. O exemplo foca
o caso estritamente linear, uma vez que foi a esta classe que maior relevo foi dado.

Suponhamos que para o problema nao transformado PDNL(p) sao escolhidos os

seguintes valores para os parametros controlaveis:

e nimero de varidveis: n =5 (primeiro nivel) e m = 4 (segundo nivel),

e cardinalidades dos conjuntos O;, i = 1,...,5: 00 = 0,00 = 1,03 =0,04 =2 ¢
05 = 1,

e valores dos parametros p;, i=1,...,0=min{n,m} =4: p1 =7, ps =4, ps=6¢e
ps = 8.

Com estas atribuicoes o problema nao transformado é o seguinte programa de dois

niveis linear separavel:
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4
min  F(z,y) = D B—ax)+ue +(3—as)
’ k=1
sujeito a

T

T3
Ty
Zs
—x
— T
—23

INININININININIAIA
w

—T4

4
y € argmin{f(z,y) = — > yi:
k=1

x1 +
T2 + Yo
T3 + Y3
T4 + Ya
—211 + un
—2xo + Y
—2z3 + 3
—214 + Y4

OO OO 0O

—

INIA AN ININININ TN

T 5 T 4
emquex:(azl To T3 T4 a:5) R ey:(yl Y2 Y3 y4) € R".
Uma vez que 09 = 1, entao este programa de dois niveis possui os 2 = 292 seguintes

minimos globais:
(w1G7y1G) = (1737371737271737 2) € ($2G7y2G) = (3737 37 173747 17372)

de valor objectivo F(z{,y{) = F(2§,y§) = 4(02 + 03+ 05) + Ypeo,(pr — 3) = 12. O
restante ntiimero de minimos locais é 2020405 _ 902 — 914241 _ 9 — 14,
Para obter a versao transformada do programa de dois niveis linear consideremos por

exemplo os seguintes vectores e matrizes:

vT:[—o.5 0 0.7 0.5 —0.1}, vg”:[og 0.3 0.3 0.1}

T

Dz:diag( 10 20 10 20 10 ) Dy:diag( 10 10 20 20 )
Entao as matrizes de transformacao M, e M, sao dadas por:

125 0 =35 25 05
0 20 O 0 0
M, = -35 0 149 -35 -0.7 M, =
25 0 =35 125 0.5
05 0 —-07 05 101

13.24 1.08 —-4.32 -1.44
1.08 10.36 —-1.44 —-0.48
—-4.32 —-1.44 16.76 —1.08
—1.44 -0.48 -1.08 19.64
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Note-se que ambos os vectores v, e v, tém norma [y unitdria e que todos os elementos
diagonais das matrizes D, e D, sao positivos.
Através da mudanca de varidveis + = M,Z e y = M,y obtém-se a seguinte versao

transformada e nao separavel do programa de dois niveis linear anterior:

ming 5z F(Z,y) = 12.02;7 +20.02o +7.2z3 +12.024 +10.475
—8.56y1 —9.527» —9.92y3 —16.64y4 +15

sujeito a
12.521 —3.5Z3 +2.524 +0.525 < 3
2075 < 3
—3.57, +14.973 —3.5T4 —0.775 < 3
2.5%, —35%3 +1257, 405275 < 3
0.5 —-0.7z3  +0.5z4 +10.175 < 3
—12.574 +3.5%3 —2.5T4 —0.525; < -1
—20Z4 < -1
3.571 —14.923 +3.574 +0.725 < -1
—2.53; +35%; —12.52, —0535 < -1
g € argmin{f(z,y) = 8.56y1 + 9.52y2 + 9.92y3 + 16.647y; :
12,5, —3.5%5 +2.5%4 +0.5z5 +13.245; +1.08y> —4.3253; —1.447,
2075 +1.087:, +10.36y> —1.44y; —0.487,
—3.5% +14.97; —3.5z, —0.7z5 —4.325; —1.44y, +16.7655 —1.08y,
2.5% —35%3 +12.5%4 +0.5%5; —1.4dy;  —0.48ys —1.0873 +19.649,
—25.07, +7.0Z5 —5.02, —1.0%5 +13.24y; +1.087> —4.32y; —1.447,
—40.0z2 +1.08y; +10.36y2 —1.44y3  —0.487,
7.0Z1 —29.873 +7.0x4 +1.4z5 —4.32y; —1.44y, +16.76y53 —1.087,
—5.0%; +7.023 —25.00, —1.0z5 —1.44y; —0.487, —1.087; +19.647,

~ o o\ 5 - o \T 4
emquex:(xl To T3 Iy x5) eRR ey:(y1 Y2 Y3 y4) € IR™.
Este programa de dois niveis possui de igual modo 2 = 2°2 minimos globais (z§, 7)

e (7§, 75), em que:

21% 8-1? D) 0.2414
Py : > 1 0.1138
=W | 3| =10272 |, gV =Wy | o= | (oeog
1 0.12 9 0.1366
3 0.304
(]
3 0.295 4 0.409
Py 3 0.15 - 1 0.103
) 0.095 5 0.151
3 0.299 '

Além disso o niimero de restantes minimos locais (nao globais) é também 202104105 202 —
212 2 =14,

o6

OO O OO

-

VAVAR VAR VAR VAR VANR VAN VAN



4.3 Experiéncia computacional com o método sequencial
LCP.

Nesta seccao apresentamos alguns resultados da utilizagdo do método sequencial LC'P
na resolugao de alguns problemas teste referidos neste capitulo. Apenas foram realizados
testes com problemas nao transformados, por serem estes os problemas em que o cédigo do
algoritmo é de mais facil utilizagao. Com efeito os programas nao separaveis nao contém
restricoes de nao negatividade nos valores das varidveis, pelo que o cédigo necessita de
ser transformado para ser aplicdvel nesse caso.

As caracteristicas dos problemas teste utilizados encontram-se descritas na tabela 4.1.
De notar apenas que todos os problemas gerados tem um ntimero exponencial de minimos

locais.

Parametros 01,09,03,04 € 05 Numero de

01 | 02 | 03 | 04 05 minimos locais
TipoA | 0|0 | 2|2 n 2%
TipoB| 0|0 |0 % & 2"
TipoC| 00|02 2 2"
TipoD| 0] 0|00 n 2"
TipoE| 0| 0] 0| n 0 2"

Tabela 4.1: Caracteristicas dos problemas teste resolvidos.

Os resultados para diferentes dimensoes sao descritos nas tabelas 4.3 e 4.4 para o caso
linear e 4.5 para o caso linear-quadratico. Na tabela 4.2 sao apresentados os significados
de todos os simbolos apresentados nas tabelas 4.3, 4.4 e 4.5.

Os testes computacionais foram realizados na maquina SUN Spark Station SLC. Os
cédigos implementados para a geracao dos problemas testes foram escritos em FORTRAN
77 e foi utilizado o cédigo do método sequencial LCP [JuFa88] também programado na

mesma linguagem.

n | n? de varidveis do primeiro nivel | NI n® de iteracoes
m | n? de varidveis do segundo nivel | NP | n? de pivotacoes
1 | n® de restricoes do primeiro nivel | T tempo CPU

lo | n9 de restricoes do segundo nivel * | parametro p = 0.001
U n® maximo de pivotagens para o tltimo LO'P

Tabela 4.2: Legenda das tabelas 4.3, 4.4 e 4.5.
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Dos resultados apresentados podemos retirar as seguintes conclusoes:

1. O algoritmo sequencial LC'P foi capaz de obter a solugao éptima global em todos os
casos num numero relativamente pequeno de pivotagoes. Em alguns casos houve a
necessidade de reduzir o valor do parametro p = 0.01 - casos assinalados nas tabelas

com o simbolo *.

2. O algoritmo sequencial LC'P nao foi capaz de mostrar em tempo ttil que o ultimo
LC P nao tem solucao. Assim por exemplo para problemas do tipo A comn =m =6
en =m = 12, num total de respectivamente 631 e 3819 pivotagoes o ultimo LCP
requereu nada mais nada menos que 175 e 3638. Por essa razao estabelecemos um
nimero maximo de pivotacoes para o dltimo LCP, tendo o algoritmo atingido esse

ntmero em todos os casos.

3. A técnica START mostrou um comportamento irregular. A incorporacao deste
processo inicial para comegar o método sequencial LC'P nem sempre deu melhores
resultados, como se pode ver nas tabelas 4.3 e 4.4 para o tipo de problemas A, B e
D.

4. O numero de iteragoes e pivotagoes para igual nimero de varidveis do primeiro nivel
manteve-se constante. De facto, ao aumentar o niimero de varidveis do segundo nivel
o valor do parametro o = min{n, m} nao é incrementado o que faz com que nao

haja dificuldades acrescidas para a resolucao dos problemas.

5. Os programas lineares-quadraticos foram mais faceis de resolver que os lineares.
Julgamos que este facto se prende com o menor ntimero de restricdes de segundo
nivel existentes nos programas de dois niveis (gerados com a técnica apresentada)

lineares-quadraticos em relagao aos estritamente lineares.
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Sequencial LCP

n =30, l; = 30, I» = 60, U = 200

n =60, l; = 60, Is = 120, U = 500

m = 30 m =45 m = 60 m =90
NI 12 12 22* 22*
Tipo A | NP 743 743 2382 2382
T 17.22 18.98 104.95 116.82
NI 12 12 22 22
Tipo B | NP 1017 1017 3210 3210
T 24.09 26.35 140.94 156.33
NI 22 22 43 43
Tipo C | NP 1381 1381 4786 4786
T 32.38 35.81 210.20 232.68
NI 2 2 2 2
Tipo D | NP 292 292 683 683
T 6.21 7.31 30.10 33.28
NI 32 32 62 62
Tipo E | NP 1313 1313 4857 4857
T 26.74 29.85 192.89 213.18

Tabela 4.3: Resultados para o caso estritamente linear (sem START).

n=30,11 =30,1l3 =60, U =200 | n=060,1; =60,y =120, U = 500
m = 30 m =45 m = 60 m = 90
START | SLCP | START | SLCP | START | SLCP | START | SLCP
NI 3 21 3 21 3 44* 3 44*
Tipo A | NP 32 1114 32 1114 62 4970 62 4970
T 0.01 24.45 0.01 27.13 0.03 202.47 0.03 224.64
NI 3 22* 3 22* 3 32 3 32
Tipo B | NP 32 1294 32 1294 62 4250 62 4250
T 0.01 28.43 0.01 30.90 0.03 205.40 0.03 228.04
NI 3 12 3 12 3 22 3 22
Tipo C | NP 32 978 32 978 62 3454 62 3454
T 0.02 21.23 0.02 23.85 0.03 141.80 0.03 156.65
NI 3 32* 3 32* 3 62* 3 62*
Tipo D | NP 32 1281 32 1281 62 5347 62 5347
T 0.02 27.06 0.02 29.51 0.03 209.36 0.03 231.53
NI 3 2 3 2 3 2 3 2
Tipo E | NP 32 262 32 262 62 623 62 623
T 0.01 6.44 0.02 6.95 0.03 30.99 0.03 34.11

Tabela 4.4: Resultados para o caso estritamente linear (com START).
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Sequencial LCP
n=230,11 =15=30,U =100 | n =60, [y =ls =60, U = 150
m = 30 m =45 m = 60 m =90
NI 12 12 22 22
Tipo A | NP 212 212 371 371
T 2.92 3.14 12.96 14.46
NI 12 12 22 22
Tipo B | NP 202 202 352 352
T 4.02 4.61 19.31 21.59
NI 22 22 42 42
Tipo C | NP 244 244 434 434
T 3.58 4.21 14.36 16.59
NI 2 2 2 2
Tipo D | NP 161 161 271 271
T 5.14 5.74 22.92 25.91
NI 32 32 62 62
Tipo E | NP 284 284 512 512
T 4.65 5.05 20.37 23.19

Tabela 4.5: Resultados para o caso linear-quadratico.
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Capitulo 5

Algoritmos de descida para
programacao de dois niveis
quadratica.

O facto dos programas de dois niveis lineares e lineares-quadraticos possuirem funcoes
objectivo lineares no primeiro nivel torna mais ficil o desenvolvimento de algoritmos
capazes de obter minimos globais desses programas. Se a fun¢do objectivo do primeiro
nivel é nao linear, entao os problemas apresentam um maior grau de dificuldade e somente
técnicas enumerativas foram até agora desenvolvidas para a obtencao de minimos globais.
Assim Bard [Ba88|, Edmunds e Bard [EdBa91] e Jaumard, Savard e Xiong [JaSaXi92]
resolveram programas de dois niveis quadraticos com fungoes objectivo do primeiro nivel
convexas através de procedimentos do tipo Branch and Bound e Al-Khayyal, Horst e
Pardalos [AlHoPa92] adaptaram um processo enumerativo para a resolugao de PDN@Q’s
com fungoes do primeiro nivel concavas.

Bi, Calamai e Conn [BiCaCo91] generalizaram a técnica de penalidade exacta referida
em 3.4, do caso linear para o nao linear. Outra técnica de penalidade foi desenvolvida
por Aiyoshi e Shimizu [AiSh81] em que o problema do segundo nivel é substituido por
um equivalente problema penalizado. FEstes autores sugerem em [AiSh84] uma forma
diferente de resolver o problema resultante, por intermédio da substituicdo do problema
do segundo nivel penalizado pelas suas condigoes necessérias de optimalidade. Em [IsAi92]
é proposto um algoritmo que minimiza um programa de dois niveis transformado, obtido
do inicial através de uma aproximacao de ambas as fungoes objectivo por funcoes la-
grangeanas aumentadas apropriadas.

Todas as técnicas de penalidade referidas garantem somente a obtencao de um minimo
local. Métodos descendentes foram ainda desenvolvidos por Florian e Chen [FICh91] e

por Kolstad e Lasdon [KoLa90] para o mesmo fim.
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Neste capitulo propomos dois diferentes algoritmos de descida para a resolucao de
programas de dois niveis quadraticos [ViSaJu92]. O primeiro algoritmo, descrito na sec¢ao
5.2, é baseado em operagoes pivotais modificadas que obrigam a deslocamentos directos
ao longo da regiao induzida. Este algoritmo nao converge em geral para um minimo local
a excepcao do caso em que a fungao objectivo do primeiro nivel é concava. O segundo
algoritmo é abordado na seccao seguinte e consiste de uma modificacao do algoritmo
da descida méxima de Gauvin e Savard [GaSa91], através do uso do método sequencial
LCP para o calculo da direccao de descida e de técnicas exactas para a determinacao
do comprimento dos passos. E ainda proposto um algoritmo hibrido que engloba os dois

algoritmos referidos.

O facto de ser dificil ao método sequencial LC P provar a optimalidade local aquando
da sua incorporacao no método da descida maxima, motivou o estudo da determinacao
da complexidade de tal tarefa. Assim, demonstramos na ultima seccdo deste capitulo
que provar que um dado ponto é minimo local para um programa de dois niveis é um
problema NP-Dificil [ViSaJu92].

5.1 Definicoes e propriedades de um programa de dois niveis
quadratico.

Ao longo deste capitulo trabalhamos com o seguinte programa de dois niveis quadratico

(PDNQ):
T T

sujeito a x>0
. 1
y € argmin{f(z,y) = 5y' Qu+y' Sz +dyy:
Aoz + Boy < by, y >0}

em que ¢; € R" ¢co,de € R™ Cy € IRnxn’ Q,Cy € R™*™ .S, Cg e R™"™, Ay €
R™2*" By € R2*™ e by € R™.

G Cs
ch oy
simétricas positiva semi-definida e positiva definida. Estas hipoteses garantem, que nao

Assume-se que a matriz C' = e a matriz () sdo respectivamente matrizes

s6 o problema relaxado PR nas varidveis x e y:

o1z o e
.y 2| y Ccy Gy Yy

sujeito a Aox + Boy < by

z,y=>0
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mas também o problema do segundo nivel P(z) em y:

1
min  Sy'Qy+ (Sz+da)'y
sujeito a Boy < by — Asx, y>0

sao programas quadraticos convexos. Note-se no entanto que sé este ultimo é estritamente
convexo.

Para assegurar a existéncia de solucao para o problema PDN( assume-se que, para
x > 0, o conjunto C(z) = {y € R™ : Bay < by — Asx, y > 0} é nao vazio. Com
efeito, através desta ressalva todas as hipoteses do teorema 2.2 sao vélidas e o problema
PDNQ@ tem solucao 6ptima. Além disso, o facto de C'(x) # () também assegura solugoes
unicas para o problema do segundo nivel P(x), qualquer que seja 2 de componentes nao
negativas.

De modo semelhante ao que sucede nas classes estritamente linear e linear-quadratica,
a regiao induzida RI do problema PDN(Q é definida pelas seguintes condicoes de com-

plementaridade:

Aoz + Boy + a = by

r,y, o B, 720
aly=y"8=0

em que a, v € R®2 ¢ § € R™. Com efeito, o problema P (z) ser convexo em y permite a sua
substituicao pelas respectivas condigoes KKT, necessarias e suficientes para caracterizar
a optimalidade.

A definigao seguinte introduz a nocgao de ponto extremo da regiao induzida.

Definicao 5.1 u = (z,y) diz-se um ponto extremo da regido induzida (ERI ) se existirem
a, B e tais que (z,y,a, B,7) € ponto extremo do conjunto poliédrico definido pelas
condigoes (5.1)-(5.3) e satisfaz as condigoes de complementaridade (5.4).

A semelhanca com o que sucede com a programacao linear, um ponto ERI diz-se ndo
degenerado se os wvalores das varidveis bdsicas forem todos positivos e degenerado caso
exista alguma varidvel bdsica nula.

Dois pontos ERI dizem-se adjacentes se as suas bases diferirem em somente uma

coluna.

Do decorrido é possivel afirmar que um deslocamento entre dois pontos FRI pode
ser realizado por intermédio de uma simples operacao pivotal que mantenha valida as
condigoes de complementaridade. Para isso basta impedir que duas varidveis comple-

mentares do mesmo par possam ser simultaneamente bésicas.
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A definicao 5.2 estabelece uma classe de direcgoes que estao na base do algoritmo de

descida a ser estudado na seccao seguinte.

Definigao 5.2 A direc¢do d diz-se uma direcgdo de pontos extremos da regido induzida
(ERI) se liga dois pontos ERI.

O teorema seguinte assegura que se um ponto EFRI nao for minimo local, entao de
entre todas as direccoes de descida que emanam desse ponto encontra-se pelo menos uma
direccao FRI. Este facto motiva o desenvolvimento de um método de resolucao para o
problema PDN(Q baseado em direcgoes da classe ERI.

Para simplificar as notacoes, a todas as direcgoes que ligam pontos da regiao induzida
chamamos direcgoes da regiao induzida, em abreviatura direccoes RI. Estas direccoes sao

as direcgoes admissiveis do programa de dois niveis que estamos a considerar.

Teorema 5.1 Seja u um ponto EIR. Se u nao € um minimo local do problema PDNQ

entdo existe pelo menos uma direccdo ERI de descida em u.

Demonstracao: Se v ndao é minimo local entao existe pelo menos uma direccao RI
de descida em u. Pela propriedade da modularidade linear da regiao induzida [Ba88], esta

direcgao pode ser decomposta na forma:

p p
d=> pid;, emque Y pi=1, p1; >0

i=1 i=1

e d; sao direccoes FRI, i =1,...,p.

Suponhamos por absurdo que todas as direccoes d;, i, ..., p, satisfazem:
VF(u)'d; >0

Entao:

P
T
ZMz‘VF(U) d; >0
i=1
Mas, através da combinacao linear convexa da direccao d é possivel escrever:
T
VF(u)'d>0

o que contradiz o facto de d ser uma direccao de descida. Deste modo prova-se que existe

pelo menos uma direc¢do ERI (entre as direcgoes d;, i = 1,...,p) descendente. O
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5.2 Algoritmo de descida em pontos extremos da regiao
induzida.

Nesta seccao introduzimos um novo algoritmo de descida em pontos extremos da regiao
induzida. Este algoritmo, que por uma questao de abreviatura designaremos por ADFERI,
baseia-se nas nogoes apresentadas na seccao anterior.

Dado um ponto EIR nao degenerado (Z,y), uma das trés situagoes ocorre:
(i) (z,y) é um minimo local para o problema PDNQ),

(ii) (Z,y) ndo é um minimo local mas existe uma direccao ERI para a qual o outro

ponto ERI adjacente (Z,y), ligado ao primeiro pela direcgao referida, satisfaz:
F(z,y) < F(z,7),
(iii) (z,y) ndo é um minimo local e:

F(z,9) = F(z,7)

<l

para todos os outros pontos ERI adjacentes (Z,y). Este tipo de pontos sao
designados, seguindo a mesma terminologia utilizada em [A187] e ja referida aquando
da descrigao do método sequencial LC' P, de minimos locais em estrela da regiao in-

duzida (M LERI).

Nesta fase de introducgao do algoritmo ADFERI é importante salientar que, se um
ponto M LERI (Z,y) ndo é um minimo local para o problema PDN(Q, entao existe pelo
menos uma direccdo ERI em (Z,y). A fim de ilustrar esta situacao considere-se a seguinte
instancia de um programa de dois niveis quadratico em IR3:

min (o1 g (= 2+ 5y 1)
1,22,y 2 2
sujeito a 0< 1,22 <1
1
Yy € argmln{iy2 +y— 21y + 222y :
0<y<1}

A regiao induzida deste problema PDN(Q com trés variaveis é formada pela unido dos

conjuntos:

{(z1,22,y) e R®:
{(z1,22,y) € R® :
{(z1,22,y) € R® :

1 <1, 290 >0, —x1+2x2§0,y:1}
—r1+2z+y=1 0<y<1}
1 >0, 12 <1, =11 + 222 > 1, y = 0}
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Va

)

Vi Vs

Figura 5.1: Ponto M LERI com duas direccoes ETR.

Estes conjuntos correspondem a trés segmentos de plano. O primeiro pertence ao plano
horizontal y = 1 e é o triangulo de vértices Vi = (1,0,1), Vo = (0,0,1) e V3 = (1,1/2,1),
representado na figura 5.1. O terceiro conjunto corresponde a um tridngulo assente no
plano y = 0, enquanto o segundo conjunto é um quadrilatero que une, pelo interior do
conjunto C'R, os dois triangulos referidos. Apesar de no ponto EIR, Vi, as direcgoes VF}Q
e Vﬁ}g serem ambas direcgoes F'I R de descida, os valores objectivos de F' nos pontos ERI
adjacentes V5 e V3 sao maiores ou iguais que o valor de F' em V;. Do decorrido, conclui-se
que Vi é um minimo local em estrela da regiao induzida.

E de certo modo facil desenvolver um algoritmo que pelo menos consegue determinar
um ponto M LERI para o problema PDN(@. Numa fase inicial o algoritmo tem de achar
um ponto FRI. Em cada iteragao seguinte, ou o ponto ERI corrente é um minimo local
ou um ponto M LFERI e o algoritmo termina, ou um novo ponto FRI adjacente é obtido
com um valor objectivo para o primeiro nivel inferior ao corrente. Os passos do algoritmo

sao descritos de seguida.

Passo inicial - Calcular um ponto EIR inicial, ug. Fazer k = 0.
Passo geral - Seja Dy, o conjunto das direc¢oes EIR em uy:
Dy ={d: F(u)"d <0, com d direccio EIR}

(i) Se Dy # 0, seleccionar dj, em Dy, tal que:

F(ugy1) < F(ug)

em que uiy+1 € o ponto EIR adjacente que estd ligado a uy através da
direccao di. Fazer k = k + 1 e repetir este passo. Se nao for possivel
encontrar tal direccao parar: uy é um ponto M LERI para o problema
PDNQ.
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(ii) Se Dy = 0, parar: ug é um minimo local para o problema PDNQ.

Como foi referido na seccao anterior, cada iteracao do passo geral do algoritmo consiste
numa simples operagao pivotal que mantém validas as condi¢oes de complementaridade,
o que se traduz num baixo custo computacional.

Desde que todos os pontos FRI sejam nao degenerados o algoritmo termina sempre
num ponto MLERI. No entanto, apenas na situacao Dj = () se pode assegurar que
ug ¢ um minimo local para o problema PDNQ. E precisamente esta desvantagem do
algoritmo ADFERI que motiva o uso de um outro procedimento. Na proxima seccao é
discutida uma versao modificada do algoritmo de descida méaxima para programacao de

dois niveis quadratica que permite ultrapassar esta desvantagem do algoritmo ADFERI.

Uma questao importante associada ao algoritmo apresentado é o cédlculo do primeiro
ponto ERI. Como o problema relaxado PR é um programa quadratico convexo e o seu
conjunto de restrigoes é nao vazio, entao existe sempre uma solugao 6ptima (xg,yr), que
pode ser encontrada em tempo polinomial [KoMiYo91].

Se o ponto (zg, yr) pertencer a regiao induzida entao é um minimo global do problema
PDNQ@Q. Como ja foi visto em alguns exemplos, esta situagao raramente ocorre pois um
programa de dois niveis é quase sempre caracterizado por uma forte conflitualidade entre
0s objectivos associados aos dois niveis de resolucao. No entanto, um primeiro ponto da
regiao induzida pode ser encontrado ao fixar x = xp e resolver o programa quadratico
P(zR). Pelo facto de @) ser uma matriz positiva definida e de C(xzg) # (), este programa
tem uma solugao tunica, y(zg), que pode ser encontrada também em tempo polinomial.

Deste modo é possivel determinar em tempo polinomial um ponto da regiao induzida.
No entanto, tal solugao nao é em geral um ponto FRI, uma vez que pode nao corresponder
a uma solugao bésica do sistema de equagoes lineares definido por (5.1), (5.2) e (5.3).

Em [Mu83] é descrito um algoritmo para gerar solugoes basicas admissiveis a partir de
pontos admissiveis. Este algoritmo tem convergéncia polinomial [Me91] e consiste apenas
em reduzir iterativamente o nimero de varidveis positivas. Uma vez que as restrigoes de
complementaridade nunca sao violadas, apenas pontos da regiao induzida sao visitados e
0 processo termina num ponto EFRI.

Como conclusao final é possivel afirmar que um ponto inicial £RI pode ser obtido de

forma expedita e em tempo polinomial.

5.3 Algoritmo de descida maxima modificado.

Nesta sec¢ao discutimos o uso do método da descida méxima de Gauvin e Savard [GaSa91]

para a resolucao do problema PDN Q. Este método j4 foi parcialmente descrito na secgao
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2.3 - teorema 2.6 - para o caso nao linear. Entre as hip6teses adiantadas na altura verifica-
-se que é apenas necessario impor ao problema PDN(@ que os gradientes das restricoes
activas em todos os pontos usados pelo algoritmo sejam linearmente independentes.
Numa dada iteragao k do algoritmo, a direcgao de descida méxima dy = (zx, wg) no
ponto ux = (xg,yr) é dada pela resolugdo do seguinte programa de dois niveis linear-
-quadratico PDNLQ(xy):
min (Cyay + Cayp + c1)' 2 + (CT 2y, + Coyp + c2)Tw
sujeit(; a 1<z <1,1=1,..,n
w € argmin{w’ Qu + 2w’ Sz :
bz + Bhw <0
(—0k A5)" = + (Qui + Sp + do)'w = 0, w' > 0}

em que z € R” e w € R™. As matrizes A}, e B} contém todas as linhas de As e
By correspondentes a restricoes activas em uy. De modo equivalente, o vector w’ é um
subvector de w para o qual apenas sao considerados indices i associados a varidveis (y);
iguais a zero. Finalmente, ¢ sdo os multiplicadores associados as restrigoes activas em
Uk -

Se o valor éptimo do problema PDN LQ(xy) for maior ou igual que zero, entao uy é
um minimo local do problema PDN LQ(z)) (condigao necesséria e neste caso suficiente
de optimalidade ja referida na seccao 2.3). Caso contrario, a solugdo 6ptima do problema
PDNLQ(xy) é a direc¢ao de descida maxima (zx, wy) € um novo ponto na regiao induzida

é calculado utilizando a férmula:

(k15 Y1) = Tk, Ur) + or(2, wi)

em que 0} é um comprimento de passo adequado.

E importante referir que, se apenas se pretender uma direccao de descida, entao nao é
necessario resolver o problema PDNLQ(x) até ao fim. De facto, todos os valores com-
preendidos entre 0 e o valor éptimo (negativo) do problema PDN LQ(xy) correspondem
a direccoes de descida [GaSa91]. Esta propriedade resulta do facto da fungao objectivo do
primeiro nivel constituir o produto interno do gradiente de F' em x e em y pelas varidveis
z e w e deve influir na escolha do algoritmo para a resolugao do problema PDNLQ(xy).
Nesta seccao mostramos como o método sequencial LC' P se adequa a este propdsito. Além

disso iremos propor um processo de calcular comprimentos de passo de forma exacta.
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5.3.1 Utilizacao do método sequencial LC'P para resolver o problema
PDNLQ(xg).

Como o segundo nivel do problema PDN LQ(x)) é um programa quadrético convexo em

w pode ser substituido pelas condicoes KKT e ser escrito na forma M LC P’ equivalente:

min (Crag + Csyp + 1) 2 + (CTxp + Coyp + c2) T w
sujeito a  2Qw + 2S5z + BQT’/ — B+ (Qup + Sz + d2)TE=0
hz+ Byw+a' =0
(=t ADT 2 + (Qyg + Sap, + do)Tw =0
ol = ﬁ/Tw/ =0

w,o, 8,9 >0 -1<z<1,i=1,...,n

em que a dimensao dos vectores o’ e 7 é igual ao nimero de linhas da matriz B) e o
vector 4’ tem o mesmo nimero de componentes que o vector w’.
O método sequencial LC P procura um minimo global deste problema resolvendo uma

sequéncia de problemas LC'P(i) da forma:

(Cray, + Cayp + c1) 2 + (Cg:nk + Coyp + cz)Tw <\

2Qw + 257z + BTy — 8 + (Qui + Sy, + d2)TE =0
bz + Byw+a' =0

(=0 Ap)" 2 + (Qui, + Sag + d2)"w = 0

0/T7’ = ﬁ’Tw’ =0

w,o, 8,7 >0 -1<z<1,i=1,...,n

em que, como foi visto na secgao 3.2, {\;} constitui uma sequéncia de valores reais de-
crescentes.

O método termina quando for encontrado um LCP(j) sem solugao. Neste caso a
solugdo do LC'P(j — 1) anterior é uma solugao e-global para o problema PDNLQ(xy).
Como foi referido na seccao 3.2 e comprovado aquando dos testes computacionais realiza-
dos na secgao 4.3, o método sequencial comporta-se bem para encontrar a solugao e-global
(quase sempre global) mas encontra bastantes dificuldades para comprovar
a optimalidade de tal solucdo. De facto, provar que um problema linear complemen-
tar nao tem solugao é de um grau de dificuldade muito maior que apenas encontrar uma
solugdo para tal problema. Alids esta questao é, na sua forma geral, um problema actual
e ainda em aberto em optimizacgao global.

No entanto, nao é exigido que se encontre um minimo global para o problema
PDNLQ(xy). Com efeito qualquer solugao (z,w) de um LCP(i) com \; < 0 é uma

direc¢ao de descida. Como o método sequencial LC'P resolve uma sequéncia de LC'P(7)
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com valores decrescentes de A;, entao o algoritmo pode terminar logo que seja encontrada
uma solucao de um LCP(j) tal que A; < 0. Deste modo é possivel contornar a maior
desvantagem do método sequencial LC'P.

Suponhamos agora que o método de descida méxima encontra um minimo local. Como
nao existem direc¢oes de descida nesse ponto o valor 6ptimo do problema PDN LQ(xy)
é nao negativo. Neste caso, hd a obrigatoriedade de o método sequencial LC'P realizar
o seu ultimo passo para assegurar que de facto o minimo local foi atingido. No entanto

esta tarefa so é realizada uma tnica vez ao longo do algoritmo da descida méaxima.

Para finalizar esta seccdo, concluimos que é adequado o uso do algoritmo sequen-
cial LCP para encontrar uma direccao descendente para o método da descida méaxima,
apesar de ser dificil estabelecer a optimalidade local no tltimo passo deste método. E
conhecida a dificuldade de tal tarefa em programacao quadratica nao convexa, tendo sido
ja provado que verificar a optimalidade local num tal programa é um problema NP-Dificil.
A discussao anterior parece indicar que a mesma propriedade também se verifica para pro-
gramagao de dois niveis quadratica. Na seccao 5.5 provamos que verificar a optimalidade
local para programacao de dois niveis linear é NP-Dificil. Como um programa de dois
niveis linear é um caso particular de programa de dois niveis quadratico estabelece-se

também a referida propriedade para programacao de dois niveis quadratica.

5.3.2 Calculo exacto do comprimento do passo.

A propriedade de modularidade linear da regiao induzida obriga a que se determinem
critérios exactos para o cdlculo do comprimento do passo. De facto, dados um ponto ug =
(g, yx) e uma direcgdo d = (2, wy) da regiao induzida, é conveniente desenvolver um
critério eficiente para calcular o maior comprimento de passo admissivel. Para conjuntos
poliédricos tal critério é facilmente estabelecido através de uma regra de quociente minimo.
No caso de uma regiao induzida, em que as fronteiras sao definidas implicitamente, o
problema de encontrar o maior comprimento de passo admissivel o.x reveste uma forma,
mais complicada.

Seja 17 o nimero de restrigoes activas em ug + ody, para pequenos valores positivos de
0. Se n = 0, entao nao existem multiplicadores nas restri¢coes duais das condigoes KKT

em uy + odg, e estas restricoes podem ser escritas como:
Qyk + owg) + S(@k +02) + d2 =0

A direc¢ao RI, d = (zx,wy), deve verificar estas condigbes e consequentemente o com-

primento de passo omax € 0 maior valor de o que verifica:

As(xg + ozi) + Ba(yx + owy) < by

xp+tozp 20, yp+owg >0
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Logo para este caso apenas é necessario uma regra de quociente minimo para calcular

Omax-

Considere-se agora o caso 11 > 0 e sejam:
rle+sTy=t,i=1,....n (5.5)

as 7 restricoes do segundo nivel activas em up + odg. As restrigdes duais das condigoes

KKT em uy + ody apresentam a formas:
Qyr + owy) + S(xp +o2) +da + 0151+ -+ 0ysy; =0 (5.6)

em que d;, i,...,7n sdo os correspondentes multiplicadores nao negativos. Como ) é uma

matriz nao singular, esta ltima condicao implica que:
Y + owg = —Q_IS(xk +oz) — Q_ldg - 51Q_181 — e — 577Q_15,7

Ao substituir-se esta expressao de yx +owy, nas restrigoes activas (5.5) obtém-se o seguinte

sistema linear nas variaveis d;, 1 = 1,...,n:
76 =q +oq”, (5.7)

em que:

i —S,{Q_lSl —S{Q_lsn 01

I —s%Q‘lsl —ng_lsn o

[t — o, +sTQ 1Sz, + sTQ 1dy —rfz + 51Q71S 2,

q = : e ¢'= :
|ty — r%xk + ng_lsxk + ng_ldg —ng;C + an_lSzk

Através da resolucao dos dois sistemas lineares n x n:
7 = q/ e 7V — q//
é possivel obter uma relagao linear entre todos os n multiplicadores e o parametro o:
Si=vi+vle, i=1,...,n

Antes de referir como calcular o valor exacto de opax € importante medir o esforgo
computacional necessario para calcular os vectores v’ e /. O teorema seguinte formaliza

esta contagem.

Teorema 5.2 O nimero total de sistemas necessdrio para calcular o maior comprimento
de passo admissivel omax € N+2 (0 sistemas com a matriz Q e dois sistemas com a matriz
— .. o e () le.
Z = [zijl,)xp» PaTa a qual zij; = —5;Q7"s;).
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Demonstracao: De facto, apds a resolugao dos 7 sistemas Q€ = s;, ¢ = 1,...,7n
apenas sao precisos produtos internos para preparar todos os dados necessarios a resolugao
do sistema (5.7).

Além disso é ainda necessario resolver dois sistemas com a matriz Z para calcular os

vectores V' e /. O

Dado que a matriz ) é simétrica positiva definida, a sua factorizacdo de Cholesky
Q = LL"T pode ser determinada, em que L é uma matriz triangular com elementos
diagonais positivos. Note-se que esta factorizagao sé precisa ser calculada uma vez durante
todo o método da descida méxima. Deste modo, em cada iteracao sé é necessario resolver

2n sistemas triangulares com a matriz L e dois sistemas com a matriz Z.

Depois de calculados os vectores v/ e v, 0o maior comprimento de passo admissivel

Omax € 0 maior valor de o que verifica:

As(xp + 02) + Ba(yi, + owy) < by
Tp+ozrk >0, yp+owp >0

I/Z{—FVZ{IUZO, 1=1,...,m

Assim, prova-se que também no caso > 0 o valor de opyax é calculado através de uma
regra de quociente minimo. A diferenca em relagao ao caso nn = 0 consiste no consideravel
esforgo computacional que é necessario para obter as expressées em o dos multiplicadores

i, t=1,...,m.

Para o calculo do comprimento do passo oy, estudamos o comportamento da fungao:

1
G(o) = §(uk + odi) T C(uy + ody) + T (uy + ody)

em )0, omax] (com ¢! = (I, cl)). Uma vez que C' é uma matriz positiva semi-definida, a

fungao G é convexa e o seu minimizante oj, em IR pode ser calculado através da expressao

G'(0) = 0. Efectuando alguns célculos elementares concluimos que:

cTdp+dT Cuy, T
— k= d;. Cdg, > 0
of = ared, 5 G0k > (5.8)
400 se ddek =0
O comprimento de passo o é entao calculado através da féormula:
o = o, se 0< 0} < Omax (5.9)

Omax Caso contrario

traduzindo a possivel ndo admissibilidade do comprimento de passo oy.
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Figura 5.2: Célculo exacto dos comprimentos de passo omax € 0.

Com intuito de exemplificar o cdlculo do comprimento de passo exacto oy,

consideramos o seguinte programa de dois niveis quadratico com trés variaveis:

[a—

1 2 1 4

. Tt — 12 Sz — V24 Sy — 22

R 1 R A 1R VA 1C Y
sujeito a 0< 1,22 <1
o1

y € argmm{égf +y—x1y + 322y -

0<y<1}
para o qual a regidao induzida é formada pela uniao dos conjuntos:

{(z1,22,9) eR?: 21<1, 29>0, —21+322 <0, y = 1}
{(z1,22,y) € R®: —a1 + 320 +y=1,0<y <1}
{(xthay) EIR?): T 207 T2 S 13 _$1+3$2 Z 1, y:O}

A semelhanga da figura 5.1, a figura 5.2 descreve o primeiro destes conjuntos - o
tridngulo de vértices V; = (1,0,1), Vo = (0,0,1) e V3 = (3/2,1/2,1). Se o ponto ini-
cial do algoritmo de descida méaxima for ug = V; entdo dyp = (0,1/3,0) é a primeira
direccao de descida maxima e um novo ponto na regiao induzida é calculado através de
u; = ug + opdp com 0y = omax = 1/3. Na segunda iteracao, d; = (0,1/15,—1/5) e
uy = uy + o1dy = (1,2/5,4/5) = Vs, com o1 = o} = v/10/15. O ponto uy é um minimo
local e o algoritmo termina. E importante verificar que, enquanto na primeira iteracao
o comprimento de passo o(, nao é admissivel e o deslocamento ao longo da direc¢ao dy é

realizado com o auxilio do maior comprimento de passo admissivel opayx, na segunda
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iteracdo o comprimento de passo o} ja é admissivel e é através dele que é feito o desloca-
mento ao longo de dj.

Verifica-se com facilidade que a determinagao de o}, é uma tarefa menos complicada
que achar o valor do maior comprimento de passo admissivel onyax. Este facto motiva
a apresentacao de um modo alternativo do cédlculo do comprimento do passo que tenta
evitar a determinacao do valor op,.x. Este procedimento alternativo necessita de resolver

um programa quadratico convexo e os seus passos sao descritos de seguida:

(i) calcular o), como em (5.8) e fazer T = xy, + 0,2

(ii) resolver o programa quadratico estritamente convexo P(Z). Seja y(Z) a sua solugao

éptima. Se y(Z) = y + oj,wy, considere-se 0 novo ponto:
U1 = (Tt 1, Y1) = (2, y(2))

(iii) caso contrario o, ndo é um comprimento de passo admissivel e o valor de omax tem

de ser calculado de modo a fazer-se:

Upr1 = Uk + Omaxdk

Como primeiro comentario, saliente-se que a nocao de comprimento de passo nao
admissivel se refere ao espago de restri¢es activas em que os pontos correntes do algoritmo
se encontram. De facto, se a nocao de admissibilidade fosse a usual, desde que = > 0,
todos os pontos ao longo das respectivas direcgoes seriam considerados admissiveis.

O programa quadratico P(Z) pode ser resolvido em tempo polinomial num ndmero
de iteragdes que nao depende do nimero de restrigoes activas [CLMS90]. Desta forma,
o procedimento apresentado pode constituir de facto uma alternativa vélida, particular-
mente quando ¢é elevado o niimero de restrigoes activas 7. No entanto, chame-se mais uma

vez a atencao para a necessidade de calcular o valor de omax quando o, nao é admissivel.

E ainda de acrescentar que todas as técnicas descritas nesta seccao para o calculo do
comprimento do passo podem ser aplicaveis a outros métodos descendentes, desde que

utilizem direcgoes RI para resolver o problema PDNQ.

Ambos os algoritmos ADERI e da descida méxima modificado sdo generalizdveis a
programas de dois niveis quadraticos com restrigoes do primeiro nivel, desde que estas sé
incorporem varidveis do primeiro nivel. Alids, ambos os exemplos introduzidos atrés e

correspondentes as figuras 5.1 e 5.2, incluem restricées do primeiro nivel em z.
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5.4 Algoritmo hibrido.

Nas secgoes anteriores descrevemos dois algoritmos para a solucao de um programa de
dois niveis quadrético. O algoritmo de descida em pontos extremos da regiao induzida
ADFERI é bastante simples mas nem sempre consegue assegurar um minimo local para
o problema PDNQ. Por outro lado, o algoritmo de descida méxima modificado que foi
apresentado é computacionalmente mais elaborado mas consegue sempre convergir para
um minimo local.

Combinando ambos os algoritmos elabora-se um método de resolugao que tira partido
das vantagens de ambas as metodologias. Seguidamente sao apresentados os passo desta

técnica hibrida.

Passo 1 - Aplicar o algoritmo ADFERI. Parar no caso de o método terminar com um
minimo local. Caso contrario, seja uy o ponto M LERI obtido no final deste
algoritmo.

Passo 2 - Resolver o problema PDN LQ(xj) para encontrar uma direc¢ao de descida dy.
Se o valor 6ptimo deste problema for maior ou igual que zero, parar: up é um
minimo local para o problema PDN(. Senao, calcular o como em (5.9) e
actualizar ug41 do seguinte modo: ugi1 = ug + ordy. Fazer k = k4 1 e repetir
0 passo 2.

E ainda de considerar a possibilidade de se passar apds algumas iteragoes do passo
2 para o passo 1. Esta poderad ser uma maneira de se caminhar para a obtencao de um
melhor minimo local para o problema PDN(Q. Para o calculo de um novo ponto extremo
da regiao induzida pode ser utilizado o procedimento descrito na seccao 5.2.

O caso da funcdo F' ser convexa mas nao linear em geral, ndo acarreta alteracoes
significativas nos algoritmos expostos. O método sequencial LC'P continua a ser aplicavel
com sucesso ao calculo da direccao de descida e apenas a determinagao do comprimento
de passo o necessita de um processo alternativo para resolver a equacao nao linear
G'(a) = 0.

No final desta sec¢do vamos estudar o comportamento do algoritmo ADFERI e con-
sequentemente do algoritmo hibrido para a resolucao de programas de dois niveis para
os quais a fungao do primeiro nivel F' é concava, ou seja, em que a matriz C' é negativa
semi-definida. Neste caso, verifica-se para programacao de dois niveis uma conhecida

propriedade da programacao concava.

Teorema 5.3 Se F' € uma funcgdo estritamente concava entao todo o minimo local para

o problema PDNQ € um ponto extremo da regido induzida.
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Demonstracao: Em primeiro lugar provamos que todos os pontos da regiao in-
duzida pertencentes a uma dada face formam um conjunto poliédrico. Suponhamos que
uma dada face é constituida pelo conjunto de 7 restrigdes activas na forma (5.5). As
respectivas restricdes duais das condi¢des KKT formam um conjunto poliédrico em IR™ "+
e a projecciao deste conjunto sobre IR™™™ constitui também um conjunto poliédrico
(definido no méximo por m hiperplanos). A interseccdo deste conjunto convexo com a
face considerada forma um subconjunto poliédrico pertencente & face da regido induzida.

Seja agora u um minimo local para o problema PDNQ. Do que foi provado atras a

regiao induzida RI do problema PDN( ¢é a uniao finita de conjuntos poliédricos:

RI =UE P,
em que P, é um conjunto poliédrico, ¢ = 1,..., K. Logo, existe pelo menos um k €
{1...., K} tal que u € P;. Como u é um minimo local em P} a demonstragao do teorema é

concluida de imediato se atendermos a teoria da minimizagao de fungoes concavas sujeitas

a restricoes lineares. O

Se aplicarmos o algoritmo ADFERI ao problema PDN(Q no caso em que a funcao do
primeiro nivel é concava e na auséncia de degenerescéncia, obtemos sempre um minimo
local para o problema em causa. Este facto é consequéncia imediata dos teoremas 5.1 e
5.3 e faz com que nao seja necessario aplicar o algoritmo da descida méxima. No entanto,
se o tltimo ponto E RI obtido for degenerado entao nao existe garantia que tal ponto seja
de facto um minimo local.

Como nota final refira-se que na presenca de funcées do primeiro nivel concavas mas

nao lineares em geral, o teorema 5.3 e as consideragoes anteriores mantém-se validos.

5.5 Complexidade da verificacao da optimalidade local.

Nesta seccao provamos que estabelecer se um dado ponto é um minimo local estrito ou
nao é um problema NP-Dificil. Este tépico esta directamente relacionado com a discussao
no final da subseccao 5.3.1. De facto, a dificuldade do algoritmo sequencial LCP em
comprovar a optimalidade local do tultimo ponto gerado pelo método da descida maxima
motivou o estudo da complexidade de tal tarefa. Para provar os resultados mencionados
usamos as mesmas ideias descritas em Pardalos e Schnitger [PaSc88| para programacao
quadrética indefinida. Estes autores estabeleceram uma equivaléncia entre o problema
da verificagao da optimalidade local, estrita ou nao, e o conhecido problema da tripla
satisfacao, em abreviatura designado por problema 3SAT. O facto deste problema 3SAT
ser NP-Completo [CoT71] atribui a caracteristica NP-Dificil & programacao quadrética
indefinida.
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Como referirmos anteriormente, o livro de Garey e Johnson [GaJo79] apresenta um
estudo detalhado da teoria da complexidade. Sugerimos também [Va9l] para a area da

complexidade que diz directamente respeito ao estudo dos problemas de optimizacao.

Os resultados mencionados em [PaSc88| foram estabelecidos utilizando um programa
quadrético indefinido com n varidveis e tal que todos os valores préprios da forma

quadrética sao negativos a excepc¢ao de um que € positivo. Este programa tem as seguintes

restricoes:
3
Agx > 3 +c
1 1 .
§—x0§$i§§+mo, i1=1,...,n (5.10)

x; >0, 1=0,...,n

associadas a uma instancia S do problema 3SAT.

A fim de provar os nossos resultados de complexidade, consideramos programas de
dois niveis lineares cujas restrigoes do primeiro nivel sao as restri¢oes (5.10) e mostramos
que estes programas de dois niveis satisfazem propriedades semelhantes as do programa

quadratico indefinido.

Teorema 5.4 Verificar a optimalidade local estrita em programacdo de dois niveis linear
é NP-Dificil.

Demonstracao: Considere-se o seguinte programa de dois niveis linear:
n
min F(xz,l,m,z) = g %
z,lm,z i1

3
sujeito a Agx > 3 +c

1
§—$0§$2’§§—|—l’0, 1=1,...,n

2;>0, i=0,....,n

n
l,m,z € argmax {Zzl :

=1
1
xi—li:§—x0
xi—i-mi:g—i-a:o
2i <l ze<mi, 1=1,...,n

z >0}
Uma vez que todos os valores das variaveis z; sdo nao negativos tem-se:

F(z,l,m,z) >0
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Se se considerar o ponto z* definido por:
r5=0, zj==, i=1,...,n (5.11)

entao x* verifica as restrigoes do primeiro nivel. Além disso, I* =0, m* =0e z* =0 ¢
a solugao éptima do problema do segundo nivel P(z*). Logo (z*,l*,m*, z*) pertence a
regiao induzida do PDNL definido atrds. Pelo facto de F(z*,l*, m*, z*) = 0, conclui-se
que (x*,0*,m*, z*) é minimo global desse mesmo programa.

Tal como em [PaSc88] o teorema fica provado se estabelecermos que F'(z,l,m,z) = 0 se
esbsex; € {% — X0, %+x0}, para todooi=1,...,n. Se esta ultima condicao se verificar
entdo [; =0 oum; =0e z =0 para todoo i =1,...,n, o que implica F(z,l,m,z) = 0.
Para mostrar a implicagdo inversa suponhamos que z; # % —x0 e x # % + x¢ para
algum i. Uma vez que o problema do segundo nivel estd definido como um problema
de maximizagao, a varidvel z; tem de ser positiva. Deste modo F(x,l,m,z) > 0 e esta

desigualdade prova por absurdo a segunda implicacao. O

Teorema 5.5 Verificar a optimalidade local em programagao de dois niveis linear é NP-

Dificil.

Demonstracao: Considere-se agora um novo programa de dois niveis linear com a
introducao das varidveis w:

n

n
1
min F(z,l,m,z,w) = E v E w;
; n
=1

z,l,m,z,w P
.. 3
sujeito a Agx > 2 +c

1 1
§—$0§{Ei§§+$g, 1=1,...,n

l’iZO, i:(],...,n

n n
l,m,z,w € argmax {Z Zi — Zwi :
i=1 i=1

1
mi_li:§_$0
xi+mi:§+x0
Zigli, zigmi, i:1,...,n

1 1 .
wiZu’Ci—§, wi2§—xi, it=1,...,n
z, w >0}

Seja RI a regiao induzida deste programa e z* o ponto definido por (5.11). Ao resolvermos

o problema do segundo nivel P(z*) obtemos desta vez:

Iy =mj =z =w; =0, paratodo i=1,...,n
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e deste modo (z*,I*, m*, z*, w*) pertence a RI. Além disso:
F(z*,I",m",z",w*) =0
e este ponto (z*,1*, m*, z*, w*) desempenha a mesma fungao que o ponto x* no teorema
2 de [PaSc88]. Deste modo provamos o teorema se demonstrarmos que:
F(z,l,m,z,w) >0

para todo o (z,l,m,z,w) € RI satisfazendo x; > % — P exp>0.

O facto do problema do segundo nivel ser de maximizacao faz com que:
zi =min{l;,m;}, i=1,...,n
Logo:

Y1z = g min{l;,mg}
= Y min{z; —  + 20, —x; + 5 + 20}

Mas z1 > % — 3, o que implica:

= . 1 1 )
Zzi > min{z; — = +xo,—x1 + = + o} = s2o (5.12)
pr 2 2 3
Por outro lado: )
wizxi_§7 w2'2§—$¢, ’iZl,...,’l’L

e como maximizamos a funcao objectivo do segundo nivel vem:

1

1=1,...,n

Além disso as restricoes do segundo nivel forcam a que:

’xi—iyﬁl’o, i:1,...,n

e dai:
TONEE DT (5.13)
— Y w; < — ) x9=— .
o T a2

Entao de (5.12) e de (5.13) podemos concluir que:

2 i) o
F(z,1 > Zpg - T
(x,l,m, z,w) > 33:0 5 5 >

o que tal como em [PaSc88] prova o teorema desejado. O
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Conclusoes finais.

Neste trabalho é de salientar uma revisao exaustiva dos principais resultados e algoritmos
da programacao de dois niveis, a geragao de problemas teste de dois niveis e a introdugao
de varias abordagens descendentes para programacao de dois niveis quadratica.

Julgamos terem sido contribui¢oes importantes em areas da programacgao de dois niveis
ainda pouco exploradas. O conjunto de problemas teste encontra-se a disposicao de
qualquer utilizador e possibilita estudos computacionais comparativos entre as varias
técnicas de resolucao de programas de dois niveis lineares e quadraticos.

Em programagao de dois niveis quadratica foi introduzida uma teoria baseada em
definicGes e propriedades especificas desses programas. Esta foi complementada com algo-
ritmos que determinam solugoes locais e que se comportam de modos diferentes consoante

o tipo de fungoes objectivo do primeiro nivel.

Como facilmente se conclui da leitura desta tese, a programacao de dois niveis é ainda
uma area de potencial investigacao, onde existem possiveis pistas para trabalho futuro.
Nesse sentido sao de realcar os seguintes pontos que jé pertencem as nossas preocupagoes

actuais:

e desenvolvimento de métodos de pontos interiores (mpi) para a resolucao de progra-
mas de dois niveis lineares e lineares-quadraticos. Uma primeira abordagem sera
a tentativa de resolugao de cada problema linear complementar generalizado do
método sequencial LC'P através de métodos mpi. Uma segunda hipotese consiste
em procurar funcoes potenciais proprias que englobem gaps duais dos problemas
relaxado e do segundo nivel, de modo a que iterativamente o método mpi force o
compromisso entre a minimizacao da funcgéo objectivo do primeiro nivel e o deslo-

camento perto ou mesmo dentro da regiao induzida.

e 0 estudo de problemas praticos de aplicagdo, como por exemplo alguns problemas de
localizacao, que pela sua estrutura de decisao hierarquizada apresentam atractivos

para serem formulados com recurso a programacao de dois niveis.

e a aplicagdo de técnicas cldssicas de programagao inteira (como decomposicio de
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Benders ou dualidade lagrangeana) para a resolugao de programas de dois niveis

lineares inteiros ou inteiros mistos.

e 0 desenvolvimento de técnicas para programas de dois niveis nao lineares (com
informacao de segunda ordem nao constante), usando os algoritmos da programagao

de dois niveis quadratica.
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