
M�etodos de Optimiza�c~ao para Controlo �Optimo e Projecto deEngenharia1Lu��s N. Vicente2Departamento de Matem�atica, Universidade de Coimbra, 3000 Coimbra, PortugalResumoNeste artigo consideramos problemas de optimiza�c~ao daforma: minimizar f(y; u) sujeito a C(y; u) = 0, y � 0 eu � 0, onde f �e uma fun�c~ao real e C uma fun�c~ao vectorialreal com tantas componentes quantas as componentes dovector y.Problemas de optimiza�c~ao desta forma aparecem emcontrolo �optimo, projecto de engenharia e identi�ca�c~aode parâmetros, que por sua vez s~ao frequentes em teleco-munica�c~oes. As vari�aveis y s~ao as vari�aveis de estado eas vari�aveis u s~ao as vari�aveis de controlo ou de projecto.A equa�c~ao C(y; u) = 0 �e chamada equa�c~ao de estado e�e proveniente em muitos dos casos da descritiza�c~ao deequa�c~oes diferenciais.Os m�etodos num�ericos que propomos no projecto desoftware TRICE [11] para a resolu�c~ao destes problemasutilizam regi~oes de con�an�ca e t�ecnicas de pontos interi-ores e foram desenvolvidos para tirar partido da estruturados problemas. As principais caracter��sticas destes m�eto-dos ser~ao apresentadas, bem como as suas propriedadesde convergência. A implementa�c~ao destes m�etodos �e tam-b�em abordada. I. INTRODU�C~AOA disciplina de Optimiza�c~ao, tamb�em usualmente de-signada por Programa�c~ao Matem�atica, teve um desen-volvimento not�avel nos �ultimos cinquenta anos. Actual-mente, os investigadores de Optimiza�c~ao procuram classesde problemas com estrutura especial que aparecem geral-mente em aplica�c~oes cient���cas ou industriais. As carac-ter��sticas destas classes permitem a adapta�c~ao de algo-ritmos j�a existentes. Al�em disso, a estrutura dos proble-mas em cada classe �e fundamental para tirar partido dosavan�cos recentes no dom��nio da tecnologia computacional.O projecto de software TRICE [11] lida com uma classede problemas com estas caracter��sticas e apresenta paraa sua resolu�c~ao o desenvolvimento e a implementa�c~ao deuma fam��liade algoritmos. Estes algoritmos tiram partidoda estrutura da classe de problemas, s~ao numericamentee�cientes, e apresentam fortes propriedades de convergên-cia. II. A CLASSE DE PROBLEMAS DEPROGRAMA�C~AO N~AO LINEAR1A investiga�c~ao que decorre actualmente �e �nanciada pelo Pro-jecto Praxis XXI 2/2.1/MAT/346/94.2O autor �e membro da Linha de Matem�atica Aplicada �as Tele-comunica�c~oes, Instituto de Telecomunica�c~oes, Polo de Coimbra.

O projecto TRICE tem como um dos seus objectivos prin-cipais a resolu�c~ao do seguinte problema de programa�c~aon~ao linear: minimizar f(y; u) (1)sujeito a C(y; u) = 0; (2)y � 0 ; u � 0; (3)onde f : IRn �! IR e C : IRn �! IRm s~ao fun�c~oesuma ou duas vezes continuamente diferenci�aveis, y 2 IRm,u 2 IRn�m, e m e n s~ao n�umeros inteiros positivos quesatisfazem m < n. Neste tipo de problemas as vari�aveiss~ao divididas em dois grupos: as vari�aveis de estado y eas vari�aveis de controlo ou de projecto u. Estas vari�aveisrelacionam-se atrav�es das restri�c~oes de igualdade n~ao li-neares C(y; u) = 0 que constituem a chamada equa�c~ao deestado. Os limites de n~ao negatividade descritos em (3)para as vari�aveis de estado e de controlo podem ser daforma mais geral c � y � d e a � u � b em que c; d 2 IRme a; b 2 IRn�m.Estes problemas de optimiza�c~ao aparecem frequente-mente em problemas de controlo �optimo e engenharia deprojecto governados por equa�c~oes diferenciais, ordin�ariasou de derivadas parciais. �E tamb�em frequente encontrarestes problemas em �areas como invers~ao e identi�ca�c~aode parâmetros. Se a equa�c~ao de estado for proveniente deuma equa�c~ao diferencial (ou de um sistema de equa�c~oesdiferenciais), ent~ao y, u, f(y; u) e C(y; u) correspondemj�a �a forma discretizada. O facto de os problemas seremabordados em dimens~ao �nita ap�os a sua discretiza�c~aon~ao signi�ca que a sua estrutura funcional em dimens~aoin�nita deva ser esquecida, antes pelo contr�ario [11].A lineariza�c~ao da equa�c~ao de estado C(y; u) = 0 d�aorigem �a equac~ao de estado linearizada e �a sua correspon-dente equa�c~ao adjunta. A capacidade de resolu�c~ao destesdois sistemas de equa�c~oes lineares existe no contexto demuitos problemas de aplica�c~ao ([3] e [16]) e os algoritmosimplementados no projecto TRICE tiram partido destapossibilidade. A matriz Jacobiana de C(y; u) �e escrita naforma J(y; u) = � Cy(y; u) Cu(y; u) � (4)em que Cy(y; u) e Cu(y; u) s~ao os Jacobianos parciaisde C(y; u) calculados em rela�c~ao �as vari�aveis y e u. Aequa�c~ao de estado linearizada apresenta a formaCy(y; u)u = v1 ; (5)e a correspondente equa�c~ao adjunta �e escrita comoCy(y; u)>u = v2 ; (6)1



onde v1 e v2 s~ao vectores em IRm.A resolu�c~ao da equa�c~ao de estado linearizada �enecess�aria por exemplo, se, para um dado u1, se pretenderaplicar o m�etodo de Newton para resolver C(y; u1) = 0.A resolu�c~ao da equa�c~ao adjunta permite calcular o gra-diente�Cu(y; u)>(Cy(y; u)>)�1ryf(y; u) +ruf(y; u) (7)da fun�c~ao f(y; u) reduzido ao espa�co nulo da matriz Ja-cobiana J(y; u).A abordagem seguida no projecto TRICE consideracomo vari�aveis independentes quer as vari�aveis de con-trolo ou projecto u quer as vari�aveis de estado y. Umaoutra possibilidade seria reformular o problema (1){(3)na forma minimizar f̂ (u) (8)sujeito a y(u) � 0 ; u � 0; (9)onde f̂ (u) = f(y(u); u), e y(u) �e a fun�c~ao que a equa�c~aode estado C(y; u) = 0 de�ne implicitamente (se estiveremveri�cadas todas as hip�oteses do teorema da fun�c~ao im-pl��cita). O problema (8){(9) tem como vari�aveis indepen-dentes unicamente as vari�aveis de controlo ou projecto u.A sua de�ni�c~ao requer o c�alculo da fun�c~ao y(u) o quepode ser muito dispendioso sobretudo se o grau de n~aolinearidade da equa�c~ao de estado C(y; u) = 0 for elevado.A t��tulo de curiosidade note{se que (7) �e o gradiente dafun�c~ao f̂ (u).O desenvolvimento do projecto TRICE concentrou-seat�e ao momento na resolu�c~ao do problema de progra-ma�c~ao n~ao linear (1){(3) sem limites de n~ao negatividadenas vari�aveis de estado, ou seja na resolu�c~ao do problema:minimizar f(y; u) (10)sujeito a C(y; u) = 0; (11)u � 0: (12)III. ALGORITMOS E AN�ALISE DECONVERGÊNCIA PARA O PROBLEMA SEMLIMITES NAS VARI�AVEIS DE ESTADOA fam��lia de algoritmos para a resolu�c~ao do pro-blema (10){(12) que est~ao incorporados no projectoTRICE foram desenvolvidos utilizando t�ecnicas de opti-miza�c~ao j�a aplicadas com sucesso noutras �areas de progra-ma�c~ao n~ao linear. Os algoritmos exploram e�cientementea estrutura da classe de problemas e exibem propriedadesde convergência muito so�sticadas.Estes algoritmos incorporam:1. T�ecnicas de programa�c~ao quadr�atica sequencial(SQP) ([9] e [12]) atrav�es das quais o pro-blema de programa�c~ao n~ao linear �e aproximado poruma sequência de subproblemas de programa�c~aoquadr�atica.

2. T�ecnicas de regi~oes de con�an�ca ([6], [7] e [8]) paragarantir a convergência global, isto �e que a convergên-cia seja assegurada independentemente do ponto ini-cial. A t�ecnica de regi~oes de con�an�ca permite tam-b�em regularizar os subproblemas de programa�c~aoquadr�atica mal condicionados.3. T�ecnicas de pontos interiores para lidar com os li-mites de n~ao negatividade nas vari�aveis de controlou, nomeadamente t�ecnicas de escalonamento a�m [4]que permitem explorar e�cientemente a estrutura daclasse de problemas.As propriedades de convergência destes algoritmos s~aoas seguintes:1. Convergência global para um ponto que satisfaz ascondi�c~oes de optimalidade necess�arias de primeira or-dem, bastando para tal que se utilizem derivadas deprimeira ordem.2. Convergência global para um ponto que satisfaz ascondi�c~oes de optimalidade necess�arias de segunda or-dem, se as derivadas de segunda ordem forem uti-lizadas.3. Convergência local de ordem quadr�atica para umponto que satisfaz as condi�c~oes de optimalidade su�-cientes de segunda ordem. A transi�c~ao de um com-portamento global para um comportamento local �efeita de ummodo apropriado pois prova-se que, pertode um ponto com estas caracter��sticas, as regi~oes decon�an�ca se tornam inactivas, permitindo aos algorit-mos explorarem a ordem de convergência quadr�atica.A descri�c~ao pormenorizada dos algoritmos e a suaan�alise de convergência podem ser vistos nas referências[5] e [13].Os algoritmos do projecto TRICE incorporam tamb�emt�ecnicas que permitem lidar com quantidades inexactas.Na pr�atica, um sistema de equa�c~oes lineares �e frequente-mente resolvido de forma inexacta dando origem a umres��duo n~ao nulo. Em muitos m�etodos iterativos paraa resolu�c~ao de sistemas de equa�c~oes lineares �e poss��velcontrolar a norma do res��duo, fazendo com que esta sejamenor que uma dada tolerância. Uma situa�c~ao seme-lhante tamb�emocorre no c�alculo aproximado de derivadasatrav�es de diferen�cas �nitas pois a precis~ao com queas derivadas s~ao calculadas �e da ordem de grandezade uma dada potência do passo utilizado. Se sis-temas de equa�c~oes lineares tiverem de ser resolvidose derivadas tiverem de ser aproximadas em cada ite-ra�c~ao de um algoritmo de optimiza�c~ao, ent~ao torna--se necess�aria a existência de uma an�alise de inexac-tid~ao, ou seja uma an�alise do erro de aproxima�c~ao.Esta an�alise foi feita em [10] para os algoritmos consi-derados no projecto TRICE e possibilita que, em fun�c~aode quantidades conhecidas �a partida em cada itera�c~ao, secalculem tolerâncias para a resolu�c~ao da equa�c~ao de es-tado linearizada (5) e para a equa�c~ao adjunta (6) assim2



como para todo o c�alculo das derivadas de f(y; u) e deC(y; u).IV. IMPLEMENTA�C~AO PARA O PROBLEMA SEMLIMITES NAS VARI�AVEIS DE ESTADOA implementa�c~ao dos algoritmos do projecto TRICE[11] para resolver o problema (10){(12) precisa que outilizador forne�ca as fun�c~oes f(y; u) e C(y; u) e as suasprimeiras derivadas e realize uma das duas seguintes tare-fas:(i) Dados v1 e v2, resolver a equa�c~ao de estado li-nearizada (5) e a correspondente equa�c~ao adjunta (6).(ii) Dado v1, resolver a equa�c~ao de estado linearizada (5)e, dados v3 2 IRn�m e v4 2 IRm, fazer as multipli-ca�c~oes matriz{vector S(y; u)v3 e S(y; u)>v4, em quea matriz S(y; u) = Cy(y; u)�1Cu(y; u) �e a matriz desensibilidade.O utilizador pode recorrer a (ii) se n~ao possuir uma imple-menta�c~ao para a resolu�c~ao da equa�c~ao adjunta (6). O usoda matriz de sensibilidade S(y; u) em (ii) �e e�ciente ape-nas quando o n�umero de vari�aveis de controlo ou projectou for reduzido.A forma como o utilizador passa para os algoritmostoda esta informa�c~ao �e feita atrav�es de um interfacegen�erico que tenta tirar todo o partido da estrutura daclasse de problemas. Este interface consiste num conjuntode fun�c~oes ou procedimentos. Assim, e ao contr�ario doque sucede na maioria do software de optimiza�c~ao, a im-plementa�c~ao dos algoritmos do projecto TRICE permite aincorpora�c~ao da informa�c~ao relativa a cada problema deaplica�c~ao de uma forma modular, quase que "orientadapor objectos". O interface j�a foi testado com êxito numvasto leque de problemas de aplica�c~ao.A implementa�c~ao est�a feita em duas linguagens:Fortran 77 e Matlab. As implementa�c~oes s~ao se-melhantes mas em cada uma tenta{se tirar partido dasespeci�cidades pr�oprias da linguagem em causa. A t��tulode exemplo, a implementa�c~ao em Matlab apresenta umGUI (Graphical User Interface) que permite ao utilizadorcorrer os algoritmos de forma mais amig�avel.A forma como os algoritmos est~ao implementados per-mite ao utilizador incorporar o escalonamento do pro-blema de uma forma dinâmica. O utilizador pode escolherv�arios tipos de aproxima�c~ao para as segundas derivadasseguindo as t�ecnicas de secante com mem�oria limitada in-troduzidas em [2]. S~ao tamb�em v�arios os algoritmos que outilizador tem �a sua disposi�c~ao de acordo com parâmetroscomo o mau condicionamento do problema, a rapidez deconvergência desejada, o n�umero de equa�c~oes de estadolinearizadas ou adjuntas a serem resolvidas, etc. .O guia do utilizador e os c�odigos em Fortran 77 eMatlab podem ser obtidos atrav�es do seguinte endere�coURL: http://www.caam.rice.edu/trice
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