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Resumo

Neste artigo consideramos problemas de optimizacao da
forma: minimizar f(y,u) sujeito a C'(y,u) = 0, y > 0 e
u > 0, onde f é uma funcao real e C' uma funcgao vectorial
real com tantas componentes quantas as componentes do
vector y.

Problemas de optimizacao desta forma aparecem em
controlo optimo, projecto de engenharia e identificacao
de parametros, que por sua vez sao frequentes em teleco-
municagoes. As varidvels y sao as variaveis de estado e
as variavels u sao as variaveis de controlo ou de projecto.
A equacdo C(y,u) = 0 é chamada equagio de estado e
é proveniente em muitos dos casos da descritizacao de
equacoes diferenciais.

Os métodos numéricos que propomos no projecto de
software TRICE [11] para a resolu¢io destes problemas
utilizam regioes de confianca e técnicas de pontos interi-
ores e foram desenvolvidos para tirar partido da estrutura
dos problemas. As principais caracteristicas destes méto-
dos serao apresentadas, bem como as suas propriedades
de convergéncia. A implementacao destes métodos é tam-
bém abordada.

I. INTRODUCAO

A disciplina de Optimizacao, também usualmente de-
signada por Programacao Matematica, teve um desen-
volvimento notavel nos tdltimos cinquenta anos. Actual-
mente, os investigadores de Optimizagao procuram classes
de problemas com estrutura especial que aparecem geral-
mente em aplicacoes cientificas ou industriais. As carac-
teristicas destas classes permitem a adaptacao de algo-
ritmos ja existentes. Além disso, a estrutura dos proble-
mas em cada classe é fundamental para tirar partido dos
avancos recentes no dominio da tecnologia computacional.
O projecto de software TRICE [11] lida com uma classe
de problemas com estas caracteristicas e apresenta para
a sua resolucao o desenvolvimento e a implementacao de
uma familia de algoritmos. Estes algoritmos tiram partido
da estrutura da classe de problemas, sio numericamente
eficientes, e apresentam fortes propriedades de convergen-
cia.

II. A CLASSE DE PROBLEMAS DE
PROGRAMACAO NAO LINEAR
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O projecto TRICE tem como um dos seus objectivos prin-
cipais a resolucao do seguinte problema de programacao
nao linear:

minimizar fly,u) (1)
sujeito a C(y,u) =0, (2)
y2>20,u>0, (3)

onde f : IR®” — IR e C : IR®™ — IR™ sao fungoes
uma ou duas vezes continuamente diferenciaveis, y € IR™,
u € IR"™™, e m e n sdo numeros inteiros positivos que
satisfazem m < n. Neste tipo de problemas as variaveis
sao divididas em dois grupos: as variaveis de estado y e
as variaveis de controlo ou de projecto u. Estas variaveis
relacionam-se através das restri¢coes de igualdade nao li-
neares C'(y,u) = 0 que constituem a chamada equagio de
estado. Os limites de ndo negatividade descritos em (3)
para as variaveis de estado e de controlo podem ser da
forma mais geral c < y < dea <u < bem quec,de&IR™
ea,becR"™ ™.

Estes problemas de optimizacao aparecem frequente-
mente em problemas de controlo éptimo e engenharia de
projecto governados por equagoes diferenciais, ordinarias
ou de derivadas parciais. E também frequente encontrar
estes problemas em areas como inversao e identificacao
de parametros. Se a equagao de estado for proveniente de
uma equacao diferencial (ou de um sistema de equagdes
diferenciais), entao y, u, f(y,u) e C(y,u) correspondem
ja a forma discretizada. O facto de os problemas serem
abordados em dimensao finita apds a sua discretizacao
nao significa que a sua estrutura funcional em dimensao
infinita deva ser esquecida, antes pelo contrario [11].

A linearizacdo da equagdo de estado C(y,u) = 0 da
origem a equacao de estado linearizada e a sua correspon-
dente equacao adjunta. A capacidade de resolucao destes
dois sistemas de equacoes lineares existe no contexto de
muitos problemas de aplicagio ([3] e [16]) e os algoritmos
implementados no projecto TRICE tiram partido desta
possibilidade. A matriz Jacobiana de C(y, u) é escrita na
forma

J(y.u) = ( Cyly,u) Culy,u) ) (4)
em que Cy(y,u) e Cyu(y,u) sdo os Jacobianos parciais
de C(y,u) calculados em relacdo as varidveis y e u. A
equacao de estado linearizada apresenta a forma

Cyly, w)u = v, (5)
e a correspondente equacao adjunta é escrita como

Cy(y, u)Tu = vy, (6)



onde v e vy 830 vectores em IR™.

A resolucao da equacao de estado linearizada é
necessaria por exemplo, se, para um dado u1, se pretender
aplicar o método de Newton para resolver C(y, u;) = 0.

A resolucao da equagao adjunta permite calcular o gra-
diente

— Culy, )T (Cy(g.0) ") Vyf (g, 1) + Vaf (1) (7)

da fung¢ao f(y,u) reduzido ao espago nulo da matriz Ja-
cobiana J(y, u).

A abordagem seguida no projecto TRICE considera
como variaveis independentes quer as variaveis de con-
trolo ou projecto u quer as variaveis de estado y. Uma
outra possibilidade seria reformular o problema (1)—(3)
na forma

minimizar f(u) (8)

sujeito a y(u) >0, u>0, (9)
onde f(u) = fly(u),u), e y(u) é a funcdo que a equagao
de estado C(y, u) = 0 define implicitamente (se estiverem
verificadas todas as hipdteses do teorema da func¢ao im-
plicita). O problema (8)—(9) tem como varidveis indepen-
dentes unicamente as variaveis de controlo ou projecto u.
A sua defini¢do requer o célculo da fungdo y(u) o que
pode ser muito dispendioso sobretudo se o grau de nao
linearidade da equacao de estado C'(y, u) = 0 for elevado.
A titulo de curiosidade note—se que (7) é o gradiente da
funcao f(u)

O desenvolvimento do projecto TRICE concentrou-se
até ao momento na resolucao do problema de progra-
macao nao linear (1)—(3) sem limites de ndo negatividade
nas variaveis de estado, ou seja na resolucao do problema:

minimizar fly,u) (10)
sujeito a C(y,u) =0, (11)
u>0. (12)

III. ALGORITMOS E ANALISE DE
CONVERGENCIA PARA O PROBLEMA SEM
LIMITES NAS VARIAVEIS DE ESTADO

A familia de algoritmos para a resolucao do pro-
blema (10)—-(12) que estdo incorporados no projecto
TRICE foram desenvolvidos utilizando técnicas de opti-
mizagao ja aplicadas com sucesso noutras areas de progra-
magcao nao linear. Os algoritmos exploram eficientemente
a estrutura da classe de problemas e exibem propriedades
de convergencia muito sofisticadas.

Estes algoritmos incorporam:

1. Técnicas de programacao quadratica sequencial
(SQP) ([9] e [12]) através das quais o pro-
blema de programacao nao linear é aproximado por
uma sequéncia de subproblemas de programacao
quadratica.

2. Técnicas de regides de confianca ([6], [7] e [8]) para
garantir a convergéncia global, isto é que a convergén-
cia seja assegurada independentemente do ponto ini-
cial. A técnica de regioes de confianga permite tam-
bém regularizar os subproblemas de programacao
quadratica mal condicionados.

3. Técnicas de pontos interiores para lidar com os li-
mites de nao negatividade nas variaveis de controlo
u, nomeadamente técnicas de escalonamento afim [4]
que permitem explorar eficientemente a estrutura da
classe de problemas.

As propriedades de convergéncia destes algoritmos sao
as seguintes:

1. Convergencia global para um ponto que satisfaz as
condicoes de optimalidade necessarias de primeira or-
dem, bastando para tal que se utilizem derivadas de
primeira ordem.

2. Convergéencia global para um ponto que satisfaz as
condigoes de optimalidade necessarias de segunda or-
dem, se as derivadas de segunda ordem forem uti-
lizadas.

3. Convergéncia local de ordem quadratica para um
ponto que satisfaz as condi¢oes de optimalidade sufi-
cientes de segunda ordem. A transi¢ao de um com-
portamento global para um comportamento local é
feita de um modo apropriado pois prova-se que, perto
de um ponto com estas caracteristicas, as regioes de
confianc¢a se tornam inactivas, permitindo aos algorit-
mos explorarem a ordem de convergéncia quadratica.

A descricao pormenorizada dos algoritmos e a sua
analise de convergéncia podem ser vistos nas referéncias
[5] e [13].

Os algoritmos do projecto TRICE incorporam também
técnicas que permitem lidar com quantidades inexactas.
Na pratica, um sistema de equacoes lineares é frequente-
mente resolvido de forma inexacta dando origem a um
residuo nao nulo. Em muitos métodos iterativos para
a resolucao de sistemas de equagoes lineares é possivel
controlar a norma do residuo, fazendo com que esta seja
menor que uma dada tolerancia. Uma situagao seme-
lhante também ocorre no calculo aproximado de derivadas
através de diferencas finitas pois a precisao com que
as derivadas sao calculadas é da ordem de grandeza
de uma dada poténcia do passo utilizado. Se sis-
temas de equagOes lineares tiverem de ser resolvidos
e derivadas tiverem de ser aproximadas em cada ite-
racao de um algoritmo de optimizacao, entao torna-
-se necessaria a existéncia de uma analise de inexac-
tidao, ou seja uma andlise do erro de aproximacao.
Esta andlise foi feita em [10] para os algoritmos consi-
derados no projecto TRICE e possibilita que, em funcao
de quantidades conhecidas & partida em cada iteracao, se
calculem tolerancias para a resolucao da equagao de es-
tado linearizada (5) e para a equac¢do adjunta (6) assim



como para todo o calculo das derivadas de f(y,u) e de

C(y, u).

IV. IMPLEMENTACAO PARA O PROBLEMA SEM
LIMITES NAS VARIAVEIS DE ESTADO

A implementacao dos algoritmos do projecto TRICE
[11] para resolver o problema (10)—(12) precisa que o
utilizador fornega as fungdes f(y,u) e C(y,u) e as suas
primeiras derivadas e realize uma das duas seguintes tare-
fas:

(i) Dados v e wy, resolver a equacdo de estado li-
nearizada (5) e a correspondente equagao adjunta (6).

(ii) Dado vy, resolver a equacao de estado linearizada (5)
e, dados v3 € IR"™™ e vy € IR™, fazer as multipli-
cagdes matriz—vector S(y, u)vs e S(y,u)" va, em que
a matriz S(y, u) = Cy(y,u) 1 Cy(y,u) é a matriz de
sensibilidade.

O utilizador pode recorrer a (ii) se ndo possuir uma imple-
mentagao para a resolugdo da equacdo adjunta (6). O uso
da matriz de sensibilidade S(y, u) em (ii) é eficiente ape-
nas quando o numero de variaveis de controlo ou projecto
u for reduzido.

A forma como o utilizador passa para os algoritmos
toda esta informacao é feita através de um interface
genérico que tenta tirar todo o partido da estrutura da
classe de problemas. Este interface consiste num conjunto
de fung¢oes ou procedimentos. Assim, e ao contrario do
que sucede na maioria do software de optimizacao, a im-
plementacao dos algoritmos do projecto TRICE permite a
incorporacao da informacao relativa a cada problema de
aplicacao de uma forma modular, quase que ”orientada
por objectos”. O interface ja fo1 testado com éxito num
vasto leque de problemas de aplicacao.

A implementacao esta feita em duas linguagens:
Fortran 77 e Matlab. As implementacoes sao se-
melhantes mas em cada uma tenta—se tirar partido das
especificidades proprias da linguagem em causa. A titulo
de exemplo, a implementacao em Matlab apresenta um
GUI (Graphical User Interface) que permite ao utilizador
correr os algoritmos de forma mais amigavel.

A forma como os algoritmos estao implementados per-
mite ao utilizador incorporar o escalonamento do pro-
blema de uma forma dinamica. O utilizador pode escolher
varios tipos de aproximacao para as segundas derivadas
seguindo as técnicas de secante com memoria limitada in-
troduzidas em [2]. Sao também varios os algoritmos que o
utilizador tem a sua disposi¢ao de acordo com parametros
como o mau condicionamento do problema, a rapidez de
convergencia desejada, o nimero de equagoes de estado
linearizadas ou adjuntas a serem resolvidas, etc. .

O guia do utilizador e os cédigos em Fortran 77 e
Matlab podem ser obtidos através do seguinte endereco

URL:

http://www.caam.rice.edu/trice

Os artigos e outras informacoes estao disponiveis em:
http://www.mat.uc.pt/ lvicente
V. INVESTIGACAO ACTUAL

A investigacao actual do projecto TRICE [11] centra-
-se em redor da resolugéo do problema (1)—(3) com limites
nas variaveis de estado y. As dificuldades de resolucao
deste problema sao varias e de natureza diferentes. No
entanto, algum trabalho ja foi realizado com vista ao de-
senvolvimento de precondicionamentos [1] e de algoritmos
de pontos interiores [14]. A anélise de convergeéncia local
destes algoritmos na presenca de degenerescéncia esta a
ser estudada seguindo a abordagem em [15]. A andlise
de convergencia global utilizando regides de confianca e
o desenvolvimento de uma implementacao eficiente sao
também temas de investigacao actual.
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