PROGRAMAGCAO NAO LINEAR - Exame — 10/07/01
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.

Duracgao: 2h30m

Atencao: Justifique todas as suas respostas. Podem-se consultar o livro adoptado e os
apontamentos das aulas.

1. Seja f : IR" — IR uma fung¢ao duas vezes continuamente diferenciavel e considere a
mudanca de variaveis:

r = Ry, em que Re€ R"™" é uma matriz nao singular.
Considere a funcao g : R" — IR definida por g(y) = f(Ry).

(a) Mostre que o método de Newton é invariante ao escalonamento nas varidveis, ou
seja, que as férmulas zp1 = 2 — ax V2 f(2) 'V f(21) € Ypi1 = yp — . Vig(ye) ™
Vg(yx) sdo equivalentes.

(b) Mostre que o método da descida maxima é invariante ao escalonamento ortogonal
nas variaveis, ou seja, que quando a matriz R é ortogonal é possivel provar uma
equivaléncia do género da da alinea anterior (em que a direcgdo de Newton é
substituida pela de descida maxima).

2. Seja f : IR" — IR uma funcio duas vezes continuamente diferencidvel em que V2f é
continua a Lipschitz em IR" (com constante L > 0).

Considere um método de regiao de confianca baseado no modelo quadrético
my(s) L fxp) + Vf(zr) s +1/25" V2 f(x1)s.

A finalidade deste exercicio é provar que, para um dado xy tal que V f(zx) # 0, é
sempre possivel encontrar um Ay tal que

def f(xx) — flog + sp)
mk(()) — mk(sk)

> n,ne(0,1/4).

Sugestao: Analise |p;—1| e utilize a propriedade m(0)—my(si) > 1/2a min{Ay, a/b},
em que a = |V f(z)]| e b= ||V2f(z)]. Note que z; se supde constante (ou seja que

0 passo s, vai sendo rejeitado) a medida que o valor de Ay diminui, até que a condicao
pr > N seja satisfeita.

v.s.f.f.



3. Considere o seguinte problema

min —b'z sa 2z Qr<l,

em que z,b € R", b # 0 e Q € R™" é uma matriz simétrica e definida positiva.

(a)
(b)

()

Escreva, no contexto deste problema, as condigoes necessarias de primeira ordem,
e comente a necessidade de impor uma qualificacao de restrigoes.

Seja z* um ponto a verificar as condigoes necessarias de primeira ordem. Seja A\*
o correspondente multiplicador.

i. Mostre que \* = Z(2*)"b.
ii. Prove que a funcao objectivo em z* vale —/bT Q~1b.

Prove, através das condicoes suficientes de segunda ordem, que um ponto que
verifica as condigoes necessérias de primeira ordem é um minimizante local estrito.

4. Considere o seguinte problema

(a)

1
min f(xl,:cQ):§(—x%+x§) sa. —x1+1=0.

Escreva a fungdo Lagrangeana aumentada La(z, A;1/c), em que o parametro p é
substituido por 1/¢, com ¢ €]0, +oc]. (Note que fazer ;1 — 07 corresponde a fazer
c — +00.)

Escreva o gradiente e a Hessiana de L4(z, A\;1/c) em ordem a z e conclua que a
Hessiana V2, La(z,\;1/c) é mal condicionada quando ¢ — +00.

Verifique que este problema tem solugao éptima (minimizante global) tinica em
(z%,25) = (1,0)" (e que o correspondente multiplicador é A* = 1).

kT
- (5
Ck—l

é a solugao 6ptima de minger La(z, \¥;1/cy).

Mostre que quando ¢ > 1,

Demonstre que quando ¢, > 1, a férmula para actualizar os multiplicadores do
método de Lagrangeano aumentado é dada por

)\k:—H — _ )\k + Ck,
Cr — 1 Cr — 1
e que, introduzindo A\* = 1, se obtém
k *
AR o = _u'
Cr — 1

O que é que conclui a partir desta expressao relativamente a taxa de convergéncia
de {\F}?



