Teoria dos Numeros

1 Nocgoes Basicas

A Teoria dos Nuumeros é a area da matemaética que lida com os nimeros inteiros, isto é, com o con-
junto Z = {...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4...}. Ela permite resolver de forma imediata problemas

que seriam muito dificeis de outra forma, por exemplo:

Problema 1
1. Seja p um nimero primo tal que p > 3. Prova que p?> — 1 ¢ mailtiplo de 24.
2. Encontra dois inteiros x ey tais que 2% + 3% + 1 seja mailtiplo de 4.
3. Encontra um inteiro n tal que 2" — 1 é maltiplo de n

4. Encontra um inteiro n tal que 2™ + 1 € primo e n € maltiplo de 5.

Se j& conseguires resolver todos estes problemas, entao este texto néo é para ti. Se nao, veras

que no final te vao parecer meros exercicios! Comecemos com algumas defini¢des:

Definigao 1 (Divide) Sejam a e b dois inteiros. Diz-se que a divide b, ou que b é mailtiplo de

a, ou ainda que a € um divisor de b, se existe um inteiro ¢ tal que ac = b. Escreve-se: alb.

Lembra-te que trabalhamos com todos os inteiros e nao apenas com os positivos, e temos, por
exemplo, —3|9, 4]28, 5/ —15 e —73|—146. Os ntmeros 1 e —1 sdo chamados as unidades,
porque dividem todos os inteiros, ou seja 1|n e —1|n qualquer que seja o inteiro n. Por outro
lado o 0 nao divide nenhum inteiro, excepto ele proprio. Na realidade qualquer inteiro divide-se
a ele mesmo, ou seja, verifica-se n|n, para todo o inteiro n. Abaixo enunciamos mais algumas

propriedades:
Teorema 1 Neste teorema e ao longo do resto do texto, letras representam niumeros inteiros.
1. alb implica que albc e que aclbe

2. alb e blc implica que alc



3. Se alb e alc, entao alb+ c

4. Se alb e bla, entdo a =b ou a = —b
5 Sealbea>0eb>0 entdoa<b
6. anlam e a # 0 implica que n|m

Convence-te de que o teorema é verdade, nao achamos necessério dar aqui uma demonstragao
rigorosa.
Os divisores de um niimero n 8&0 os nimeros que o dividem, obviamente. A proxima defini¢ao

é fundamental em Teoria dos Numeros e certamente ja conheces:
Definigao 2 (primo) Um inteiro positivo a diz primo se a tem 4 divisores.

Por exemplo, o 73 é primo, porque os seus unicos divisores sao 73, —73, 1 e —1. Por outro
) ) ) )
lado o 6 nao é primo porque, para além dos 4 divisores tem ainda o0 2,03, 0 —2e o0 —3. 1 nao é
M ) )
primo porque s6 tem dois divisores.
Certamente conheces, da escola primaria, o chamado algoritmo da divisao que passamos a

enunciar numa forma um pouco mais geral:

Teorema 2 Sejam a e b inteiros (nao necessariamente positivos) tais que b # 0. Entao dividindo
a por b obtemos um tnico quociente q € 7 e um tnico resto r tal que 0 < r < |b| que verificam

a igualdade a = gb+ r

O que o teorema diz é que existe um tnico r < |b| positivo tal que a — r é multiplo de b.
Nota que os multiplos de b sao os mesmos que os de —b.

Por exemplosea =7Teb=3temosg=2er=1. Sea=—-Teb=3temosq=—-3er =2.
Se a=—-73eb=—19 temos ¢ =4 e r = 3, porque —73 =4 x (—19) + 4.

A proxima definicgdo também ja deve ser conhecida da escola:

Definigao 3 (Maximo divisor comum e minimo multiplo comum) Sejam a e b inteiros,
nao ambos 0. Definimos o seu mdzrimo divisor comum como o maior inteiro positivo d tal que
dla e d|b. Escrevemos d = (a,b)

Analogamente definimos a minimo mailtiplo comum de a e b ao menor inteiro positivo m tal

que alm e blm. Escrevemos m = [a, b].



Por exemplo (12,28) = 4, (—49,21) = 7, (73,58) = 1, [5,3] = 15, [6,10] = 30. Se (a,b) = 1

dizemos que a e b sdo primos entre si.
Exercicio 1 Prova que ab = (a,b)[a,b].
Exercicio 2 Prova que dois inteiros consecutivos sao primos entre si.

E 6bvio verificar que se d|a e d|b entdo d|as + bt para quaisquer inteiros s e t. No entanto 2[4
e 2|8, mas 2 nao pode ser escrito como 2 = 4s+ 8¢ porque o numero da direita é sempre multiplo

de 4. O teorema seguinte garante-nos que no entanto (a,b) pode ser escrito dessa forma.

Teorema 3 (Bézout) Sejam a e b inteiros nao ambos 0. Entao existem inteiros s et tais que:

as + bt = (a,b)

Se na demonstragao te baralhares com a quantidade de letras, faz um exemplo com ntimeros
concretos, por exemplo a = 60 e b = —28.

Demonstragao.Consideremos o conjunto de todos os niimeros positivos da forma as + bt
onde o s e o t podem variar ao longo dos inteiros.

E 6bvio que esse conjunto contém alguns elementos, mesmo que a e b sejam negativos, porque
se pusermos s = a e t = b temos que a? + b> & um ntimero positivo e por isso pertence a esse
conjunto.

Obviamente (a,b) divide todos os elementos desse conjunto. Seja d o menor desses nimeros.
Entao dividindo a por d arranjamos q e r tais que a = qd +r. Mas r < d e r é da forma as + bt,
por isso tem de ser zero (porque d é o menor elemento do conjunto).

Assim d|a. Da mesma forma se prova que d|b.

Se houvesse algum ntimero ¢ maior que d e tal que cla e ¢|b, entdo c|d, o que entra em
contradigao com ¢ > d.

Assim d é mesmo (a,b) e portanto (a,b) pode ser escrito como as + bt. ]

Problema 2 O Arquiduque De Boez tem duas ampulhetas, uma que se esvazia em 105 minu-
tos e outra que demora 165 minutos. Serd possivel ao Arquiduque De Boez medir 15 minutos
(possivelmente apds preparar previamente as ampulhetas)

Exercicio 3 Se (a,b) = d, entao <Z, Z) =1.



Exercicio 4 Prova que (a,b) = (a,b— a).

2In + 4

Problema 3 (IMO 1959) Prova que a fracgao 1nT3

€ irredutivel para todo o n inteiro.
Teorema 4 (Lema de Euclides) Se albc e (a,b) = 1, entdo alc.

Demonstragao.Usando o Teorema anterior, sejam s e t tais que 1 = as + bt. Multiplicando

os dois lados da igualdade por ¢ obtemos ¢ = cas + bet. Como alcas e albe, alc.
]
Se (a,b) # 1 o teorema pode nao ser verdade. Por exemplo 4|6 x 14 = 84, mas 4 [6 e 4 f14.
Uma consequéncia importante deste lema é o conhecido Teorema fundamental da Aritmética

que passamos a enunciar:

Teorema 5 (Fundamental da Aritmética) Seja n > 1 um inteiro. Entao existem nimeros

primos positivos p1 < ps < ... < pr e numeros inteiros positivos ay, as, ..., ap tais que

a1

a
n = pi' X py® X ... x ppk

Para além disso essa decomposicao em primos € unica.

Demonstragao.A prova que apresentamos nao é rigorosa, mas deve dar a ideia geral da
demonstragao: A primeira parte é bastante natural. Provemos por indugao em n: paran =2 é
imediato (porque 2 ¢é primo). Se n > 2 é primo também ja esta, se ndo, podemos escrever n = ab
com a e b menores que n. Entao usando a hipotese de indugao em a e b, conseguimos escrever n
da forma desejada.

Para a segunda parte, se n = pi* x p3? X ... x pi¥ = ¢ X ¢5* X ... X q?j, p1 divide a expressao
da direita, por isso um dos ¢; tem de ser igual a p;. A mesma coisa para os outros p; e assim
os primos do lado esquerdo estao todos no lado direito e trocando os seus papéis vemos que os
primos tém de ser os mesmos.

Para obtermos a igualdade dos expoentes apenas precisamos de dividir pela menor poténcia
de cada primo e ver que esse primo nao pode dividir nenhum dos membros da expressao. [

O teorema diz que podemos escrever todo o inteiro positivo como o produto de primos, e que
esses primos sdo sempre os mesmos. Por exemplo 6 = 2 x 3 e 100 = 22 x 52, mas se factorizarmos

100 como o produto de primos, eles sao sempre o 2 e 0 5, cada um “duas vezes”.



2 Congruéncias

A ferramenta mais poderosa em Teoria dos nimeros é a aritmética modular, que provém da

nog¢ao de congruéncia.

Definigao 4 Sejam a, b e n inteiros, n > 1. Entdao diz-se que a é congruente com b maodulo n e

escreve-se a = b (mod n) se n|b— a.

Por exemplo, a = b (mod 2) se sdo ambos pares ou ambos impares e a = b (mod 3) se sao
ambos da forma 3k, ambos da forma 3k + 1 ou ambos da forma 3k + 2. Numeros negativos
também sao comtemplados na defini¢ao, por isso 73 = —45 (mod 59). Se dividirmos a por n e
obtemos resto r, entdo a = r (mod n), porque a = qn + r e assim nla —r = gn. Entdo a = 0

(mod n) se e s6 se nla.

Teorema 6

~

. a=a (modn)

2. Sea=0b (modn), entio b =a (mod n)

3. Sea=b (modn)ec=d (modn), entaoa+c=b+d (modn)
4. Sea=b (modn)ec=d (modn), entao ac = bd (mod n)

5. Sea=1b (modn), entao ac = bc (mod nc)

6. Se a =b (mod n), entao a® =b° (mod n)

7. Sea=0b (modn), ecln, entdo a =b (mod c)

Demonstra estes resultados. Nao deves ter dificuldades se usares a defini¢cdo. Apresentamos

de seguida varios exemplos que ilustram bem as potencialidades desta ferramenta:
Exemplo 1 Encontra o resto de 62°% a dividir por 37.

Demonstragdo.6? = 36 = —1 (mod 37), e assim 620% = 6 x (62)10% =6 x (1)1 =6

mo . Assim o resto da divisao é 6, porque — 6 é multiplo de 37. [ |
d 37). Assi da divisao é 6 62099 — 6 Itiplo de 37

Exercicio 5 Calcula o resto da divisio de 4°°%9 por 63.



Exercicio 6 Calcula o iltimo digito de 192009,

Exemplo 2 Encontra n inteiro tal que n?> — 5 ¢ maltiplo de 13.

Demonstragao.Seja n esse inteiro. Entao dividindo n por 13 obtemos um resto r tal que
0<r<13en=r (mod 13).

Entdao n? = r? (mod 13). Por outro lado, 13|n? — 5, ou seja 2 = n? = 5 (mod 13). Mas
calculando explicitamente verifica-se que nao existe nenhum r entre 0 e 12 tal que 72 = 5 (mod
13) e portanto nao existe nenhum n que verifiue o enunciado. [

Problema 4 Seja n um inteiro positivo. Prova que 7\42" +22" 41

Muitos problemas postos na forma “Encontra todos os n tais que...” tem solucoes deste

tipo, ou seja: “Nao existem solucoes.” Tenta agora voltar outra vez aos problemas do inicio.

Apresentamos agora outra técnica importante na resolugdo de problemas de teoria de niimeros:

Lema 1

a—bla" —=b"
Demonstragao.
(a _ b) (an—lbﬂ +an_2b1 + an—3b2 4o +a2b”_3 + albn—Q _I_aobn_l) _

= (a" —a" 'Y + (a" ! — @) + L+ (0P = a0 + (@' - ) =
=a" ="

Assim (a — b)|(a™ — ™).

Exemplo 3 Seja n tal que 2™ — 1 € primo. Prova que n € primo.

Demonstragao.Suponhamos que é falso. Entao existe a > 1 tal que a|n ¢ a # n. Mas entao

2% — 12" =1e2"—1>2%—1>1, o que impede 2" — 1 de ser primo. [

Lema 2 Seja n um inteiro e f(n) a soma dos digitos de n. Entao n = f(n) (mod 9).



Demonstracgao.Escrevemos a expansao decimal de n: n = apap_1...a1ag, onde cada q;
representa um digito.
Entdo n = 10¥a; + 10" ta_; + ..., 10a1 + ap. Mas 10 = 1 (mod 9), logo 10° = 1° = 1 (mod

9) para qualquer s > 1 e assim n = ax + ... + ap = f(n) (mod 9) ]
Problema 5 Prova que a soma dos digitos de um quadrado pefeito nunca pode ser 2009
Problema 6 Quantos n existem entre 1 e 2009 tais que 5\n? — 3n + 47

Se ja resolveste todos os problemas até aqui, incluindo os do inicio, deixamos-te agora dois
problemas que talvez nao consigas resolver ja mas que sera um mero exercicio no final da proxima

Sessao:

Problema 7 Seja u, = 2"+ 3" 4+ 6" — 1 para n > 1. Encontra todos os inteiros a tais que a €

primo com todos os elementos da sequéncia.

Problema 8 Encontra todos os inteiros n para os quais existe um inteiro a tal que 2" —1|a®+9.



