1.

a) No plano complexo, as imagens geométricas das raizes quartas de um ndamero
complexo z (ndo nulo) sdo os vértices de um quadrado com centro na origem do
refencial.

Portanto, a partir da imagem geométrica de uma das raizes quartas de z, podemos obter as
imagens geométricas das restantes raizes quartas de z, através de rotacbes de centro na

. . . T .
origem do referencial e amplitude B} radianos.
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Ora, aplicar, & imagem geométrica de um nimero complexo, uma rotagcdo de centro na origem

. . T . T -
do referencial e amplitude B} radianos corresponde a multiplicar esse nimero complexo por

1.

Portanto, a partir do conhecimento de uma das raizes quartas de z, podemos obter as restantes

raizes quartas de z, através de sucesivas multiplicacGes por 7.

Tem-se:

cwi = (1 +2i)i =1+ 2= —2+1

e (=24 0)i= —2i+i?=—1-2i

e (—1-24)i = —i—2i2=2—4

As restantes raizes quartas de z sdo, portanto, —2+4¢, —1—27 e 2 —4q.

b) Na figura esta representada a circunferéncia de centro na imagem geométrica de w e que

passa na origem do referencial, bem como, a trago mais grosso, a parte desta circunferéncia
gue esta contida no quarto quadrante.
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O raio da circunferéncia é igual a distancia da imagem geométrica de w a origem do referencial, ou
seja, é igual ao mddulo de w.

Tem-se que |w| = /12 +22 =+/5

Por isso, uma condi¢do que define a parte da circunferéncia que esta contida no quarto quadrante
(eixos nao incluidos) &, por exemplo,

lz—(142)=+v5 A Im(z)<0

2.
a) Consideremos um referencial 0. n. com origem em (O, cujo eixo das abcissas contém o
ponto A e cujo eixo das ordenadas contém o ponto M.
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Tem-se que o ponto R tem coordenadas (5C0S x,5Senx) e o ponto M tem

coordenadas (0, 8).

Por isso,
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d(z) = RM = \/(5C0593 — 0)°+ (5senz —8)* =

= \/(5cos:z:)2+(5senac—8)2 =

= /25 cos2z + 25sen?z —80senz + 64 =

= /25 (cos’z + sen?z) —80senz + 64 =

= /25 —80senz + 64 = /89 —80senw

b) d(%):\/SQ—SOsen% — /89 —80 = /9 = 3

Interpretacdo: quando x = % os pontos O, R e M séo colineares, pelo que RM = 3.

3.
RY - L 2?—1
a)  fl(z)= e+ ) - 2 L2 2’
:B+% x+% x2;1 z (22+1)

Como o dominio da fungdo f &, de acordo com o enunciado, R, tem-se que
flf(x)=0& 22 —1=0 A 2>0 & =1

Tem-se, assim,

x 0 1 + o0
f'(z) | nad. - 0 +

f(z) | nad. T~ | min. _—

n.d. - ndo definida
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Concluimos assim que f ¢ decrescente em 0, 1] e crescente em [1, 4 oo .

Concluimos também que f (1) € o dGnico minimo de f.

T——+00 T—+00 T——+00

b) lim (f(z)~Inz) = lim [in(z+ L) ~inz] = lim |n<1‘;%>:

— lim (In(l-i—#)) = In(1+0)=0

T——+00

4.
a) g(x) = (z — x,)*(ax® + bz + c)

Como g(:vo) =0, oeixo Oz seratangente ao grafico de g, no ponto de abcissa x,, se, e
sose, g'(z,) = 0.

Tem-se que

g' (@) =[(x—=z,)? . (ax®+bx+c) + (x—x,)2. (ax®+bz+c) =
=2(x—u,)(z—x,). (ax*+bz+c) + (z—x,)% (2ax +b) =

=2 (x—ux,)(az?+bxr+c) + (x—x,)*(2az + b)

Portanto, g'(z,) =2 (z, — z,) (az? + bz, +¢) + (z,—x,)*(2az, + b) =
=2 x0 X (az2+bxy+¢) + 0 x (2az,+b) =0+0=0

b) Na figura esta representada parte do grafico da funcdo A definida por
A(z) = 2t — 723 + T2* + 152 — 6

13,8 /\
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(o gréfico foi obtido com recurso & calculadora, na janela [ — 3, 6] x [ — 30, 25]).
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O polinémio B(x) = A(x) — k tem trés raizes reais distintas se, e s6 se, uma delas for dupla
e as outras duas forem simples. Pela alinea anterior, uma raiz dupla corresponde a um ponto
onde o eixo Oz ¢é tangente ao grafico da funcédo definida por B(x) = A(x) — k, gréfico
esse que se obtém, a partir do gréafico da funcdo definida por A(x) através de uma translaccao
associada ao vector (0, — k).

Portanto, o nimero real positivo k para o qual o polinomio B(x) = A(z) — k tem trés
raizes reais distintas ¢ 13,8 (valor arredondado as décimas, tal como pedido no enunciado).

5.

a) Em 40% dos dias, é o Manuel Silva que vai comprar o pdo. Nos restantes dias, ou seja,
em 60% dos dias, é a Adelaide Silva que se encarrega dessa tarefa. Como 60% > 40%,
€ mais provavel que o vizinho da familia Silva encontre a Adelaide.

b) Designemos por A e C' os acontecimentos:

A - A Adelaide vai & padaria;
C - O pao que é comprado é de centeio.

A probabilidade de que, num dia escolhido ao acaso, seja a Adelaide a ir a padaria e traga pao
de centeioé P(ANC).

Tem-se que: P(ANC) = P(A) x P(C|A) =60% x 80% =48 %
6.

De acordo com a sugestdo, comecemos por elaborar uma tabela onde figurem todas as somas
possiveis (no langamento de dois dados).

112(3|4 |5 |6
112|345 |6 |7
213|4|5|6 |7 |8
314|5|6|7 |8 |9
415|678 |9 |10
516|789 |10]|11
617(8|9|10 |11 12

Um jogo possivel, de acordo com o enunciado, é o seguinte:
Participam dois jogadores, que apostam uma quantia fixa por cada jogada.
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Langcam-se, em simultaneo, dois dados. Se a soma dos nimeros saidos for:
e 2o0u 12, o montante apostado reverte a favor do casino;

* 7, 0 montante apostado transita para a jogada seguinte;

* 3,4,50u 6, ganha o jogador A,

* 8,9,100u 11, ganha o jogador B.

A probabilidade de o casino ganhar é de % , OU seja, cerca de 6%.
A probabilidade de o montante apostado transitar para a jogada seguinte é de ?% , OU seja,

cerca de 17%.
A probabilidade de o jogador A ganhar € igual a probabilidade de o jogador B ganhar, sendo

essa probabilidade é—é , OU seja, cerca de 39%.

435/C/6



