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1. Sejam X e Y subconjuntos limitados de R tais que X NY # (). Mostre que:
(a) sup(X NY) < min{sup X,supY'};
(b) Nem sempre se tem sup(X NY) = min{sup X,supY'}.
(a) Como sup X é majorante de X e supY é majorante de Y temos que
VzeXNY) zeXezeY = z<supX ez <supV.

Logo sup X e supY s@o majorantes de X N'Y e entao sup(X NY'), por ser o menor dos
majorantes, é menor ou igual a ambos. Ou seja, sup(X NY) < min{sup X,supY}.

(b) Considerando, por exemplo, X = {0,1} e Y = {0,2}, temos X NY = {0}. Logo
supX =lesupY =2esup(X NY)=0%#1=min{l,2}.

2. Calcule os limites das sucessoes:
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concluir que lim [narcsin— | = 1, pois, atendendo a que lim f(x) = 1, tem-se
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lim f(x,) = 1 para qualquer sucessao (x,)nen que diverge para +o0, em particular para
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a sucessao definida por z,, = n.

3. Considere a fungao f : R — R definida por:

512n$:1: se r < 0,
1
Fla) = 7 o se 0 <z <2,
1 se x = 2,
eﬁ se x > 2.




(a) Estude a continuidade de f. Classifique os seus pontos de descontinuidade.
(b) Determine f'(z).
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(c) Mostre que existe ¢ €] — m,0[ tal que f'(c) = —.
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(d) Calcule f([0,+o0]).
(a) A funcao f é continua nos intervalos abertos:
e | —0,0] e ]0,2[, porque em ambos estd definida por um quociente de duas fungoes

continuas;

e |2, +oo[, porque neste intervalo estd definida pela composicao de duas fungdes continuas.

Resta verificar se f é continua nos pontos 0 e 2:
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Logo, f é continua em 0.

De:

1
lim f(z) = lim Sy +o0 (porque, quando z tende para 2 com x < 2,2 —x >0
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tende para 0),

e lim f(x)= lim eT7 =0 (porque lim

= —00
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concluimos que f tem uma descontinuidade essencial de 2% espécie no ponto 2.

uncao f nao tem derivada no ponto 2, por nao ser continua nesse ponto. Verifiquemos
b) A funca ao tem derivad to 2 a t to. Verifi
se f tem derivada no ponto 0, calculando as derivadas laterais neste ponto:
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como lim (sinz —z) = 0 = lim 2z% vamos tentar calcular f’ (0) usando a Regra de
r—0~ z—0~
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Cauchy. Como lim % = lim ——— nos da novamente uma indeterminacao,
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desta vez do tipo %, usamos novamente a Regra de Cauchy:
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Logo f.(0) = 0.
Por outro lado,
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Logo, f nao tem derivada no ponto 0.



Concluimos entao que f': R\ {0,2} — R ¢ definida por
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(c) A fungao f é continua no intervalo [—m, 0], como provdmos na alinea (a), e derivavel
em | — m,0[, como indicado em (b). Logo, usando o Teorema de Lagrange, concluimos que

/ 0)— f(— 73— Sin_(_:) i 1
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(d) Em [0, 2[ a funcao é crescente, pois af f'(x) = (2_130)2 > 0; £(0) = % e xlgznf f(z) = +oo0.

Logo, como f é continua no intervalo [0, 2],
£([0,2]) =[5, +ool.
r—-+00

Em |2, +00[ a fungao é também crescente, porque f’ é positiva; lier f(x)=0, lim f(z)=
r—2

e =1e f(2) = 1. Logo, como f é continua em ]2, +o0],
f(]2, +0oc]) =0, 1].

Em conclusdo f([0,400[) = [3,+o0[U]0,1] =]0, +o0l.

4. (a) Deduza a férmula de Taylor, com Resto de Lagrange, de ordem 4, no ponto a = 0,

para a funcao definida por f(x) = coshz.
2 4
(b) Verifique que: (Vx € R) coshz >1+ % + 2—4

(a) Seja f(z) = coshz. Entdao f'(z) = sinhz, f/(z) = f®(z) = coshz e fO)(z) =
f®)(z) = sinhz. Como cosh(0) = 1 e sinh(0) = 0, obtemos

z? x> z? x®
coshx = cosh0+ sinh0x + cosh0 5 4+ sinh 0 37 + cosh 0 o + sinhcg,
z?2 ozt i x®
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para algum um ntmero real ¢ entre 0 e x.

(b) Usando a Férmula de Taylor obtida na pergunta anterior, a desigualdade pretendida

resulta de:



para z = 0, cosh0—1:1+ 2 4 4,,
se x < 0, entao ¢ < 0, logo tambem sinhc < 0, e 2% < 0; donde sinhc@—? > 0;

~ . . 5
de z > 0 vem ¢ > 0 e entdo sinhc > 0, e z° > 0; logo sinhc & > 0.

5. Seja f : R — R uma funcao. Prove que:

(a) Se, para todo o x € R, |f(z)| < 2, entdo f é diferencidvel em 0 e f/(0) = 0.
(b) Se f for diferencidvel e f(0) = 0, entao:
i. (VzeR) |f'(z) <|z| = (VzeR) |f(z)] <22

Sugestao: Utilize o Teorema de Lagrange.

(Vz €R) |f(z)| <2® # (Y €R) [f(2)] < [2a].

(a) Em primeiro lugar, |f(0)| <0, logo f(0) = 0. Entao
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logo f'(0) =

(b) Por hipétese f tem derivada em todo o R.

Se x = 0, entao f(0) = 0 e a desigualdade verifica-se.

Seja x € R, com =z > 0. A funcdo f é continua em [0,z] e diferencidvel em ]0,z[. Pelo
Teorema de Lagrange, existe ¢ €]0, z[ tal que f'(c) = J( ) g( ) = f(a:) Entao
T
f(x)
‘ | =1 @< d < lal = [f(2)] <.

Para z < 0 a demonstracao ¢ idéntica: aplica-se o Teorema de Lagrange a restricao de f
ao intervalo [z, 0].

(c) A funcdo f : R — R definida por f(0) = 0 e f(z) = 2?sinl para 2 # 0 satisfaz
|f(z)] < 22. Pela alinea (a), f/(0) = 0; calculemos f'(x) para z # 0:
f(x) = (2®sinl) = 2zsin 1 + 2% cos L (— L) = 2zsin 1 — cos 1.

Se considerarmos, por exemplo, x = i, temos sin% =0e cos% = 1; logo

[f/ (@)l =1>[2z] = —



