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Exame Suplementar (para notas superiores a 15 valores)

Observacao: Justifique sucintamente as suas afirmagoes.

1. Seja f : X — R uma fungdo em X = Ja,b[, com a < b. Interprete cada uma das condigdes

seguintes.

(a) Iee X FJe>0Vo>0VeeX |z—cl<d = |f(x)— flo)] <e¢;
(b) Vee X Ve>0 3 >0VzeX |z —c[<d = |f(z)— flo)| <&
(¢) JeeX Ve>0 3F>0VeeX [x—c|<d = |f(z)— flo)| <&
(d) Jee X I>0Vex>0VeeX |[z—cl<d = |f(z)— flo)] <e;
() VeeX FJe>0Vi>0VeeX |[x—c[<d = |f(x)— flo))<e

[\)

. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em [a, b] e derivavel em |a,b[, com f(a) < 0, f(b) >0

e [’ :]Ja,b|— R estritamente crescente.

(a) Prove que existe um tunico a €]a,b] tal que f(a) = 0. Mostre que, se z € |a, b, entao
f(x) > 0.

(b) Considere a sucessao definida por 1 =b e Tp41 = xy —

F(wn) (n € N).

i. Mostre que, para todoon € N, a < xp41 < Tp.

ii. Prove que a sucessao (z,) converge para «.

3. Seja f : R — R continua num ponto a. Prove que, se f é derivavel nesse ponto, entao existe
no maximo uma recta que coincide com o grafico de f uma infinidade de vezes em qualquer
intervalo aberto da forma |a — d,a + [, com 6 > 0.

Dé exemplo de uma fungao nao linear para a qual essa recta exista.

4. Mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes, para um subconjunto X de R:
(i) Se X C U la;, bi[, entao existe um subconjunto finito J de I tal que X C U laj, bjl;
icl jeJ
(ii) X é fechado e limitado.



