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Observagao: Justifique sucintamente as suas afirmagoes.

1. Considere a relacao de inclusao C no conjunto das partes de N.

(a) Determine os minorantes do conjunto A ={S C N |2 e S}.
Os minorantes de A, ou seja, os subconjuntos de N que estao contidos em todos os elementos
de A, sao () e {2}.

(b) Verifique se N\ {1} é um majorante do conjunto B={SCN|1¢&S5 A 2¢S}.

N\ {1} é majorante de B uma vez que, para todo o subconjunto S de N,

SeB = 1¢8 = SCN\{1}.
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2. (a) Calcule: lim w

z—0 x2
Como lim sinh(z? + z) = sinh 0 = 0 = lim 2%, vamos usar a Regra de Cauchy:
z—0 z—0
lim (sinh(2? + 2))’ ~ lim cosh(z? + x)(2z + 1) o
z—0 (5[,‘2)/ z—0 2x

atendendo a que lim cosh(2? + z)(2z +1) =cosh0 x 1 =1, lim2z =0 e
z—0 xz—0

cosh(z? + x)(2z + 1)
2z

¢é negativo quando z < 0 e positivo quando z > 0. Ou seja

sinh(x? + z)
2

. sinh(z? +2)
=—-o0e lim —————* = +o00.

lim 5
z—0t X

z—0~ T

(b) Usando a defini¢ao de limite, mostre que lir% % =1.
T—r

Queremos provar que
Ve>030>0VeeR 0<|z—2 <o = E—l‘<5.

[z = 2|

x
Seja ¢ > 0. Como ‘5 — 1’ = , tomando § = 2¢, que ainda é maior do que zero,

podemos concluir que

|z =2
2

T )
—9l<§ ‘7_1’: — =
0<l|z—-2/<d = 5 <5=¢

. ~ . x
(c) Considere a sucessao (zp)nen definida por 1 =1 e xpq1 =1+ ?”, para todo o n € N.
i. Mostre, por indugao, que (z,)pen ¢ limitada superiormente por 2.
Verifiquemos, por indugao sobre n, que x,, < 2:
— x1 < 2
- T 2
— se i < 2, entaoxk+1:1+?<1+§:2.
ii. Verifique que (x,)nen é uma sucessao convergente.
Poderemos concluir que a sucessao (x,) é convergente se for crescente, uma vez que

ja sabemos que ¢é limitada superiormente: para todo o n € N,

X X
xn+1—xn:1+§—xn:1—7">1—520,

uma vez que, pela alinea anterior, x,, < 2.



iii. Calcule o limite da sucessao.

Seja L = lim x,. Como (Zy+1)nen € uma subsucessao de (2, )npen, também  lim 2,41 =
n—+00 n—+00

L L
L. Entao, da igualdade x,+1 =1+ %l podemos concluir que L =14 —, logo — =1

2 2
e entao L = 2.

3. Considere a fungao f : R — R definida por

In(x +cos®z) sex >0
fz) =

sin(2) se x <0

T

(a) Verifique se f é continua em todos os pontos do dominio. Se o nao for, indique os tipos de
descontinuidade.
A fungao é continua em | — 00, 0] e em ]0, +-00[ por estar definida nestes intervalos abertos
como composigao de fungdes continuas. Para verificar se f é continua em 0 estudamos o

limite lateral

1
lim f(z) = lim sin <> .
z—0" z—0~ X

Para provar que este limite ndo existe basta considerar duas sucessoes (Zn)nen € (Yn)nen
a convergir para zero, por valores negativos, tais que as sucessoes (f(zn))nen € (f (Yn))nen
tém limites diferentes. Sejam

1 1

T = ey":_er—i—ﬂ’
2

Conm

para todo o n € N. Entao f(z,) = sin(—2n7) = 0 e f(yn) = sin(—=(2n7+ 7)) =sin(-3) =
—1. Logo a sucessao (f(x,))nen converge para zero, enquanto que (f(yn))nen converge
para —1. A funcéao é portanto descontinua em zero, tendo neste ponto uma descontinuidade

essencial de segunda espécie.

(b) Determine a funcao derivada de f.

Se x > 0,
,  (z+cos?z)  1—2coszsinz

"(z) = (1 2 =
f(@) = (n(z + cos” z)) T+ cos? x T+ cos? x

ri-en(2)(2) - (2) () -

A funcao f nao tem derivada em 0 uma vez que nao é continua nesse ponto. Logo, a

derivada da funcao f estd definida em R\ {0}, sendo

Se z <0,

1—2coszsinz
f/(.%') o r+cos? x se x>0
= o
_005(25)
T

se x < 0.

4. (a) Enuncie o Teorema de Rolle.
Seja f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f é derivdvel em |a, b[, entao existe um
ponto ¢ € |a, b[ tal que f’(c) = 0.

k

b) Seja £ um numero real. Aplicando o Teorema de Rolle & funcao ¢g(z) = sinxz e **, prove
(b) Sej P ¢ao g . P

que existe ¢ €0, [ tal que cosc = k sinc.
Apliquemos o Teorema de Rolle & funcdo g : [0,7] — R definida por g(x) = sinz e+,

Como g é continua em [0, 7] e derivavel em |0, [ e g(0) = sin0e’ = 0 = sinTe " = g(n),



concluimos que existe ¢ €]0, 7| tal que ¢’(¢) = 0. Como ¢/(z) = cosz e — ksinxz e *®

ke kc kx

deduzimos que cosce " = ksince™ Logo, atendendo a que e "* nunca se anula,

cosc = ksinc.

Determine a Férmula de Taylor de ordem n com Resto de Lagrange, no ponto zero, da
funcao f(x) = e”.

Para todo o n € N, f((z) = e*. Entdo f(0) =1 e f(™(0) = 1 para todo o n € N. Logo a
Férmula de Taylor sera:

2 3 n c
T X T e
T _1q T T
e LRI TR i e yT A
para algum c entre 0 e x.

Usando a férmula anterior, e sabendo que e < 3, prove que

1 <1 1+1 1+1<1
2160 e 2 6 24 120 " 720

Fazendo £ = —1 e n = 5 na férmula anterior, obtemos
1 1 1 1 1
—=1-14+--=-4——-— -1
e 275t 1 P

1

1 1 1 e
4 4 Z (1)
2 6+24 120+6!( >
para algum c entre —1 e 0. Entao e € ]%, 1] e portanto, atendendo a que e < 3, obtemos

1 1 1 e 1 1

2160  3x6l “ex6 -6 6 720

e daqui segue o resultado pretendido.

6. Indique, justificando, se cada uma das afirmacoes seguintes é verdadeira ou falsa:

(a)

VneN dneN : nm=1.
Falsa: Se, por exemplo, n = 2, o produto de n por qualquer niimero natural é um nimero

natural par, e portanto diferente de 1.

VACR Vzx €R [z —1,z+2] C A = x pertence ao interior de A.
Verdadeira: O ponto x pertence ao interior de A se existir um intervalo aberto, ao qual z
pertencga, contido em A. De [x — 1,z + 2] C A podemos concluir que |x — 1,z + 1[C A e

dai concluir que x é ponto interior de A.

Se f:R — R é uma fungao continua em a € R, entdo existe f/(a).
Falsa: por exemplo, a funcao f : R — R, com f(z) = |z|, é continua em 0 mas nao tem
derivada em zero, pois as suas derivadas laterais sao diferentes:

. Jz[ =0 . |z[ =0

lim =—1¢ lim
z—0- x—0 z—0+ £ —0

=1.

Se (Zn)nen € uma sucessao convergente de nimeros reais, entao (x,)nen ¢ mondtona e
limitada.

Falsa: por exemplo a sucessao (x,)nen definida por z, = (—1)”% para todo o n € N nao
é monotona mas converge para 0.

(WX CR) NCX = {1} € X.

Falsa: O conjunto X é um conjunto de niimeros reais, logo nao tem como elemento {1},

que nao é um numero real mas um conjunto que tem como Unico elemento o ntmero 1.



