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Teste 3

1. Considere a fungao f: R — R definida por f(z) = e se x #0e f(0)=0.

(a) Verifique se f é uma fungao continua.
Em a # 0, a fungdo f é continua porque é composicao de fungoes continuas. Em
a = 0 temos
1
72

li =1 T =
S = e = =0

1
pois lim —— = —co e lim e” =0. Logo f ¢ uma fungao continua.
z—0 X T——00
(b) Calcule a funcao derivada de f.
Para z # 0,

Poderemos concluir que existe f'(0) se existir lir% f'(z). Calculemos em primeiro
Tr—
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Como a funcao f’ é fmpar, lim f/(z) = — lirn+ f'(z) = 0 e portanto f tem derivada
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em 0, igual a 0.
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Ou, em alternativa, calculamos lim M usando directamente a Regra de
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pois lim e=? = +o0c e lim z = 0.
z—0 z—0
2. Para a funcao g : R — R definida por g(z) = zsin x:

(a) Deduza a Férmula de Taylor de ordem 4 da fungao g no ponto 0.
Calculemos em primeiro lugar as cinco primeiras derivadas de g:

J'(z) =sinx + x cosz,
1" . .
g () =cosz +cosz —xsinx =2cosx — zsinz,

g¥)(z) = —2sinz —sinxz — xcosx = —3sinx — x cos z,



gW(x) = —3cosx — cosx + xsinz = —4cosz + xsin,

g (z) = 4sinz + sinz + zcosx = 5sinx + x cos .
Entdo ¢'(0) = 0, g"(0) = 2, ¢®(0) = 0 e g (0) = —4. A Férmula de Taylor de
ordem 4 da fungéo g em 0 é a seguinte:
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onde ¢ é um numero real entre 0 e x.

Ou, em alternativa, poderiamos apresentar a Férmula de Taylor com Resto Infinite-

4
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g(z) =2 — 5 +7(z), onde im{l} o = 0.

simal:

Usando a alinea anterior mostre que, para todo o x € [0, 1],
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Seja x € [0,1]. A desigualdade
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resulta do facto do Resto de Lagrange de ordem 4 de g

dsinc+ccosc g
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ser um valor nao negativo, uma vez que, se c € [0,1] C [0, §], sinc > 0 e cosc > 0,
logo 5sinc+ ccosc > 0.

A desigualdade
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ficara provada se verificarmos que o Resto de Lagrange de ordem 4 é menor ou igual
5
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3. Indique, justificando, se cada uma das afirmagoes seguintes é verdadeira ou falsa:

(a)

Se f : [a,b] — R for uma fungao continua e existir ¢ €]a, b[ tal que f(c) = 1, entdo
fla) <1< £).

Falsa: por exemplo, para f : [~1,1] — R definida por f(z) = 22 + 1 tem-se f(0) =1
mas f(—1) = 2 nao é menor ou igual a 1.

Seja f :]a,b|— R uma funcdo com segunda derivada em |a, b]. Se existir ¢ € ]a, b| tal
que f"(¢) =0, entdo f tem um ponto de inflexfio em c.

Falsa: por exemplo, se considerarmos f :] — 1,1[— R, com f(z) = z*, f"(0) = 0 mas
f nao tem ponto de inflexao em 0, pois f é convexa em todo o seu dominio.

Se f: X — R for derivavel em a € X N X/, entao f é continua em a.

Verdadeira: se existir lim M, entao
T—a T —a
: v [ f@) = f(a) o f@) = fla) _
tnn (7o) = @) =ty (1= ) ) = g PO i o ) -
— /@) x 0 =0,

isto é lim f(z) = f(a).
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(d) Se f,g : X — R sao fungoes derivaveis em X tal que f' = ¢, entdo existe uma
constante k € R tal que, para todo o x € X, f(z) = g(z) + k.

Falsa: sejam f,g : R\ {0} — R definidas por f(z) = i e g(r) = %4— 2 |, isto é
glz) =L -1sex<0eg(x)=1+1sex>0. Entdo f'(z) = %:g( ) mas a
diferenga entre as duas fungoes nao é constante: se x <0, f(z) —g(z) =1lesexz >0

f(x) —g(z) = —1.

(Observacao: Se X fosse um intervalo, a afirmagao seria verdadeira.)



