Departamento de Matenatica da Universidade de Coimbra
Exame de Aralise Infinitesimal Il

7 de Junho de 2004 Duracao: 2h 30m
Importante: Justifique convenientemente as suas respostas mas escreva apenas 0 estritamente

necesario.

1. Indique, justificando, se cada uma das afirGes;seguintes verdadeira ou falsa:

(a) Sef : [a,b] — IR &uma fundo integavel rio negativa g° f(z) dz = 0, enfio f & a
funcao nula.

(b) SejamP e @) duas parties defa,b] € f : [a,b] — IR uma fun@o limitada, eréio
s(f; P) < S(f;Q).

2. (a) Defina integral impdprio do tipo | convergente.

+oo 1 ;
(b) Prove que/ — dx € convergente se e somenteise 1.
1 "

3. Considere arego A c IR? limitada pelas curvag = 2° ey = |z|.

(a) Calcule aarea deA.

(b) Determine a equap da recta vertical que dividé em duas re@ies com iguahrea.

4. Considere a furfo real de vaéivel real definida pof (z) = > (n+ 1) 2™

n=1
(a) Determine o dormio D de f.
(b) Determine umaéyie de Taylor de/m f(t) dt, x € D, e indique o seu intervalo de con-
0
vergencia.

(c) Utilizando a ainea anterior, prove qu&(z) = ;—LzeD.

(1—x)

(d) Determine a soma d&se
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5. Considere a furéip f :]1,2[ — IR, definida porf(z) = x + 2.

(a) Determine umaéyie de Fourier que contenha apenas termos em senos e convirja para a
funcado f.
(b) Esboce o dgafico da funéog : IR — IR, soma da@&rie de Fourier que determinou na

alinea anterior.

(c) Conclua que
00 (_1>n+1 B z
2 n—1 4

n=1

Boa Sortel!

Cotacao:
1 a) 15
b) 1.5
2 a 1
b) 2
3 a 1
b) 1
4 a) 1
b) 2
c) 2
d 2
2
1
2
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1. (a) FALSA. Considere-se a fu@g f : [0,1] — IR definida porf(z) =0, sex € [0,1], e
1
f(1) = 1. Afungao f & rho negativa((z) > 0, = € [0, 1]), integavel e/ f(z) dx =0.
0
No entantof naoé a fun@o nula.

(b) VERDADEIRA. Dada uma partéo P do intervalo[a, b], enfo, por definido de soma

inferior e superior de uma fugg limitada,
s(f; P) < S(f; P).
Por outro lado, s€) & uma partigo mais fina qué’, enfo
s(f; P) < s(f;Q) < S(f;Q) < S(f; P).

SejamP e ) duas quaisquer parbes dda, b]. A particao P U () &€ mais fina qué® e que
@, logo
s(f; P) <s(f;PUQ) <S(f;PUQ) <S(f;Q).

2. (a) Sejaf : [a,+oo[— IR (resp. f :] — oo0,b] — IR) uma fun@o integavel em qualquer
intervalola, x], > a (resp.|z, b], z < b). O integral impbprio

+o00 b
/a f(z) dx (reSp'[m f(z) dz)

diz-se convergente se existir

lim /m f(t) dt (res.p.xli)rzlOo /bf(t) dt).

xr — +00
Sef : IR — IR & integavel em qualquer intervalo limitado, @atdiz-se que o integral
+00 +o0o a
/ f(z) dz & convergente se o forem os integrj{is f(z) dx e/ f(z) dz,a € R.
Neste caso,

|7 ) de = [ paydr+ /:m f(z) dz.

—00 —



3.

(b) Sen =1, tem-se

oo 1 v 1
/ Sdr = lim [ - at
1 t

x T —+to0 J1

= lim Inz = 4o0,
r — +00

logo o integral impbprio dadcé divergente.

+oo ] xmH 1
/ — dr = lim - .
T z—+o\-n+1 —n+1

—n—+1 1
Porumlado, s& < 1,enBo—n+1 > 0e lim * — = +4-00. Por outro
z—4o\ —n+1 —n-+1

Sen # 1, tem-se

lado,sen > 1,enBo—n+1<0e

) x L 1 ) 1 1
lim — = lim —
z—too \=n+1 —n+1 z—+too \ " H(—n+1) —n+1
1 1
=0 = :
+n—1 n—1

. T i | ;
Portanto, o integral |m|mpr|o/ — dx & convergente se e somentense 1.
1 X

(@) As curvasy = 2 ey = |z| intersectam-se nos pont@s 0) e (1, 1) logo, o conjuntoA &
a rego limitada pelos d@ficos das fun@esf (z) = 23 eg(z) = ||, z € [0, 1].
Parar € [0,1], 23 < |z| = z, e portanto @rea ded & dada por

2 471

%ﬂx—ﬁymzlz—fnozi

(b) Sejar = a arecta vertical que dividd em duas re@ies com iguahrea. Erdo

o3 ot 3 _1 _ areaded
/O(x x)dx—/a(x :c)dx—g == |

. 2
ou seja2a* — 4a* +1 = 0, dondea = |/ 1 + \g_

4. (a) Determinar o dorimio def & determinar o intervalo de convérgia daérie " (n + 1)z"™.

n=1

Sejab,,(z) = |(n + 1)z"™|. Note-se que

btz . 1




(b)

(€)

Pelo criério de D’Alembert, a&rie & absolutamente convergente pm 1, 1[ (|z] < 1) e
divergente eniR \ [—1, 1] (|z| > 1). Resta analisar se arge converge nos pontds —1.

Paraz = 1, vem» (n+1)z" = > (n+ 1). Esta &rie nunéricaé divergente pois, por
n=1

n=1
exemplo, o limite do seu termo gera@mconverge para zerh’TgLﬁ(n + 1) = 400).
Parar = —1,vem ) (n+ 1)z" =) (—1)"(n +1). Esta &rie nunéricaé divergente
n=1 n=1
pois, por exemplo, o limite do seu termo gerabrconverge para Zerﬁ7£(ﬂ(—1)”(n +1)
nao existe).
Portanto, o dofmio def &] — 1, 1].

Sendof definida atrags da suaérie de Taylor (oué&rie de podéncias) em torno do ponto
x = 0, sabemos que dentro do intervalo de congaagija a podemos integrar termo a
termo, istogé,

/Omf(t) dt:/Oxg(n—kl)t"dt:g/ol(n—kl)t” dtzgxn“, rel—1,1]

O intervalo de conveigncia destaérie apenas pode diferir do intervalo de conesigja
da <rie de pakncias def nos pontos-1 e 1.

[e.9] o0
Parar = 1tem-sed _z"*' = )" 1. Esta &rie nunéricaé divergente pois, por exemplo,
n=1

n=1
o limite do seu termo geraBo converge para zerh‘yrl(l 1=1).

Parar = —1 tem-se>_ 2" =} "(—1)"*'. Esta &rie nunéricaé divergente pois, por
n=1

n=1
exemplo, o limite do seu termo ger@mconverge para zerh'gbﬁ(—l)" nao existe).

Portanto, o intervalo de convémcia da érie obtideé | — 1, 1].

Na ainea anterior viu-se qu]é fOydt=> a" =" +2° +at + ...
0 n=1

Dado que

1
1—=x

=Y a"=14a+2°+2°+..., |z|]<1 (série geondtrica)
n=0

tem-se

x S ) 1
/f(t)dt:Z[En+1:ZIn—l‘—1:7—ZL’—1, lz| < 1.
0 n=1 n=0 -z

Além disso, sendfc f(t) dt uma primitiva def, tem-se
0



f(x)sz(/oxf(t)dt):jx(lix—x—o:(l_lx)z—l, ze]—1,1[

(d) Note-se que

2 4 8 16 32 64

) )

n=1

(a) Defina-se uma exteasimpar def,
F] . } — 2, 2] — R
x+ 2, sex € [0, 2]
X —
—(x+2), sexe€]—2,0]

Determine-se agora &se de Fourier dé'; (tamkem chamadaérie de senogle f).

SendoF; uma fun@o impar, os coeficientes de Fourier, n > 0, sao nulos. Resta
determinar os coeficientés, n > 1:

by — ;/_ZFI(x)sin (T) dz
_ /OzFI(x)sin ("35) da
_ /02(95+2)sm<7?) dz
I ERREES

nm

-8 4 4
= —cos(nm) + — = —(2(=1)" +1).
nm

2 2 9 nrx
+ — cos () dx
0 0 nmw 2

Assim, a g&rie de Fourier dé; &

ni :;(2(—1)”“ +1)sin (”2”) .

Em |1, 2], a fungo F; & coninua e coincide conf, logo, neste intervalo, a suarge de
Fourier converge para a fuag f.

Portanto, a&rie de Fourier dé’; € uma &rie que corém apenas Senos e converge para a

funcao f.



(b) SejaFr a extenao perodica deF; de perodo4. A série de Fourier determinada nareda
anterior, converge e para a fung@og : IR — IR definida por
Fp(x), sel’p € contnua emz
9(x) = Fp(a™) + Fp(a™)
5 ;
A figura abaixo representa ogjico da fung@og.

se'r naoé contnua emz

(c) Pela alnea anterior, para = 1, a €rie de Fourier

nf:l 7;;(2(—1)"“ +1) sin (”gx) .

converge pard’;(1) = 3 (F; € contnua emz = 1), istoé

53— 47r(2( 1)1 1 1) sin (”;)

n=1
i { )21 4 1) sin (22”) + @n i 1)7T(2(—1)2”—1+1 + 1) sin <(2”;1)7Tﬂ .




Mas, para cada € IN, sin (n7) = 0 esin <(2n_1)ﬂ> = (=1)".

2
Assim,
3 = -1 2n (=1 n+1
Z 2n — 1) DD
- i (=)™t
n*l 2n— 1
e, portanto,
i 1)n+1 E
n:l 2n— 1 4°
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