
Departamento de Mateḿatica da Universidade de Coimbra

Exame de Ańalise Infinitesimal II

7 de Junho de 2004 Duração: 2h 30m

Importante: Justifique convenientemente as suas respostas mas escreva apenas o estritamente

necesśario.

1. Indique, justificando, se cada uma das afirmações seguinteśe verdadeira ou falsa:

(a) Sef : [a, b] → IR é uma funç̃ao integŕavel ñao negativa e
∫ b
a f(x) dx = 0, ent̃aof é a

função nula.

(b) SejamP e Q duas partiç̃oes de[a, b] e f : [a, b] → IR uma funç̃ao limitada, ent̃ao

s(f ; P ) ≤ S(f ; Q).

2. (a) Defina integral impŕoprio do tipo I convergente.

(b) Prove que
∫ +∞

1

1

xn
dx é convergente se e somente sen > 1.

3. Considere a regiãoA ⊂ IR2 limitada pelas curvasy = x3 ey = |x|.

(a) Calcule áarea deA.

(b) Determine a equação da recta vertical que divideA em duas regiões com iguaĺarea.

4. Considere a funç̃ao real de varíavel real definida porf(x) =
∞∑

n=1

(n + 1) xn.

(a) Determine o doḿınio D def .

(b) Determine uma śerie de Taylor de
∫ x

0
f(t) dt, x ∈ D, e indique o seu intervalo de con-

verĝencia.

(c) Utilizando a aĺınea anterior, prove quef(x) =
1

(1− x)2
− 1, x ∈ D.

(d) Determine a soma da série

2

2
+

3

4
+

4

8
+

5

16
+

6

32
+

7

64
+ . . . .

V.S.F.F.→



5. Considere a funç̃aof :]1, 2[→ IR, definida porf(x) = x + 2.

(a) Determine uma śerie de Fourier que contenha apenas termos em senos e convirja para a

funçãof .

(b) Esboce o gŕafico da funç̃ao g : IR → IR, soma da śerie de Fourier que determinou na

aĺınea anterior.

(c) Conclua que
∞∑

n=1

(−1)n+1

2n− 1
=

π

4
.

————————————————————————————————– Boa Sorte!

Cotação:

1 a) 1.5

b) 1.5

2 a) 1

b) 2

3 a) 1

b) 1

4 a) 1

b) 2

c) 2

d) 2

5 a) 2

b) 1

c) 2
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1. (a) FALSA. Considere-se a função f : [0, 1] → IR definida porf(x) = 0, sex ∈ [0, 1[, e

f(1) = 1. A funçãof é ñao negativa (f(x) ≥ 0, x ∈ [0, 1]), integŕavel e
∫ 1

0
f(x) dx = 0.

No entantof nãoé a funç̃ao nula.

(b) VERDADEIRA. Dada uma partiç̃aoP do intervalo[a, b], ent̃ao, por definiç̃ao de soma

inferior e superior de uma função limitada,

s(f ; P ) ≤ S(f ; P ).

Por outro lado, seQ é uma partiç̃ao mais fina queP , ent̃ao

s(f ; P ) ≤ s(f ; Q) ≤ S(f ; Q) ≤ S(f ; P ).

SejamP eQ duas quaisquer partições de[a, b]. A partiç̃aoP ∪Q é mais fina queP e que

Q, logo

s(f ; P ) ≤ s(f ; P ∪Q) ≤ S(f ; P ∪Q) ≤ S(f ; Q).

2. (a) Sejaf : [a, +∞[→ IR (resp. f :] − ∞, b] → IR) uma funç̃ao integŕavel em qualquer

intervalo[a, x], x > a (resp.[x, b], x < b). O integral impŕoprio

∫ +∞

a
f(x) dx (resp.

∫ b

−∞
f(x) dx )

diz-se convergente se existir

lim
x→+∞

∫ x

a
f(t) dt (resp. lim

x→−∞

∫ b

x
f(t) dt).

Sef : IR → IR é integŕavel em qualquer intervalo limitado, então diz-se que o integral∫ +∞

−∞
f(x) dx é convergente se o forem os integrais

∫ +∞

a
f(x) dx e

∫ a

−∞
f(x) dx, a ∈ IR.

Neste caso, ∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ a

−∞
f(x) dx +

∫ +∞

a
f(x) dx.



(b) Sen = 1, tem-se
∫ +∞

1

1

x
dx = lim

x→+∞

∫ x

1

1

t
dt

= lim
x→+∞ ln x = +∞,

logo o integral impŕoprio dadóe divergente.

Sen 6= 1, tem-se ∫ +∞

1

1

xn
dx = lim

x→+∞

(
x−n+1

−n + 1
− 1

−n + 1

)
.

Por um lado, sen < 1, ent̃ao−n + 1 > 0 e lim
x→+∞

(
x−n+1

−n + 1
− 1

−n + 1

)
= +∞. Por outro

lado, sen > 1, ent̃ao−n + 1 < 0 e

lim
x→+∞

(
x−n+1

−n + 1
− 1

−n + 1

)
= lim

x→+∞

(
1

xn−1(−n + 1)
− 1

−n + 1

)

= 0 +
1

n− 1
=

1

n− 1
.

Portanto, o integral impróprio
∫ +∞

1

1

xn
dx é convergente se e somente sen > 1.

3. (a) As curvasy = x3 e y = |x| intersectam-se nos pontos(0, 0) e (1, 1) logo, o conjuntoA é

a regĩao limitada pelos gŕaficos das funç̃oesf(x) = x3 eg(x) = |x|, x ∈ [0, 1].

Parax ∈ [0, 1], x3 ≤ |x| = x, e portanto áarea deA é dada por

∫ 1

0
(x− x3) dx =

[
x2

2
− x4

4

]1

0

=
1

4
.

(b) Sejax = a a recta vertical que divideA em duas regiões com iguaĺarea. Ent̃ao

∫ a

0
(x− x3) dx =

∫ 1

a
(x− x3) dx =

1

8

(
=

área deA
2

)
,

ou seja2a4 − 4a2 + 1 = 0, dondea =

√
1 +

√
2

2
.

4. (a) Determinar o doḿınio def é determinar o intervalo de convergência da śerie
∞∑

n=1

(n + 1)xn.

Sejabn(x) = |(n + 1)xn|. Note-se que

lim
n

bn+1(x)

bn(x)
= lim

n

(n + 1)|x|
n

= |x|.



Pelo crit́erio de D’Alembert, a śerieé absolutamente convergente em]− 1, 1[ (|x| < 1) e

divergente emIR \ [−1, 1] (|x| > 1). Resta analisar se a série converge nos pontos1 e−1.

Parax = 1, vem
∞∑

n=1

(n + 1)xn =
∞∑

n=1

(n + 1). Esta śerie nuḿericaé divergente pois, por

exemplo, o limite do seu termo geral não converge para zero (lim
n

(n + 1) = +∞).

Parax = −1, vem
∞∑

n=1

(n + 1)xn =
∞∑

n=1

(−1)n(n + 1). Esta śerie nuḿericaé divergente

pois, por exemplo, o limite do seu termo geral não converge para zero (lim
n

(−1)n(n + 1)

não existe).

Portanto, o doḿınio def é ]− 1, 1[.

(b) Sendof definida atrav́es da sua śerie de Taylor (ou śerie de pot̂encias) em torno do ponto

x = 0, sabemos que dentro do intervalo de convergência a podemos integrar termo a

termo, istoé,

∫ x

0
f(t) dt =

∫ x

0

∞∑

n=1

(n + 1)tn dt =
∞∑

n=1

∫ 1

0
(n + 1)tn dt =

∞∑

n=1

xn+1, x ∈]− 1, 1[.

O intervalo de converĝencia desta śerie apenas pode diferir do intervalo de convergência

da śerie de pot̂encias def nos pontos−1 e1.

Parax = 1 tem-se
∞∑

n=1

xn+1 =
∞∑

n=1

1. Esta śerie nuḿericaé divergente pois, por exemplo,

o limite do seu termo geral não converge para zero (lim
n

1 = 1).

Parax = −1 tem-se
∞∑

n=1

xn+1 =
∞∑

n=1

(−1)n+1. Esta śerie nuḿericaé divergente pois, por

exemplo, o limite do seu termo geral não converge para zero (lim
n

(−1)n não existe).

Portanto, o intervalo de convergência da śerie obtidáe ]− 1, 1[.

(c) Na aĺınea anterior viu-se que
∫ x

0
f(t) dt =

∞∑

n=1

xn+1 = x2 + x3 + x4 + . . ..

Dado que

1

1− x
=

∞∑

n=0

xn = 1 + x + x2 + x3 + . . . , |x| < 1 (série geoḿetrica),

tem-se
∫ x

0
f(t) dt =

∞∑

n=1

xn+1 =
∞∑

n=0

xn − x− 1 =
1

1− x
− x− 1, |x| < 1.

Al ém disso, sendo
∫ x

0
f(t) dt uma primitiva def , tem-se



f(x) =
d

dx

(∫ x

0
f(t) dt

)
=

d

dx

(
1

1− x
− x− 1

)
=

1

(1− x)2
− 1, x ∈]− 1, 1[.

(d) Note-se que

2

2
+

3

4
+

4

8
+

5

16
+

6

32
+

7

64
+ . . . =

=
∞∑

n=1

n + 1

2n
=

∞∑

n=1

(n + 1)
(

1

2

)n

= f
(

1

2

)
=

1

(1− 1
2
)2
− 1 = 3.

5. (a) Defina-se uma extensãoı́mpar def ,

FI : ]− 2, 2] → IR

x 7→




x + 2, sex ∈ [0, 2]

−(x + 2), sex ∈]− 2, 0[
.

Determine-se agora a série de Fourier deFI (tamb́em chamadasérie de senosdef ).

SendoFI uma funç̃ao ı́mpar, os coeficientes de Fourieran, n ≥ 0, s̃ao nulos. Resta

determinar os coeficientesbn, n ≥ 1:

bn =
1

2

∫ 2

−2
FI(x) sin

(
nπx

2

)
dx

=
∫ 2

0
FI(x) sin

(
nπx

2

)
dx

=
∫ 2

0
(x + 2) sin

(
nπx

2

)
dx

=
[
−(x + 2)

2

nπ
cos

(
nπx

2

)]2

0
+

∫ 2

0

2

nπ
cos

(
nπx

2

)
dx

=
−8

nπ
cos(nπ) +

4

nπ
=

4

nπ
(2(−1)n+1 + 1).

Assim, a śerie de Fourier deFI é

∞∑

n=1

4

nπ
(2(−1)n+1 + 1) sin

(
nπx

2

)
.

Em ]1, 2[, a funç̃aoFI é cont́ınua e coincide comf , logo, neste intervalo, a sua série de

Fourier converge para a funçãof .

Portanto, a śerie de Fourier deFI é uma śerie que cont́em apenas senos e converge para a

funçãof .



(b) SejaFP a extens̃ao períodica deFI de peŕıodo4. A série de Fourier determinada na alı́nea

anterior, converge emIR para a funç̃aog : IR → IR definida por

g(x) =





FP (x), seFP é cont́ınua emx
FP (x+) + FP (x−)

2
, seFP nãoé cont́ınua emx

.

A figura abaixo representa o gráfico da funç̃aog.
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(c) Pela aĺınea anterior, parax = 1, a śerie de Fourier
∞∑

n=1

4

nπ
(2(−1)n+1 + 1) sin

(
nπx

2

)
.

converge paraFI(1) = 3 (FI é cont́ınua emx = 1), isto é

3 =
∞∑

n=1

4
nπ

(2(−1)n+1 + 1) sin
(

nπ

2

)

=
∞∑

n=1

[
4

(2n)π
(2(−1)2n+1 + 1) sin

(
2nπ

2

)
+

4
(2n− 1)π

(2(−1)2n−1+1 + 1) sin
(

(2n− 1)π
2

)]
.



Mas, para cadan ∈ IN, sin (nπ) = 0 e sin

(
(2n− 1)π

2

)
= (−1)n+1.

Assim,

3 =
∞∑

n=1

4

(2n− 1)π
(2(−1)2n + 1)(−1)n+1

=
∞∑

n=1

4.3

(2n− 1)π
(−1)n+1,

e, portanto,

∞∑

n=1

(−1)n+1

(2n− 1)π
=

π

4
.
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