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(15) 1. Sejam g: R* — R? definida por g(u,v) = (v/2, (v/2)* — u) e o conjunto
S={(ry)eR: > <y<a*+1, 0<x<1}.

a) Justifica que g define uma transformacio de coordenadas em R? e calcu-
la |Dg|.

b) Descreve o conjunto S no sistema de coordenadas associado a g .

¢) Descreve o conjunto D = {(z,y) € R*: 2> <y <z, 0 < 2 < 1} no

sistema de coordenadas polares.

(1.5) 2. Seja f uma funcdo real de varidvel real de classe C'. Considera a funcio real

de varidvel real, F, definida em R, de expressao analitica
) ) ) p

F(y):/y(f(ﬂ?+y)+f(w—y))dx.

-y
a) Mostra que se f é impar, entdo I’ é constante.

b) Define transformada de Laplace para uma funcao real de varidvel real,

devidamente identificada.

¢) Determina a transformada de Laplace da fungao real de varidvel real, y =
y(t), solu¢ao do problema de Cauchy:
y'+y=cost, y(0)=0,y(0)=-1.
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(1.5) 3. Considera o conjunto M = {(z,y) € R? : 22/® + ¢*/* < 1}.

a) Descreve M no sistema de coordenadas associado a g: RT x [0, 27[— R?

g(u,v) = (u*cos® v, u?sin®v) .

b) Enuncia o teorema da mudanga de variavel para integrais multiplos do tipo

/ dA, com D C R? aberto.
D

c¢) Calcula a drea de M.

(1.5) 4. Seja N ={(z,y,2) e R®:2? + > + 22 <4, 2> +y* < 2}.

a) Determina o volume de N .

b) Calcula a drea de superficie de
Q={(v,y,2) eER3: 22+ =2, 22 +y? +22 <4, 2<0}.

¢) Calcula o comprimento da curva
C={(z,y,2) eR: 2?2 +¢y*+22=4, 22 +y*=2, 2>0, y <0}
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(5.0) 5. Formas diferenciais.

a) Define produto exterior de duas aplicagoes lineares de R” em R.

b) Determina a expressao canénica da forma diferencial
w=df —3dg,
onde f, g sdo funcoes reais definidas em RT x R* com expressoes analiticas
fla,y) =y, g(z.y) = (v +2y)In(a® + 7).
c) Mostra que w = yzdx + zzdy + vy dz é exacta em R? | e determina uma
sua primitiva.
d) Determina expressao canénica da forma diferencial p*w, onde
0 R = R?,
definida por ¢(s,t,7) = (2s+1t,sr,t—r), e w=ydr —xdz.

(4.5) 6. Teorema de Green-Riemann.

a) Considera a forma diferencial w = Q(z,y)dy, onde @ é uma fungao real
definida em R? . Enuncia e demonstra o teorema de Green-Riemann para a
forma diferencial, w, definida numa regido D C R? devidamente caracte-

rizada.
b) Calcula, por dois processos distintos, o integral
w, onde w=-—-ydr+xdy

c
e C ¢ a fronteira da regiao,
D={(z,y) eR*: (/2> +4y* <1, >0, y <0},

percorrida no sentido positivo.

(4.5) 7. Seja, w, uma forma diferencial de primeiro grau de classe C' em R?, definida

por w = x*y*dr + dy + zdz .

a) Enuncia o teorema de Gauss-Ostrogradsky.
b) Calcula, por defini¢do, os integrais / dw e / dw , onde
g Us
Uy={(z,y,2) eR*: 2>+ +2° =2, 2 >0}
Uy={(z,y,2) eR*:2* +* <2, 2 =0},
orientadas com a normal dirigida para a parte positiva do eixo OZ.

Comenta o resultado obtido.
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(3.0) 1. Integrais paramétricos.

a) Define transformada de Fourier, F , para uma fungao real de varidvel real,
devidamente identificada, f, e mostra que F(e /%) (s) = —s F(e /?)(s) .

b) Determina, a transformada de Laplace, da fungao real de varidvel real,
y = y(t), solugdo do problema de Cauchy:
y'+ 4y +5y =3¢, y(0) =4, y'(0) = 7.

(3.0) 2. Considera o conjunto M = {(z,y) ER?*: 2 >0, e < 2° + 9> <e'}.

a) Representa geometricamente M | descreve-o em coordenadas polares e cal-

cula/ log(2® +y*) dA.
M

b) Calcula o comprimento da curva interseccao das superficies S; e Sy, de
equacao cartesiana

z? + y2 +22=4 e x= Y, respectivamente.

(5.0) 3. Formas diferenciais.

a) Define forma diferencial, w, de grau 2 e classe C* sobre D C R?.

b) Determina a expressao candnica da forma diferencial
w=d(f+g)+d(fg),
onde f,g sdo funcoes reais definidas em R? com expressoes analiticas
fla,y) =a*+y*, glz,y) =2 —y°.
c¢) Determina a expressao canénica da forma diferencial
wAdw,
onde w é a forma diferencial de primeiro grau definida em R3
w= f(x,y,2)(adr + bdy + cdz)

com a,b,c € R e f uma funcao real de classe C! definida em R?.

d) Determina expressao canénica da forma diferencial p*w, onde
R — R?,
definida por ¢(s,t,7) = (st,tr), e w=y*dr —xdy.
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(4.5) 4. Teorema de Green-Riemann.

a) Considera a forma diferencial w = P(z,y)dz, onde P ¢ uma funcao real
definida em R? . Enuncia e demonstra o teorema de Green-Riemann para a
forma diferencial, w, definida numa regido D C R? devidamente caracte-
rizada.

b) Calcula, por dois processos distintos, o integral

w, onde w=z*dr+zdy

c
e C éa curva, de equacao cartesiana x2 +y? = 6z, percorrida no sentido

positivo.

(4.5) 5. Seja, w, uma forma diferencial de segundo grau de classe C! em R?, definida

porw=xdyNdz+ydzNdr—2zdx Ndy.

a) Enuncia o teorema de Gauss-Ostrogradsky.

b) Calcula os integrais / w e / w, onde
U Ui UUs
Uy ={(z,y,2) €ER*:32° +3y° = 2, 2” +¢* < 1}
Uy={(z,y,2) e R*:2® +¢y* < 1, 2z =3},
com int(U; U Us) orientado positivamente com a normal exterior.

Comenta o resultado obtido.
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(3.0) 1. Integrais paramétricos.

a) Define transformada de Fourier, F , para uma fungao real de varidvel real,

devidamente identificada, f.

b) Determina, usando transformadas de Laplace, a fungdo real de varidvel
real, y = y(t), solugao do problema de Cauchy:
y' — 4y + 4y =sint, y(0) =0, ' (0)=1.

0 z?
(3.0) 2. Considera o integral I = / (/ xdy) dx
—2 \J—4a—4

a) Inverte a ordem de integragdo, aplica o teorema de mudanca de varidvel

para coordenadas polares a I, e calcula o integral dado.

b) Identifica o integral que te permite calcular a area de superficie da regiao

A={(2,y,2) €ER®: 2 = /a2 + 92, 2* +¢* < 2z},
(5.0) 3. Formas diferenciais.

a) Define produto exterior de duas aplicagoes lineares de R" em R.

b) Determina a expressao candnica da forma diferencial w = df Adg, onde f, g
sao funcoes reais definidas em R? com expressoes analiticas f(z,y) = 2%y
e g(x,y) =y

c¢) Mostra que w = 2rydz + (22 + Inz)dy + y/zdz, definida no conjunto

A={(x,y,2) € R3: 2 > 0}, é exacta, e determina as suas primitivas.

d) Determina expressio canénica da forma diferencial ¢*w, onde ¢ : R — R?,
definida por (t) = (Y1(t), ¥a(t)), onde 1,9y € C', e w é a forma
diferencial de segundo grau definida em R?, por w = f(z,y)dx A dy.
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(4.5) 4. Considera a forma diferencial w = (sin(zy) + zy cos(zy)) dz + x* cos(xy) dy.

a) Calcula / w, onde Cy = {(z,y) € R?: |z| + |y| = 7}, orientada positiva-
Cy

mente.

b) Calcula / w, onde Cy, é 0 arco de parabola x = y? percorrida de (m, /7)
c
até (0,0). ’

(4.5) 5. Seja, w, uma forma diferencial de segundo grau de classe C! em R?, definida
por w = (y? + 23 dx + (2* + 2?) dy + (2% + y*) d=.

a) Enuncia o teorema de Stokes.

b) Calcula os integrais / dw e / dw , onde
Ui

Uy ={(z,y, 2) €R3:x2+[;22+z:1, z >0}

Uy={(z,y,2) eR* 2 + >+ 22 =1, 2<0}
com U; e U,, orientadas com a normal dirigida para a parte positiva do
eixo OZ.

Comenta o resultado obtido.




