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Exame, 11/2/2002 

Importante: Reaponda apenas ao que 8e pede. Justifique as respostas. 9eja conciso. 

(a) Factorim A na  forma LU, onde L é uma matriz triangzilar inferior com elementos diagonais iguais a 
1 e U 6 uma matrlp, em escda. 

rJz(b) Diga para que valores de a! a mntrie A é invertivel. 
- (c) Faça a = 3. 

L/ i I 

X i. Resolva o sistema Arc = [H] @H 
coluna de A-* 9\P ""9k$ 

et s n m b ~  i - 
4 %% co\- - L 3 + 3  

v' 

(3 para fada uma das afirmaç6es seguintes, diga, justificando, se é verdadeira ou fa& 
u 
i (a) Sendo A e B matriees simétricas, se AB = BA então AB/ é simdtzica. 
ç (b) Sendo A quadrada, se det(A) = O então as colunas de A são linearmente independentes. 
\i (e) Se A for uma matriz rn x n tal que, para qualquer b E Rm, o sistema h = b é possível, então o 

sistema ATY = O só tem a solugS5 nula. 
f (d) Sejam v i ,  v2, va, v4 E P. Se vi e v2 são iinearmente independentes e v3 e q também são l/near- 

mente independentes, e se nem v3 nem v* pertencem a C{vl, v2}, então vi, v2, va, v i  sáo linearmente 
independentes. 

/, 
(qq, ,0 iop\  V,- ( o , $  077 V,= ( " ,o , \  , O >  v, = (1 1 0 , q . q -  

I a b  c 

$ SejaA= , com a, b,c, d E P Prove que, se det(A) = 0, então a = b = c = d = 0. 
c -d -a b 

3. i@ Sem calcular os determinantes indicados, mostre que 
i 

L d  c -b - a J  
(Sugestão: Calcule A A ~ . )  

4. Seja F o subespaço de IR? definido por F = {(x, y, z ) :  x - 2y = O}. . 

a s  y z 
ar2 y2 z2 . f 
a 1 1  

ax aY az 
a2+x2 a2+Y2 a2+z2 

1 1 1 

3 Determine uma base e indique a dimensão de F. 
K (b) Construa uma base de I@ que contenha a base determinada na alinea anterior. 6 

= 
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o o 1  o 
i. (a) s e  a # o, tem-se A = [ a i  o ] . [ 8 - 2 ] . 

-1 1  O  a+2  

1 0 0  1 1 0  
e = ,  tem-se A [ 2  1  O 2 1  . 

F 
O 0 1  O 0 0  

\J 
(b) Ip é invertível para a # O  e a # -2. 

(c) i. A solução (única) é [;$!I . 

ii. Como O  é a terceira coluna de 13, a terceira coluna de A-' é precisamente a solução 
, [:I 

do sistema indieado na alínea (i). 

2. (a) A afirmação é verdadeira. Demonstração: (AB)T = B ~ A ~  = BA = AB. (Usou-se o facto 
f 

b' de que A e B são simétricas, isto é, de que = A e B~ = B.) 

(b) A aiirmaqão é falsa. ~xemplo: A = [ i i ] . 
(c) A afirmação é verdadeira. Demonstração: Se, para qualquer b E IW", o sistema dz = b é 

, possível, tem-se necessariamente car(A) = m. Então também car(AT) = m, o que significa 
que a matriz tem tantos pivots como colunas. Segue-se que o sistema homogéneo 
ATy = O  é determinado. 

(d) A afirmação é falsa. Exempb: v i  = [i], = [H], % = [H] = [ i ] .  



3. (a) Usando as propriedades dos determinaates obtemos 

donde det (AAT) = (a2 + b2 -t c2 + d2)*. Como det (AAT) = det (A)  det ( A ~ )  = [det (A)I2, e 
det (A) = O por hipótese, tem-se a2 + b2+$ +d2 = 0, donde a = b = c = d = 0. 

4. ' (a) Seja (2, y, z) um vector qualquer de F. Tem-se 

( X , Y > ~ ) = ( ~ Y , Y , ~ )  =~.(2,1,o)+z.(o,o,1) ,  

pelo que os vectores (2,1, O), (0,0,1) geraxn F. E& dois vectores sBo linearmente inde- 
pendentes, e assim constituem uma base de F, que tem portanto dimensão 2. 

1 

(b) Tem-se 

ax y z 
ax2 y2 z2 
a 1 1  

= = a. 

(b) Basta acrescentar aos vectores (2,1, O), (0, O, 1) um terceiro vector que não seja combinacão 
linear deles. Por exemplo, (1,0,0). Os três vectores (2,1, O), (0, 0, I), (1,0,0) constituem 
uma base de IW". 

. 
X Y z  
x2 y2 22  

1 1 1  

5. Seja {vi,. . . , vk) uma base de F. Suponhamos que F + G. existe pelo menas um vector 
w E G não pertencente a F. Como w não pertence a F, não é combiqão linear de vi,. . . , vk. 
Então os L + 1 vectores ill,. . . , vk, w são linearmente independentes, e a dimensão de G é pelo 
menos k + 1, absurdo. . 

Cotação: .. 

1. ( a ) l , 5  2. ( a ) l , 5  3. (a)1 ,5  4. ( a )2 ,5  5. 2,5 
(b) 1 (b) 1 (b) 2 (b) 175 
(C) i. 1 (C) L 5  

ii. 1 ( 4  1 7  5 
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