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Exame, 11/2/2002

, Importaﬁte: Responda apenas ao que se pede. Justifique as suas respostas. Seja conciso.
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1. Considere amatriz A= |2 2~a 2 | ,coma€R
. L0 o e

“(a) Fa.ctonze A na forma LU, onde L é uma matriz triangular inferior com elementos diagonais iguais a
1 e U é uma matriz em escada.
1f»(b) Diga para que valores de o a matriz A & invertivel.
- (c) Faga a=3.
| %

; ‘ : 0
(‘ ; )( i. Resolva o sistema Az = [ 0 ] .

o

Kii, %?:\(\12 : res;ﬂtai(i da alinea A;), mdl%ue a tergelra coluna de A"1 RN wolona gk P SRR
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OPa.ra, cada uma das a.ﬁrmagoes segumtes, diga, justificando, se é verdadeira ou falsa,

v V (a) Sendo A ¢ B matrizes snnétrlcas, se AB = BA entdo AB/é simétrica.
v ¢ (b) Sendo A quadrada, se det(4) =0 ent3o as colunas de A sdo linearmente independentes.

\J (¢) Se A for uma matriz m X n tal que, para qualquer b € R™, o sistema Az = b é possivel, entdo o
sistema ATy = 0 86 tem a solugdo nula. :

f (d) Sejam vy,v3,v3,v4 € R*. Se v; e vy so linearmente mdependentes e vz € Uy tambem séo linear-
mente independentes, e se nem v3 nem v4 pertencem a L{vi,v3}, entdo vy, vy, v3, v4 850 linearmente

P 1)ndependent‘es Vg~ (W\O\QP\\ v, = (o, Oﬁﬂ V= (4,044 05 \/“ = (1 00, 4

3. \(’@ Sem calcular os determinantes indicados, mostre que

ar ay az ar. Yy z
a®+2? a?+y? @?+2% | = | ag? y? 2P
1 1 1 a 1 1
. Z ._ba (ci fc v : ' . .
' Seja A= c —-d —a b |vComa b,c,d € R. Prove que, se det(4) =0,entdoa=b=c=d=0.
d ¢ -b -a ’

(Sugestﬁ.o: Calcule AAT.)

4. Se_]a Fo subespago de R? definido por F = {(z,9,2) 1z — 2y = 0}
@ Determine uma base e indique a dimensdo de F. _
(“ x (b) Construa uma base de R3 que contenha a base determinada na alinea anterior.
A
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1. (a) Sea#0,temseA=}2 1 0|10 —a 2 .
' 0 0 0 o+2

1700 110
Sea=0,temse A=|21 0| " 00 2|.
0 01 000
(‘“ e
3
(b) ;‘1 é mvertwel pa.ra a ;é 0 ex 74 2
- [ —2/15
(¢) i A solugdo (unica) é 2/15 | .
: 1 1/5
ii. Como | 0 | é a terceira coluna de I3, a terceira coluns de A~! é precisamente a solugio
S do sistema indicado na alinea (i).
g 2. (a) A afirmacdo é verdadeira. Demonstragao: (AB)T BTAT =BA= AB (Usou-se o facto
N ' de que 4 e B sao simétricas, isto é, de que AT = A e BT = B.)

(b) A afirmagio ¢ falsa. Exemplo: A = [ i i ] :

*(¢) A afirmacio é verdadeira. Demonstragio: Se, para qualquer b € R™, o sistema Az = b ¢
possivel, tem-se necessariamente car(A4) = m. Entdo também car(AT) = m, o que significa
que a matriz AT tem tantos pivots como colunas Segue-se que o sistemia homogéneo
ATy = 0 é determinado.

1 0 0] [1
(d) A afirmacdo é falsa. Exemplo: vy = [0] , w:«[l} , U3 = !0] , Vg = [1] .
0 0



3. (a) Usando as propriedades dos determinantes themos

ar - - ay az ol ar ey -az Sillaxrsiaye. a2

a2 +$2 a2 +y2 a2 + z2 = (12 a2 a2 + :L‘2 y2 _ Z2 =
1 1 1 | |1 1 1] 1 1 1
z Y.z az y % ‘
=a-|22 4?2 2| = |az? ? 2
1 1 1 a 1 1
(b) Tem-se .
a?+b++d2 0 0 0
AAT = 0 a?+t?+ct+d® o 0 -0
- 0 S0 a4+ +d? 0 ’
0 0 , 0 a?+b% 4+ +d?

‘donde det(AAT) (a2+52+¢2 +d2)4 Como det(AAT) = det(A) - det(AT) = [det(A)]?, e
det(A) = 0 por hipétese, tem-se a®+b?+c?+d? = =0,dondea=b=c=d=0.

>

‘(a) Seja (z,y,2) um vector qua.Iquer de F. Tem-se

- ( 1yaz) _(2yay9 )‘y(210)+z(001)

pelo que os vectores (2,1,0),(0,0,1) geram F. Estes dois vectores séio linearmente inde-
pendentes, e assim constituem uma base de F, que tem portanto dimensao 2.

(b) Basta acrescentar aos vectores (2,1,0),(0,0,1) um terceiro vector que nao seja combinagéo
linear deles. Por exemplo, (1, 0 0). Os trés vectores (2,1,0), (0,0,1),(1,0, 0) constituem
uma base de R3.

5. Seja {v1,...,vx} uma base de F. Suponhamos que F # G. Entéo existe pelo menos um vector
w € G ndo pertencente a F. Como w ndo pertence a F, ndo é combinagdo linear de vq,...,v;.
Entao os k + 1 vectores vy,. .., vk, w 880 linearmente independentes, e a dimenséo de G é pelo
menos k + 1, absurdo. R EEE B R ‘ '

»

Cotagao:
1. (a) 1,5 2. (@) 1,5 3. (a) 1,5 4. (a) 2,5 5. 2,5
1 ()1 (b) 2 ® 1,5
(e) i. 1 (o) 1,5

ii. 1 (@) 1,5
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