DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA
Algebra Linear e Geometria Analitica I

12 Teste
26 de Margo de 2004 Duragao: 30m
1. Calcule o produto:
2 2 1 2 =2 1
-2 1 2 2 1 =2
1 -2 2 1 2 2
- 2 2171 12-21 44441 —44+2+2 2442 900
Resolucao: [72 1 2} [2 1 —2}: [—4+2+2 4+1+4 —2—2+4]: [090].
1 —22] [12 2 2-4+42 —2-244 14444 009

2. Usando o método de eliminagao de Gauss, e indicando os pivots utilizados, resolva o seguinte

sistema:
20 +2y+z=1

—2r4+y+22=3
rT—2y+2z2=95

Fam Lot 242y+z = 1 20+2y+z = 1 z= g
~ 2042y+z =1 Lg—L3z—5L1 TTEYTE = - LarsLs+L rreyTE = -9 .
Resolucio: { “2myt2z =3 =" Bytds =4 A Bytds = 4« ¢y = -5 Pivots
r—2y+2z =5 —3y+35z =3 52 = 5 o %
(assinalados a negrito): 2,3, 2.

3. Indique, justificando, se cada uma das seguintes afirmacgoes é verdadeira ou falsa.

. . 2 2 1 3
(a) Existe uma matriz A tal queA{2 2} —{1 3}.

(b) Um sistema linear com trés equacoes e quatro incognitas é sempre indeterminado.
(c) Nao existe nenhuma matriz real A quadrada de ordem n tal que A? = —1,.

Resolucgao:

(a) Falsa. Seja [Z Y], com z,y,z,w € R uma matriz real qualquer do tipo 2 x 2. Entdo, temos

[28](33] = [250 22ian | # [13], uma vez que 1 # 3.

(b) Falsa. O sistema pode ser impossivel. Considere-se o seguinte sistema (de trés equagdes e quatro
L. z+y+z+w = 0
incognitas): { etytatw = 1,
zHy+z+w =2

(c) Falsa. Para n = 2 considere-se a matriz A = [} '] (matriz quadrada sobre o corpo dos reais).

Tem-se entdao: A% = [9 1[0 = [ %] Contudo é verdadeira para n impar. Se n &
fmpar entdo det(—1I,) = —1. Por outro lado, det A> = (det A)? > 0, logo nao existe A tal que
A% = —1,.

[CotacGes: 20 + 35 + 45.]
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DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA
Algebra Linear e Geometria Analitica I

22 Teste
5 de Maio de 2004 Duragao: 30m
1 111
. . . 1 2 2 2
1. Considere a seguinte matriz: A = 1 2 3 3
1 2 3 4

1. Determine a decomposicio A = LDLT.

2. Use a alinea anterior para calcular det(A).

Resolucao: Em primeiro lugar usamos eliminacao de Gauss para obter U que, uma vez que A é
simétrica, coincide com L7.

1111 — 1111 — 1111 — 1
12929 | Le—=Le—=L1 | 91711 | Ls—L3—L2 0111 | La—Ls—L3z |0
1233 La—L3—L1 | 0122| Lg—Ls—La |0011 0
12314 0123 0012 0
10007 [1000] 1111
Assim, a resposta a alinea (a) é A = i i (%) Ef) (8] é g § § é é i . Usando esta factorizacao, det(A) =

OO
O =
=

1-1-1=1, que é a resposta a (b).

2. Considere o subespaco de R* gerado pelos vectores (0, 1,0, 1), (0,2,0,—2), (0,4,0,0), (=1,1,1,1)
e (1,0,—1,0). Indique uma base deste subespaco tal que
1. a base seja um subconjunto dos vectores dados;

2. nenhum dos vectores dados lhe pertenca.

Resolugao: Considermos a matriz cujas colunas sao os geradores dados. Entao, sabemos que as
colunas que tiverem pivots ao cabo do processo de eliminacao de Gauss constituem uma base do
espaco gerado por todas as colunas. Temos:

000-11 — 1241 0 — 12 4 1 0 — 12 4107 —
1241 0| L1Ly |00 0-11 | La—La—L; |00 0 =1 1 | LyesLo |0 —-4-40 0
0001 -1 0001 —1 00 0 1 —1 00 01-1
1-201 0 1-201 0 0-4-40 0 00 0 1-1
— 12 410
Ly—Ls—Ls | 0-4-40 0
00 01-1]-
00 00

0
Assim uma resposta a alinea (a) é ((0,1,0,1),(0,2,0,—2),(—1,1,1,1)). Uma resposta a alinea (b) é
((0,10,0,10), (0,20,0,—20), (—10, 10, 10, 10)), que se obtém multiplicando cada vector da base anterior
por 10.

Continua no verso.
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3. Indique, justificando, se cada uma das seguintes afirmacoes é verdadeira ou falsa.

1. Sejam z,y, z vectores de R™. Se {z,y} e {z, z} sdo conjuntos linearmente independentes entao
{z,y, 2} é linearmente independente.

2. Se as colunas de uma matriz quadrada de ordem n formam uma base de R™ entao as linhas
dessa matriz também formam uma base de R".

3. Sendo u,v vectores de R™, tem-se ||u + v||* = ||u|* + 2|Ju||||v]| + ||v|*-

Resolugao:

1. Falso. Apresentemos um contra-exemplo. Os conjuntos {(1,0),(0,1)} e {(1,0),(0,2)} de vec-
tores de R? sdo linearmente independentes, contudo {(1,0),(0,1),(0,2)} é linearmente depen-
dente.

2. Verdadeiro. Se as colunas de uma matriz formam uma base de R™ entao dim C(A) = n. Mas
dim C'(A) = car(A) = dim R(A) logo dim R(A) = n. Conclui-se que as linhas da matriz sao
linearmente independentes. Uma vez que estas linhas constituem n vectores de R", em virtude
de A ser uma matriz quadrada, elas formam, igualmente, uma base de R™.

3. Falso.

|lu+v|*> ={u+v,u+v}
={u,u} + 2 {u,v} +{v,v}
= [lull® + 2 {u, v} + ||v||?
< Jlull® +2(lwllfofl + (]2,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Sabemos que para que a igualdade seja estrita basta
tomar v e v linearmente independentes.

[Cotagbes: 30 + 35 + 35.]
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