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(A+B)n = An +Bn.
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2x1 +2x3 = 0

−2x1 +x2 +x4 = 0

2x3 +4x4 = 0

2x1 −3x4 = 0
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F =
{

(x1, 0, x3, x4) ∈ R4 | x1 − x3 + x4 = 0
}
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2x1 +2x3 = 0

−2x1 +x2 +x4 = 0

2x3 +4x4 = 0
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0 1 2 1
0 0 1 2
0 0 0 1
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(x1 +y1)− (x3 +y3) + (x4 +y4) = 0
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(x1 +y1)− (x3 +y3) + (x4 +y4) =

= x1 + y1−x3− y3 + x4 + y4 = (x1− x3 + x4) + (y1− y3 + y4) = 0 + 0 = 0
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{
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(x1, 0, x3, x4) ∈ R4 | x1 = x3 − x4

}
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= L {(1, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)} .
Ñ"&�&
�$��`��V�(��

L {(1, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)} �)&
X�-9�V&
���(�V��`��V�(�'���$X��|�©&���^�X'� F ��&
X�-9�V&
���(�V��y

S -JZ����d&�	
����^xX'�
F = L {(1, 0, 1, 0), (1, 0, 0,−1), (2, 0, 1,−1), (0, 0, 0, 0)} y

�a�a�� p¡�¢£��¤ �w�V&��$�d�'����d&
(1, 0, 1, 0)

�
(−1, 0, 0, 1)

�9�(�
v1
�
v2
�

(1, 0, 1, 0)
`

(1, 0, 0,−1)
`

(2, 0, 1,−1)
`

(0, 0, 0, 0)
�9�(�

u1, u2, u3
�
u4
`3���V&��K�V��	
�$#d������x	��dy Ì �(	���^xX'�

v1 = u1
y0���±���$�$�'���±���x	����
���(��&���-K����d&

^xX'�
F = L {v1, v2}

y°���d&�	
������d&^xX'�
L {v1, v2} ⊂ L {u1, u2, u3, u4}

y°ä@�(&
	���#%���v^xX'�
v1
�
v2
&��(�

�V�(��-��$���(�VÜ~�V&7�$�$�'�������V&����
u1
`
u2
`
u3
�
u4
�9�(��^�X'���(&�&
�$��`P^xX�����^�X'���+�V�(�+-��$���(���(���$�$�'�����7���

v1
�
v2
&������

	�����-9���Ö�V�(�+-��$���(���(���$�$�'�����7���
u1
`
u2
y
u3
�
u4
S #%���
�|{�^�X'�då�Z¦y��w�v���(��	���`P	������©&��

v1 = u1
�
v2 = −u2

`
���(�%��`�	����x	��

v1
�V�(��

v2
&��(� S 	
�
�$#��W���$�����	��pZ@�V�(�+-��$���(�VÜ��V&"�$�$�'�������V&F���

u1
`
u2
`
u3
�
u4
ym���d&
	
������d&"���%�(���

��$�'���$X'&��(���$��#%����&��a`9��yÃ�dy$`K��d&
	
������d&�^�X'�
L {u1, u2, u3, u4} ⊂ L {v1, v2}

y)*,�(��������$�'���$X'&��(������	����
���(��`
-��(&
	��F#%���5^�X'�,���(�'�FX��0���d&I#%�V��	��(���V&

u1, u2, u3, u4
�¥�V�(�+-��$���(���(���$�$�'�����?���

v1
�
v2
yIÑ"&�&��$�Õ�,�K�(��&

u1 = v1
`

u2 = −v2
`
u3 = v1 − v2

�
u4 = 0v1 + 0v2

y�Ñ"�$	����
����	
�$#d������x	��d`!�V&�	����$�'���$X'&��(��	�����-9���æ&����K�~�a�W��	����
��d&
	
���(���v�a�$���V��	�������x	��d`J��yÃ�dy$`a��d&
	
�����'���^�X'�����(�'�7X��Ë���d&@#%�V��	��(���V&

u1, u2, u3, u4
�9���
	����'�V���

F ç ���������	����×-��(&
	�����d&
	
�����"^xX'���V&�&��V&@#%�V��	��(���V&F��X��v�������C��V�(�'�a�����(�
x1 − x3 + x4 = 0

y

gay"}~���
�
A
X����7����	
�
�$�+����	
�$�9�

m× n y?�?���p#%��^�X'� dimN(A) = n− car(A).
�a�a�� p¡�¢£��¤ àm���@�����d�$���=è£f���v	��¦�~	���	��V¬(�
���V��y

] ���

µ�¶V·5¸�¹VºV»�¼�¶V·?½�¾¦¾¦¿ À�À�ÀIÁÃÂPÄ�Å�ÁÃ¹�Æ¦ÁÃÇ
Å�È ∼ º�·©É�·�Ê



���������
	��������	�����������	�������	
�������! "���$#%����&
���'�(���)���+*,�(�$�+-����
.0/�132547698;:=<�>+2?8@6A2CB02?DFEG2IHJ6K<�8;L0>783/�MNHK<�OP8RQ

SUT ���V���'���W��	
X�������Y����	�������	
�����%Z
b \ ] ���V^xX'_��'���W�a` [ e(cdé%e(bdcdcdg

hVikjmlJnpo�q'rKo�s�t@uF�V&
�9�(�'�'�v���K�����(&w�(�v^xX'��&����K�V���dymz%X'&
	
�|{�^xX'�+�(&3&
X��(&@���V&
�9�d&
	��(&�y!}~�������V�(�'����&�� y

[ y"}~�������
α
�
β
���(��&@�xÝ�������d&"��������&@���(�v��X����d&�y¥*,�(�'&
���������+�d&3&����dX��$��	��V&3#%�V��	��(���V&F���

R4 �

v1 = (α, β, α, β)
�

v2 = (0, β, 0, β).

S �%Z����d&
	
����^�X'�
v1
�
v2
&��(���$�$�'�����
�����	����$�'�����9���'�����x	��V&py

S -JZ � &�	����'�'� {v1, v2}
�7X����v-��(&������

R4 y

bay"*,�(�'&
�����������&����dX��$�x	���&
X�-K�V�(�(�NX��x	������
R5 �

F =
{

(x, 0, y, 0, z) ∈ R5 | x+ y + z = 0
}
.

S �%Z����d&
	
����^�X'�
F
��&
X�-9�V&
���(�V�v���

R5 y
S -JZ�*�������X�����X����v-��(&��)���

F
���$�'�a��^�X'�����a�$����'&��(����V&�	��)&
X�-9�V&
���(�V��y

S �pZ�����	����
�v�$�'�)X����v-��(&����(�
	��(�%�(�����P���
F
y

S ��Z�*�������X������v�������N�V�V���(��(�
	��(�%�(�����I���
(1, 1, 1, 1, 1)

&��(-����
F
y

� y"*,�(�'&
���������+�����V��	��
S
���
R4 ^�X'�����(&�&��7�9�����d&@�9�(�x	��d& (0, 1, 1, 1)

�
(1, 1, 1, 1)

y

S �%Z � &�������#(��(&F�V^xX��(�VÜ~�V&@�����������	
�
�����(&w���
S
y

S -JZ�����	����
�v�$�'�+���V^�X��(���(������
	��V&
�W��������v���$�K���
���W���'��K���
�9���'�a����X��W���w�
S
^�X'�����(&�&��7�9���W���(�
�$�%����y

f'y"}~�����
Ax = b

X��Y&
��&
	������7�$�v�9�d&�&
�$#%����`'�V�(�
A
����	
�$�9�

m× n y

S �%Z�ê"X'�)�V�(�'�a�����(������#%�
A
&���	
��&
���������@�������v^�X'�)��&��(�$X'���(�v�'�v&����x	
��������d&@�v�$���$��d&"^xX��(�a���(���d&"���V&
	��)&
��&�	������

���(�&����
�7Ý��������%ëzdX'&
	
�|{�^�X'�dy
S -JZ Ì �V&�&��"���(&�� S ���"���(��X����������'�(���pZ¦`a��d&�	
���"^�X'�"�+�V�(�(��X���	������F	�����&�&��(�$X'�VÜ~�V&¥�"X��ì���W���'� S #d���
���V�'�(���w�$�$�'������Z¦y

� �C^xX'���V&
���(�V�xë�����^�X'���a�$����'&��(�xë
S �pZ����d&
	
���)���$�'�'�v^�X'�d`��'�v�V�(�(�NX��x	������V&�&��(&3&��(�$X'�VÜ~�V&�`��¦�a��&
	���X����v^�X'��	����Ë�'�(�
�����v�$���$���ay
S ��Z�����	����
�v�$�'�+��&��(�$X'���(��V&
�9�V���W���×���¦�U���
���'�v��� S �pZ,�������

A =
[

1 2
2 4
3 6

] �
b =

[
1
1
1

] y



uF�V&��(�$X'���(�

[ y"}~���
���
α
�
β
���(��&3�xÝ�������d&"��������&@���(�v�xX����d&py¥*,�(�'&
���������)�d&3&����dX��$�x	��V&"#%�V��	��(���V&F���

R4 �

v1 = (α, β, α, β)
�

v2 = (0, β, 0, β).

S �%Z����d&�	
����^xX'�
v1
�
v2
&��(���$�$�'�����
����x	��+�$�'�����9���'�����x	��V&�y

�a�a�� p¡�¢£��¤ ä@�(&
	���������#d����^xX'�v������	
�
�$�
A =

[
α β α β
0 β 0 β

] 	����;�������(��	����
��&
	
�����
2
y�³P���?&
�$�d�$���|{����=^�X'�+�=�V&
���(�V�

�'�(&+�aX��(&7�$�$�����(&+	�_��ß�a�$����'&��(�����(��&��d`5&����'�����%�����(���d&7�9�(�7�aX��(&+�$�$�����(&�`?�V&�&��(&)��V&
���(&7�$�$�����(&+	�_��ß���
&����!�$�$�'�����
�����	����$�'�����K���'������	��V&�ym�5�����7�V�(�'���$X��$�N����d&@^xX'�

A
	����¨�������(��	
�
��&
	
�����

2
��������^�X�����&�^�X'���!��Ý�������d&

��������&
α
�
β
`I���(���X����d&�`I-��(&
	������'�V�(��	
�����7X��ß����'�(�

2 × 2
���(���X�����y���v���(��	�������'�(�

2 × 2
^xX'��

����	����
�v�$�����x	��v�'�=&
X�-�����	
�
�$�v���
A
���(&w�V�(�$X����(&

1
�

2
�
αβ

^�X'�+�+���(�=�xX�����`9�9�(��&
α
�
β
&��(������-9�d&"���(�

�xX����d&�y=Ñ"�$	����
����	
�$#(�������	�� `´�K�~������d&)��d&
	
���������(���$�$�����	���^�X'����V&
���(�V��%�����(�����9�(���V&
	��V&+���(��&)#%�V��	��(���V&
�+�=�V&
���(�V�

L (1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)
�7���+&����dX����'��������(�'&
	
�����)^�X'���V&�	���Ý��$	
�$��=	����;�a�$����'&��(�

2
y�Ñ"�$�'�'�

X�����	������V���$���Ô���$	����
����	
�$#(�Ô���(&�&����
�W���9�(�����v�������x�����Ô���$	����
���Ô�����$�'�����K���'��_��'���W���$�$�'������`¥X'&����'�������������d&
�V���¦{���������	��V&F�'�v�V�(�+-��$���(���(���$�$�'������`'�'�(	��(���(��a�|�U��������	������

α
�
β
å

S -JZ � &
	����'�'� {v1, v2}
�7X�����-��(&������

R4 y
�a�a�� p¡�¢£��¤ ���d&
	
������d&3^�X'�

L {v1, v2} = L {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)} y? F���v#%���)^xX'�

v1 = α(1, 0, 0, 1) + β(0, 1, 0, 1)
�

v2 = β(0, 1, 0, 1)

�°�$�'���$X'&��(� ⊂ {����°�����p#(�(�'�ayÒ���d&
	
������d&�^�X'��	�����-9���Î	����í�$X��x����k�$�'���$X'&��(� ⊃ yâä��(&�	��²�$��#%���
	������(&�V�(��-��$���(�VÜ~�V&F�$�$�'�������V&w���x	����
���(���V&�y¥³´����d&��

(1, 0, 1, 0) =
1

α
(v2 − v1)

�
(0, 1, 0, 1) =

1

β
v2.

Ñ"&�&
�$��`��+	������V���$���7#%�V��	��(�@����#%�����+&����,�V&��V�(�$�����������
R4 \L {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)} y!}~���
� v3 = (1, 0, 0, 0)

y
ÙÛ���(���$�m#%���
�|{�������^xX'�

v3 6∈ L {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)} S �V&�	����V&
���(�V�����������(��	����
�$�p�(����9�����d&)#%�V��	��(���V&�^�X'�	�_��R����
�$����$���=�V�~�(���������(�'�=�$�dX���� ® 	������V���$��������&����dX��'�'�=�V�~�(���������(�'�=�$�dX���� ® ^�X����
	��%Z¦y ] �$�����$����x	��d`î�
^xX����
	��#%�V��	��(�F����#%�)&����3�V&��V�(�$���P���

R4 \L {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 0)} y¥*,�(��

L {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 0)} = L {(0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 0)} ,
�w���(���$�´#%���3^xX'��&����9�~����	��(�����F�������

v4
`��v#%�V��	��(�

(0, 1, 0, 0)
y�Ñw&�&
�$�Ë��-��(&������

R4 �����~��X����(�'�v�d�

{(α, β, α, β), (0, β, 0, β), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)} .

bay"*,�(�'&
���������)�v&����dX��$��	���&
X�-9�V�(�(�NX��x	�����
R5 �

F =
{

(x, 0, y, 0, z) ∈ R5 | x+ y + z = 0
}
.

S �%Z����d&�	
����^xX'�
F
��&�X�-K�V&
���(�V�v���

R5 y

�a�a�� p¡�¢£��¤ *,�(�'&
������������d&"�&
��&
	������������V^xX��(�VÜ~�V&@�$�$�'�������V&F&����dX��$�x	��d�




x +y +z = 0

x1 = 0

y1 = 0
ÙÐX��«&���&
	��������V�(�«	
��_V&��V^�X��(�VÜ��V&,���(&,�$�'�V¬(�d���$	��(&

x, x1, y, y1, z
y?Ù±�$��V�a�W��	��7#%���@^xX'�

(x, x1, y, y1, z) ∈ F&�����&�¬�&��
(x, x1, y, y1, z)

��&��(�$X'���(�v�'�(^xX'������&���&
	������ay!*,�(��v�v�V�(�(��X���	��v�'�(&3&��(�$X'�VÜ~�V&@���wX��Ë&
��&
	������7���
�V^xX��(�VÜ~�V&@�$�$�'�������V&F�'�(��(�%���'�V� ��X��Y&
X�-9�V&
���(�V��`��V�(�'���$X��|�©&��+^xX'�

F
��&
X�-K�V&����(�V��y

µ�¶V·5¸�¹VºV»�¼�¶V·?½�¾¦¾¦¿ À�À�ÀIÁÃÂPÄ�Å�ÁÃ¹�Æ¦ÁÃÇ
Å�È ∼ º�·©É�·�Ê



S -JZ�*�������X�����X�����-��(&������
F
���$�'�a��^xX'�)��a�$����'&��(����V&
	��)&�X�-K�V&
���(�V��y

�a�a�� p¡�¢£��¤ ³P����d&��

F =
{

(x, 0, y, 0, z) ∈ R5 | x+ y + z = 0
}

=
{

(x, 0, y, 0, z) ∈ R5 | x = −y − z
}

=

=
{

(−y − z, 0, y, 0, z) ∈ R5 | y, z ∈ R
}

= {y(−1, 0, 1, 0, 0) + z(−1, 0, 0, 0, 1) | y, z ∈ R} =

= L {(−1, 0, 1, 0, 0), (−1, 0, 0, 0, 1)} .
Ñ"&�&
�$��`?�V�(�'���$X��$��d&^�X'�

(−1, 0, 1, 0, 0), (−1, 0, 0, 0, 1)
&��(��%�����(���(���V&����

F
yk�I�����Ô�������æ�a��&�&��������V&v&��(�

�$�$�'�����
����x	����$�'�����K���'������	��V&"�9�(��&��'�����xX��Í����Ý��$	
�$���������v�(X�	
����y!�I�(�F�(X�	
���(&3�����W��#����(&

{(−1, 0, 1, 0, 0), (−1, 0, 0, 0, 1)}
��X�����-��(&������

F
y

S �pZ�����	����
�v�$�'��X�����-��(&��)�(�
	��(�%�(�����I���
F
y

�a�a�� p¡�¢£��¤
S ��Z�*�������X��������������
�V�V���(��(�
	��(�%�(�����P���

(1, 1, 1, 1, 1)
&��(-����

F
y �a�a�� p¡�¢£��¤

� y"*,�(�'&
�����������7���V��	��
S
���
R4 ^xX'�)���(&�&��7�9�����d&@�K�(��	��d& (0, 1, 1, 1)

�
(1, 1, 1, 1)

y

S �%Z � &�������#d��(&3�V^�X��(�VÜ��V&3�����������	
�
�����(&"���
S
y

�a�a�� p¡�¢£��¤
S -JZ�����	����
�v�$�'���v�V^�X��(���(������
	��V&
�W�����v���v���$�9���
���W���'�v�9���
�K���'�a����X��W�����

S
^xX'�)���(&�&��7�9���W���(�
�$�%����y

�a�a�� p¡�¢£��¤

f'y"}~���
�
Ax = b

X��Ë&
��&�	��������$�v�K�d&�&
�$#%����`��V�(�
A
���	
�$�K�

m× n y

S �%Z�ê"X'���V�(�'�a�����(������#%�
A
&���	
��&N���������@�������v^�X'�)��&��(�$X'���(�v�'�v&�����	
��������d&@�v�$���$��d&F^�X��(�a���(���d&F���V&�	���&
��&
	������

���(�&������+Ý��������%ëz%X'&
	
�|{�^xX'�dy
�a�a�� p¡�¢£��¤

S -JZ Ì �V&�&��F���(&�� S ���F���(�+X����������'�(���pZ¦`a��d&
	
���w^xX'�w���V�(�(�NX��x	������"	�����&¥&��(�$X'�VÜ��V&��3X��¨���W���'� S #(���
���V�'�(���"�$�$�'������Z¦y
� �Y^�X'���V&
���(�V�xë�w��^xX'���a�$����'&��(�xë
�a�a�� p¡�¢£��¤

S �pZ����d&�	
���)���$�'�'�v^xX'�d`'�'�v�V�(�(��X���	������V&�&��(&@&��(�$X'�VÜ��V&�`��¦�~��&
	���X����^xX'��	����Ë�'�(�
���v�v�$���$���ay
�a�a�� p¡�¢£��¤

S ��Z�����	����
�v�$�'���v&��(�$X'���(��V&��K�V���W���×���¦�����
���'�v��� S �pZ¥�������
A =

[
1 2
2 4
3 6

] �
b =

[
1
1
1

] y
�a�a�� p¡�¢£��¤

µ�¶V·5¸�¹VºV»�¼�¶V·?½�¾¦¾¦¿ À�À�ÀIÁÃÂPÄ�Å�ÁÃ¹�Æ¦ÁÃÇ
Å�È ∼ º�·©É�·�Ê


