
Departamento de Matemáti
a - Universidade de CoimbraÁlgebra Linear e Geometria Analíti
a I(Li
en
iatura em Matemáti
a)Exame, 27/06/2005Importante: Responda apenas ao que se pede. Justi�que as suas respostas. Seja 
on
iso.1. Considere a seguinte matriz: A =













1 2 3 4

2 4 6 8

3 6 10 14

4 8 14 20













.(a) Fa
torize A na forma LU , onde L é uma matriz triangular inferior 
om elementos diagonais iguais a
1 e U é uma matriz triangular superior.(b) Cal
ule bases para o nú
leo, o espaço das linhas e o espaço das 
olunas de A e indique as dimensõesdestes subespaços.(
) Determine para que valores dos parâmetros α e β o sistema Ax =

[

1
α+2

4
β+6

] é possível. Para essesvalores, determine o 
onjunto-solução.2. Sejam α e β parâmetros reais. Considere a matriz B =

[

β+1 0 α−1
0 1 0

α+1 0 β−1

].(a) Indique para que valores de α e β a dimensão do espaço das 
olunas de B é menor que 3.(b) Cal
ule a adjunta da matriz B.(
) Considere α = 1 e β = 0. Determine B−1.3. Considere o seguinte sub
onjunto de R
4: G =

{

(x, x + y, y + z, z) ∈ R
4 | x, y, z ∈ R

}

.(a) Mostre que G é subespaço de R
4.(b) Cal
ule uma base de G e indique a sua dimensão.(
) Determine uma base ortogonal de G.(d) Cal
ule a proje
ção ortogonal de (1, 1, 1, 1) sobre G.4. Seja H o hiperplano de R

5 que 
ontém: (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0) e (0, 0, 0, 0, 1).(a) Es
reva equações paramétri
as de H.(b) Cal
ule a distân
ia de (1, 1, 1, 1, 1) ao hiperplano H.(
) Determine equações paramétri
as da re
ta perpendi
ular a H que 
ontém (1, 1, 1, 1, 1).5. Seja A uma matriz do tipo m × n e seja b uma matriz do tipo m × 1.(a) Prove que as soluções no sentido dos mínimos quadrados do sistema Ax = b são exa
tamente assoluções (no sentido usual) do sistema AT Ax = AT b.(b) Porque é que o sistema AT Ax = AT b é de 
erteza possível?(
) Usando o pro
esso referido na alínea (a), determine a re
ta que melhor se ajusta, no sentido dosmínimos quadrados, aos pontos (−1, 2), (0, 0), (1,−3) e (2,−5). Represente gra�
amente estespontos e essa re
ta.



Resolução
1. Considere a seguinte matriz: A =













1 2 3 4

2 4 6 8

3 6 10 14

4 8 14 20













.(a) Fa
torize A na forma LU , onde L é uma matriz triangular inferior 
om elementos diagonais iguais a
1 e U é uma matriz triangular superior.Solução: Em primeiro lugar efe
tuamos operações nas linhas de A até obter uma matriz triangularsuperior, a que 
hamamos U :

[

1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 10 14
4 8 14 20

] −→
L2 7→L2−2L1

L3 7→L3−3L1

L4 7→L4−4L1

[

1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 1 2
0 0 2 4

]

−→
L4 7→L4−2L3

[

1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 1 2
0 0 0 0

]

= U.(Note que U não está na forma reduzida, para tal seria ne
essário tro
ar as linhas 2 e 3. Não sefez tro
a de linhas já que é pedida uma fa
torização A = LU e não PA = LU .) De a
ordo 
om asoperações realizadas nas linhas de A a matriz L é dada por: [

1 0 0 0
2 1 0 0
3 0 1 0
4 0 2 1

]. Temos
[

1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 10 14
4 8 14 20

]

=

[

1 0 0 0
2 1 0 0
3 0 1 0
4 0 2 1

] [

1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 1 2
0 0 0 0

]

.(b) Cal
ule bases para o nú
leo, o espaço das linhas e o espaço das 
olunas de A e indique as dimensõesdestes subespaços.Solução: Uma base do espaço das linhas é dada pelo 
onjunto das linhas não nulas da matriz U , a saber
{(1, 2, 3, 4), (0, 0, 1, 2)}. Uma base do espaço das 
olunas é dada pelo 
onjunto das 
olunas da matriz
A 
uja posição 
orrespondente na matriz U 
ontém um pivot, a saber {(1, 2, 3, 4), (3, 6, 10, 14)}. Para
al
ular N(A) determinamos o 
onjunto-solução do sistema Ux = 0. Desta forma,

N(A) =
{

(x, y, z, w) ∈ R
4 | x + 2y + 3z + 4w = 0 e z + 2w = 0

}

=

=
{

(x, y, z, w) ∈ R
4 | x = −2y − 3z − 4w e z = −2w

}

=

=
{

(x, y, z, w) ∈ R
4 | x = −2y + 2w e z = −2w

}

=

=
{

(−2y + 2w, y,−2w,w) ∈ R
4 | y, z ∈ R

}

=

= L {(−2, 1, 0, 0), (2, 0,−2, 1)} .Como nenhum dos ve
tores (−2, 1, 0, 0) e (2, 0,−2, 1) é múltiplo do outro, estes ve
tores 
onstituemuma base de N(A). Finalmente, a dimensão destes subespaços é pois:
dim C(A) = dim R(A) = 2 e dim N(A) = 2.(
) Determine para que valores dos parâmetros α e β o sistema Ax =

[

1
α+2

4
β+6

] é possível. Para essesvalores, determine o 
onjunto-solução.Solução: Usemos o algorítmo de eliminação de Gauss na matriz ampliada:
[

1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 10 14
4 8 14 20

∣

∣

∣

∣

1
α+2

4
β+6

] −→
L2 7→L2−2L1

L3 7→L3−3L1

L4 7→L4−4L1

[

1 2 3 4
0 0 0 0
0 0 1 2
0 0 2 4

∣

∣

∣

∣

1
α
1

β+2

]

−→
L2↔L3

[

1 2 3 4
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 2 4

∣

∣

∣

∣

1
1
α

β+2

]

−→
L4 7→L4−2L2

[

1 2 3 4
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

1
1
α
β

]
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Assim o sistema em questão é possível se e só se α = β = 0. Neste 
aso o 
onjunto-solução é dadopor
C.S. =

{

(x, y, z, w) ∈ R
4 | x + 2y + 3z + 4w = 1 e z + 2w = 1

}

=

=
{

(x, y, z, w) ∈ R
4 | x = 1 − 2y − 3z − 4w e z = 1 − 2w

}

=

=
{

(x, y, z, w) ∈ R
4 | x = −2 − 2y + 2w e z = 1 − 2w

}

=

=
{

(−2 − 2y + 2w, y, 1 − 2w,w) ∈ R
4 | y,w ∈ R

}

=

=
{

(−2, 0, 1, 0) + u ∈ R
4 | u ∈ N(A)

}

.2. Sejam α e β parâmetros reais. Considere a matriz B =

[

β+1 0 α−1
0 1 0

α+1 0 β−1

].(a) Indique para que valores de α e β a dimensão do espaço das 
olunas de B é menor que 3.Solução: Uma vez que a dimensão do espaço das 
olunas de B é igual à dimensão do espaço daslinhas e igual à 
ara
terísti
a desta matriz, basta determinar os valores dos parâmetros α e β para osquais B não tem 
ara
terísti
a 3. Por outras palavras, os valores para os quais B é singular. Como
B é quadrada, tal a
onte
e se e só se B não for invertível, e logo, se e só se o determinante de B fornulo. Cal
ulemos pois o determinante de B:

det

[

β+1 0 α−1
0 1 0

α+1 0 β−1

]

= (β + 1)(β − 1) + 0 + 0 − (α + 1)(α − 1) − 0 − 0 = β2 − α2 = (β + α)(β − α).Con
lui-se que os valores de α e β para os quais B tem dimensão do seu espaço das 
olunas menorque 3 são β 6= ±α.(b) Cal
ule a adjunta da matriz B.Solução: A adjunta de uma matriz obtém-se transpondo a matriz dos 
omplementos algébri
os, B̃.
B̃ =

[

β−1 0 −(α+1)

0 β2−α2 0
−(α−1) 0 β+1

] logo B̃T =

[

β−1 0 1−α
0 β2−α2 0

−α−1 0 β+1

]

.(
) Considere α = 1 e β = 0. Determine B−1.Solução: Sabemos que quando uma matriz é invertível a sua inversa pode obter-se multipli
ando asua adjunta pelo inverso do seu determinante. Pelos 
ál
ulos das duas alíneas anteriores, para α = 1e β = 0, det(B) = −1 e logo B−1 =
[

1 0 0
0 1 0
2 0 −1

].3. Considere o seguinte sub
onjunto de R
4: G =

{

(x, x + y, y + z, z) ∈ R
4 | x, y, z ∈ R

}

.(a) Mostre que G é subespaço de R
4.Solução: Temos

G =
{

(x, x + y, y + z, z) ∈ R
4 | x, y, z ∈ R

}

=

=
{

(x, x, 0, 0) + (0, y, y, 0) + (0, 0, z, z) ∈ R
4 | x, y, z ∈ R

}

=

=
{

x(1, 1, 0, 0) + y(0, 1, 1, 0) + z(0, 0, 1, 1) ∈ R
4 | x, y, z ∈ R

}

=

= L {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 1)} .Em parti
ular, 
on
lui-se que G é o 
onjunto das 
ombinações lineares de três ve
tores de R
4 e logoé subespaço.
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(b) Cal
ule uma base de G e indique a sua dimensão.Solução: Da alínea anterior sabemos que o 
onjunto de ve
tores {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 1)} éum 
onjunto de geradores de G. Para 
on
luir que estes ve
tores formam uma base basta veri�
arque são linearmente independentes. Para ver que assim é formamos uma matriz que têm 
omo linhasesses mesmos ve
tores. Trata-se da matriz: [

1 1 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

]

. Esta matriz já se en
ontra na forma reduzidae a sua 
ara
terísti
a é pois 3. Quer isto dizer que o espaço das linhas desta matriz tem dimensão 3.Isto impli
a que as linhas são linearmente independentes. Assim {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 1)} éuma base de G e dimG = 3.(
) Determine uma base ortogonal de G.Solução: Nada impede que, para 
omeço do pro
esso de ortogonalização de Gram-S
hmidt, se reor-denem os ve
tores da seguinte forma: v1 = (1, 1, 0, 0), v2 = (0, 0, 1, 1) e v3 = (0, 1, 1, 0). A vantagemé que assim 〈v1, v2〉 = 0 e logo para além de u1 = v1, temos também u2 = v2. Falta apenas 
al
ular
u3. Este é dado por:

u3 = v3 −
〈v3, u1〉
〈u1, u1〉

u1 −
〈v3, u2〉
〈u2, u2〉

u2 = (0, 1, 1, 0) − 1

2
(1, 1, 0, 0) − 1

2
(0, 0, 1, 1) =

(

−1

2
,
1

2
,
1

2
,−1

2

)

.(d) Cal
ule a proje
ção ortogonal de (1, 1, 1, 1) sobre G.Solução: O ve
tor (1, 1, 1, 1) perten
e a G, 
omo se pode 
onstatar fazendo x = z = 1 e y = 0. Assimsendo, a sua proje
ção ortogonal sobre G 
oin
ide 
om ele próprio. I.e., prG(1, 1, 1, 1) = (1, 1, 1, 1).[O mesmo se 
on
luiria usando a base ortogonal 
al
ulada na alínea anterior e usando a fórmula daproje
ção.℄4. Seja H o hiperplano de R
5 que 
ontém: (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0) e (0, 0, 0, 0, 1).(a) Es
reva equações paramétri
as de H.Solução: A equação ve
torial de um hiperplano de R

5 é da forma x = p+F , onde p é qualquer pontoa ele perten
ente e F é um subespaço de R
5 de dimensão 4. Seja H o hiperplano que passa pelospontos em questão. Sabemos que dados dois pontos p1, p2 de H o ve
tor p1−p2 perten
e ao subespaçodire
tor. Tomemos pois a diferença de 
ada um dos primeiros quatro quatros pelo último dos pontoslistados. Obtemos quatro ve
tores do espaço dire
or, (1, 0, 0, 0,−1), (0, 1, 0, 0,−1), (0, 0, 1, 0,−1) e

(0, 0, 0, 1,−1), que se ver�
a serem linearmente independentes. Assim, podemos 
on
luir que estesve
tores são geradores do espaço dire
tor de H. Uma equação ve
torial de H é pois:
x = (1, 0, 0, 0, 0)+α(1, 0, 0, 0,−1)+β(0, 1, 0, 0,−1)+γ(0, 0, 1, 0,−1)+δ(0, 0, 0, 1,−1), α, β, γ, δ ∈ R.E assim é possível determinar equações paramétri
as de H:



































x1 = 1 + α

x2 = β

x3 = γ

x4 = δ

x5 = −α − β − γ − δ

α, β, γ, δ ∈ R.
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(b) Cal
ule a distân
ia de (1, 1, 1, 1, 1) ao hiperplano H.Solução: Em primeiro lugar, determinemos a equação 
artesiana do hiperplano H. É ne
essárioen
ontrar um ve
tor ortogonal ao espaço dire
tor. Denotemos por F o espaço dire
tor de H e
al
ulemos F⊥:
F⊥ =

{

(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R
5 | 〈(x1, x2, x3, x4, x5), u〉 = 0 ∀ u ∈ F

}

=

=
{

(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R
5 | x1 = x5, x2 = x5, x3 = x5 e x4 = x5

}

=

= L {(1, 1, 1, 1, 1)} .Em parti
ular, o ve
tor (1, 1, 1, 1, 1) é ortogonal a F . Assim sendo, a equação 
artesiana obtém-setomando um ponto qualquer de H, digamos (1, 0, 0, 0, 0), e fazendo:
〈x− (1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 1)〉 = 0 ⇐⇒ x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1.De seguida, para 
al
ular a distân
ia do ponto (1, 1, 1, 1) a H usamos a fórmula:
|〈v − p, u〉|

‖u‖ =
|〈(1, 1, 1, 1, 1) − (1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 1)〉|

‖(1, 1, 1, 1, 1)‖ =
4√
5
.(
) Determine equações paramétri
as da re
ta perpendi
ular a H que 
ontém (1, 1, 1, 1, 1).Solução: Seja L a re
ta perpendi
ular a H que passa pelo ponto (1, 1, 1, 1, 1). Se L é perpendi
ulara H então o seu espaço dire
tor estará 
ontido no ortogonal de F (que na notação introduzida naalínea anterior é o espaço dire
tor de H). Pelo 
ál
ulo de F⊥ feito na alínea anterior, 
on
lui-se que

L {(1, 1, 1, 1, 1)} é o espaço dire
tor de L. Uma equação ve
torial de F é pois:
x = (1, 1, 1, 1, 1) + α(1, 1, 1, 1, 1) α ∈ R.Desta fa
ilmente se deduzem equações paramétri
as:



































x1 = 1 + α

x2 = 1 + α

x3 = 1 + α

x4 = 1 + α

x5 = 1 + α

α ∈ R.

5. Seja A uma matriz do tipo m × n e seja b uma matriz do tipo m × 1.(a) Prove que as soluções no sentido dos mínimos quadrados do sistema Ax = b são exa
tamente assoluções (no sentido usual) do sistema AT Ax = AT b.Solução: V. texto teóri
o, página 95.(b) Porque é que o sistema AT Ax = AT b é de 
erteza possível?Solução: O sistema AT Ax = AT b, pelo resultado da alínea anterior é equivalente ao sistema Ax = c,onde c denota a proje
ção ortogonal de b sobre o espaço das 
olunas de A, que é sempre possível pois
c perten
e a C(A). Alternativamente, sabemos que AT Ax = AT b é possível se e só se AT b perten
eao espaço das 
olunas de AT A. Veri�quemos, dire
tamente, que tal a
onte
e. Denotemos por d aproje
ção ortogonal de AT b sobre C(AT A). Queremos mostrar que d = AT b ou seja que d−AT b = 0.Por de�nição, a priori, apenas sabemos que d − AT b é orotognal a C(AT A). Tal signi�
a que

〈

d − AT b,AT Ay
〉

= 0, ∀y ∈ R
n.21 de Julho de 2005 www.mat.u
.pt/∼neves



Passando à notação matri
ial, obtém-se:
(d − AT b)T AT Ay = 0, ∀y ∈ R

n ⇐⇒
〈

AT A(d − AT b), y
〉

= 0, ∀y ∈ R
n;o que impli
a que (d − AT b)T AT A = 0. Multipli
ando à direita por (d − AT b) obtém-se:

(d − AT b)T AT A(d − AT b) = 0 ⇐⇒
∥

∥A(d − AT b)
∥

∥

2
= 0 ⇐⇒ A(d − AT b) = 0.Como o sistema AT Ax = d é seguramente possível, existe x0 tal que AT Axo = d. Substitua-se por

d por esta expressão na equação anterior:
A(d − AT b) = 0 =⇒ A(AT Ax0 − AT b) = 0 ⇐⇒ AAT (Ax0 − b) = 0 =⇒

=⇒ (Ax0 − b)T AAT (Ax0 − b) = 0 ⇐⇒
∥

∥AT (Ax0 − b)
∥

∥

2
= 0 ⇐⇒ AT Ax0 − AT b = 0.Substituindo de novo AT Ax0 = d obtém-se, �nalmente, d − AT b = 0.(
) Usando o pro
esso referido na alínea (a), determine a re
ta que melhor se ajusta, no sentido dosmínimos quadrados, aos pontos (−1, 2), (0, 0), (1,−3) e (2,−5). Represente gra�
amente estespontos e essa re
ta.Solução: Pro
uramos uma solução no sentido dos mínimos quadrados para o problema de en
ontraruma re
ta y = mx + c que melhor se ajuste aos pontos (−1, 2), (0, 0), (1,−3) e (2,−5). Cada umdestes pontos impõe uma 
ondição sobre m e c. São elas:























2 = −m + c

0 = 0 + c

−3 = m + c

−5 = 2m + cSomos levados ao sistema Ax = b 
om A =

[

−1 1
0 1
1 1
2 1

] e b =

[

2
0
−3
−5

]. Cal
ulando AT A e AT b obtém-se:
AT A = [ 6 2

2 4 ] e AT b =
[

−15
−6

]. Usemos o método de eliminação de Gauss na matriz ampliada:
[

6 2

2 4

∣

∣

∣

∣

∣

−15

−6

]

−→

L1↔L2

[

2 4

6 2

∣

∣

∣

∣

∣

−6

−15

]

−→

L2 7→L2−3L1

[

2 4

0 −10

∣

∣

∣

∣

∣

−6

3

]

.Desta forma obtém-se c = − 3
10 e m =

−6+4 3

10

2 = −12
5 .FIM
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Departamento de Matemáti
a - Universidade de CoimbraÁlgebra Linear e Geometria Analíti
a I(Li
en
iatura em Matemáti
a)Exame de re
urso, 18/07/2005Importante: Responda apenas ao que se pede. Justi�que as suas respostas. Seja 
on
iso.1. Considere a seguinte matriz: A =













1 3 3 0

2 5 3 −3

2 4 1 −3

0 −2 −4 −1













.(a) Determine a de
omposição A = LDU .(b) Determine uma base e indique a dimensão do espaço das linhas.(
) Mostre que {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (−1, 0, 1, 0), (0,−1, 0, 1)} é uma base do espaço das 
olunas.(d) Seja α um parâmetro real. Mediante a resolução de dois sistemas triangulares, determine a soluçãodo sistema Ax =

[ α
1
0

−2

].2. Sejam α, β, γ e δ parâmetros reais. Considere a matriz B =

[

α 0 1 1
α β 1 2
2α β γ+2 3
2α β 2 δ+3

].(a) Indique para que valores de α, β, γ, δ, o determinante de B é nulo.(b) Considere α = β = γ = δ = 2. Indique, justi�
ando, o determinante da matriz adjunta de B.3. Sejam A e B matrizes reais do tipo 2 × 3. Considere o sub
onjunto de R
3 dado por

G =
{

(x, y, z) ∈ R
3 | A

[

x
y
z

]

= B
[

x
y
z

]}

.(a) Mostre que G é subespaço.(b) Suponha que car(A) = car(B) = 1. Mostre que dim G ≥ 1.(
) Suponha que A =
[

1 0 2
0 −2 0

] e B =
[

0 1 0
−2 0 −4

]. Cal
ule uma base ortogonal de G.(d) Ainda 
om as hipóteses da alínea anterior, 
al
ule a proje
ção ortogonal de (1, 1, 1) sobre G.4. Considere a re
ta L de R
3 que passa pela origem e por (1, 1, 1).(a) Es
reva equações paramétri
as de L.(b) Es
reva uma equação ve
torial do hiperplano π que passa por (1, 1, 1) e é perpendi
ular a L.(
) Cal
ule a distân
ia da origem ao plano π 
onsiderado na alínea anterior.5. (a) Determine a solução no sentido dos mínimos quadrados do sistema























x2 = 0

x1 + x2 = 1

3x1 + x2 = 3

6x1 + x2 = 4

.(b) A temperatura média anual em 
erta região ár
ti
a foi de 0 graus em 1995, que 
onsideraremos o"ano-zero". Foi de 1 grau em 1996, de 3 graus em 1998 e de 4 graus em 2001. Indique, justi�
ando,um valor razoável (no sentido dos mínimos quadrados) para a temperatura média anual que se podeesperar para essa região em 2005.



Resolução
1. Considere a seguinte matriz: A =













1 3 3 0

2 5 3 −3

2 4 1 −3

0 −2 −4 −1













.(a) Determine a de
omposição A = LDU .Solução: Em primeiro lugar reduzimos a matriz A, pelo método de eliminação de Gauss até obteruma matriz na forma es
ada:
[ 1 3 3 0

2 5 3 −3
2 4 1 −3
0 −2 −4 −1

]

−→
L2 7→L2−2L1

L3 7→L3−2L1

[ 1 3 3 0
0 −1 −3 −3
0 −2 −5 −3
0 −2 −4 −1

]

−→
L3 7→L3−2L2

L4 7→L4−2L2

[

1 3 3 0
0 −1 −3 −3
0 0 1 3
0 0 2 5

]

−→
L4 7→L4−2L3

[

1 3 3 0
0 −1 −3 −3
0 0 1 3
0 0 0 −1

]A matriz assim obtida dá origem à matriz U multipli
ando 
ada uma das suas linhas pelo pivot
orrespondente. De a
ordo 
om o que a
abámos de dizer U =

[

1 3 3 0
0 1 3 3
0 0 1 3
0 0 0 1

]. A matriz D é a matrizdiagonal 
ujos elementos da diagonal são os pivots da eliminação de Gauss nas posições 
orrespon-dentes. Temos, pois, D =

[

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

]

. Finalmente, a matriz L é a matriz que se obtém a partir dos
oe�
ientes usados na eliminação de Gauss. Desta forma, L =

[

1 0 0 0
2 1 0 0
2 2 1 0
0 2 2 1

]. Assim,
A =

[

1 0 0 0
2 1 0 0
2 2 1 0
0 2 2 1

] [

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

] [

1 3 3 0
0 1 3 3
0 0 1 3
0 0 0 1

]

.(b) Determine uma base e indique a dimensão do espaço das linhas.Solução: Sabemos que a matriz produzida pelo o método de eliminação de Gauss tem o mesmo espaçodas linhas que a matriz ini
ial. (Tal deve-se ao fa
to de que apenas são feitas operações nas linhase destas se restringirem às operações elementares e eventualemente tro
a de linhas.) Desta forma,o espaço das linhas de A 
oin
ide 
om o espaço das linhas da matriz em forma es
ada da alíneaanterior. Sabemos que para estas matrizes o 
onjunto das suas linhas não nulas 
onstitui uma basepara o seu espaço das linhas. Assim, {(1, 3, 3, 0), (0,−1,−3,−3), (0, 0, 1, 3), (0, 0, 0,−1)} é uma basepara o espaço das linhas de A. Con
lui-se que a dimensão deste espaço é 4.(
) Mostre que {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (−1, 0, 1, 0), (0,−1, 0, 1)} é uma base do espaço das 
olunas.Solução: O espaço das 
olunas de A é um subespaço de R
4. Para além disto, sabemos que adimensão do espaço das 
olunas é igual à dimensão do espaço das linhas que, quer pela alíneaanterior, quer 
ontando o número de pivots, é 4. Assim sendo, o espaço das 
olunas de A (tal
omo a
onte
e 
om o espaço das linhas de A) 
oin
ide 
om R
4. Con
luimos que basta mostrar que

{(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (−1, 0, 1, 0), (0,−1, 0, 1)} é base de R
4, o que neste 
aso é equivalente a mostrarque estes ve
tores são linearemente independentes. De fa
to, o determinante da matriz [

1 0 1 0
0 1 0 1
−1 0 1 0
0 −1 0 1

]é 4 e logo as suas linhas são ne
essariamente linearmente independentes.(d) Seja α um parâmetro real. Mediante a resolução de dois sistemas triangulares, determine a soluçãodo sistema Ax =

[ α
1
0

−2

].Solução: Designemos por U ′ a matriz em es
ada da alínea (a) que se obteve a partir de A usandoo método de eliminação de Gauss. Temos LU ′ = A, logo Ax = c é equivalente aos dois sistemastriangulares: Ld = c e U ′
x = d. Tomemos c =

[ α
1
0

−2

], 
omo é pedido, e resolvamos estes dois21 de Julho de 2005 www.mat.u
.pt/∼neves



sistemas:
Ld = c ⇐⇒























d1 = α

2d1 + d2 = 1

2d1 + 2d2 + d3 = 0

2d2 + 2d3 + d4 = −2

⇐⇒























d1 = α

d2 = 1 − 2α

d3 = −2 + 2α

d4 = 0

Ux = d ⇐⇒























x1 + 3x2 + 3x3 = α

−x2 − 3x3 − 3x4 = 1 − 2α

x3 + 3x4 = −2 + 2α

−x4 = 0

⇐⇒























x1 = −9 + 7α

x2 = 5 − 4α

x3 = −2 + 2α

x4 = 02. Sejam α, β, γ e δ parâmetros reais. Considere a matriz B =

[

α 0 1 1
α β 1 2
2α β γ+2 3
2α β 2 δ+3

].(a) Indique para que valores de α, β, γ, δ, o determinante de B é nulo.Solução: Para fa
ilitar o 
ál
ulo do determinante podemos usar o método de eliminação de Gaussaliado às propriedades do determinante:
det

[

α 0 1 1
α β 1 2
2α β γ+2 3
2α β 2 δ+3

]

= det

[

α 0 1 1
0 β 0 1
0 β γ 1
0 β 0 δ+1

]

= det

[

α 0 1 1
0 β 0 1
0 0 γ 0
0 0 0 δ

]

= αβγδ.Assim, det(B) 6= 0 ⇐⇒ αβγδ 6= 0, ou seja, se e só se α 6= 0 e β 6= 0 e γ 6= 0 e δ 6= 0.(b) Considere α = β = γ = δ = 2. Indique, justi�
ando, o determinante da matriz adjunta de B.Solução: Pela alínea anterior, det(B) = 24. Logo det(B−1) = 1
24 . Sabemos que a matriz inversa de

B se rela
iona 
om a matriz adjunta de B da seguinte forma:
B−1 =

1

det(B)
B̃T .Logo det(B−1) = det B̃T

(det B)4
, ou seja det(B̃T ) = (24)4

24 = 212.3. Sejam A e B matrizes reais do tipo 2 × 3. Considere o sub
onjunto de R
3 dado por

G =
{

(x, y, z) ∈ R
3 | A

[

x
y
z

]

= B
[

x
y
z

]}

.(a) Mostre que G é subespaço.Solução:
G =

{

(x, y, z) ∈ R
3 | A

[

x
y
z

]

= B
[

x
y
z

]}

=
{

(x, y, z) ∈ R
3 | (A − B)

[

x
y
z

]

= 0
}

= N(A − B).Como o espaço-nulo de uma matriz é um subespaço 
on
lui-se que G é subespaço.(b) Suponha que car(A) = car(B) = 1. Mostre que dim G ≥ 1.Solução: Uma vez que A − B é uma matriz do tipo 2 × 3 a sua 
ara
terísti
a é ≤ 2. Sendo que
G = N(A − B) temos dim G = nul(A − B) = 3 − car(A − B) ≥ 3 − 2 = 1. Alternativamente,a interse
ção dos subespaços N(A) e N(B) está seguramente 
ontida em G (veri�que!) e 
omo
3 ≥ dim(N(A) + N(B)) = dim N(A) + dimN(B) − dim(N(A) ∩ N(B)), temos

dim(N(A) ∩ N(B)) ≥ dim N(A) + dimN(B) − 3 = 3 − car(A) + 3 − car(B) − 3 = 1.
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(
) Suponha que A =
[

1 0 2
0 −2 0

] e B =
[

0 1 0
−2 0 −4

]. Cal
ule uma base ortogonal de G.Solução: Temos A − B =
[

1 −1 2
−2 −2 −4

] e assim G = N(A − B) =
{

(x, y, z) ∈ R
3 | x = y − 2z

}. Como
{

(x, y, z) ∈ R
3 | x = y − 2z

}

= {(y, y, 0) + (−2z, 0, z) | y, z ∈ R} = L {(1, 1, 0), (−2, 0, 1)}, os ve
to-res (1, 1, 0) e (−2, 0, 1) são geradores de G. Para além disso nenhum é múltiplo do outro e assimsendo, eles são também linearmente independentes. Formam, portanto, uma base de G. Para seobter uma base ortogonal de G basta usar o pro
esso de ortogonalização de Gramm�S
hmidt. Seja
v1 = (1, 1, 0) e v2 = (−2, 0, 1). Temos u1 = v1 e

u2 = v2 −
〈v2, u1〉
〈u1, u1〉

u1 = (−2, 0, 1) − −2

2
(1, 1, 0) = (−1, 1, 1).Assim os ve
tores u1 = (1, 1, 0) e u2 = (−1, 1, 1) formam uma base ortogonal de G.(d) Ainda 
om as hipóteses da alínea anterior, 
al
ule a proje
ção ortogonal de (1, 1, 1) sobre G.Solução: Se {u1, u2} for uma base ortogonal de G então a proje
ção ortogonal de v sobre G é dadapor

prG(v) =
〈v, u1〉
〈u1, u1〉

u1 +
〈v, u2〉
〈u2, u2〉

u2,logo
prG(1, 1, 1) =

2

2
(1, 1, 0) +

1

3
(−1, 1, 1) = (2/3, 4/3, 1).4. Considere a re
ta L de R

3 que passa pela origem e por (1, 1, 1).(a) Es
reva equações paramétri
as de L.Solução: Se L passa pela origem e por (1, 1, 1) então L 
oin
ide 
om o subespaço gerado por (1, 1, 1).(Justi�que.) Assim uma equação ve
torial é x = α(1, 1, 1), α ∈ R; logo














x1 = α

x2 = α

x3 = α

,α ∈ Rsão equações paramétri
as de L(b) Es
reva uma equação ve
torial do hiperplano π que passa por (1, 1, 1) e é perpendi
ular a L.Solução: Em primeiro lugar determinemos o ortogonal do espaço dire
tor de L:
L {(1, 1, 1)}⊥ =

{

(x, y, z) ∈ R
3 | 〈(1, 1, 1), (x, y, z)〉 = 0

}

=

=
{

(x, y, z) ∈ R
3 | x + y + z = 0

}

=
{

(x, y, z) ∈ R
3 | x = −y − z

}

=

=
{

(−y − z, y, z) ∈ R
3 | y, z ∈ R

}

=
{

(−y, y, 0) + (−z, 0, z) ∈ R
3 | y, z ∈ R

}

=

= L {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)}Assim π é o plano que passa por (1, 1, 1) e tem por espaço dire
tor o espaço L {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)}.Logo, uma equação ve
torial é dada por:
x = (1, 1, 1) + α(−1, 1, 0) + β(−1, 0, 1), α, β ∈ R.(
) Cal
ule a distân
ia da origem ao plano π 
onsiderado na alínea anterior.Solução: A equação 
artesiana de π é 〈x − (1, 1, 1), (1, 1, 1)〉 = 0, uma vez que π passa por (1, 1, 1)e tem o ve
tor (1, 1, 1) 
omo ve
tor normal. Assim, pela fórmula para a distân
ia de um ponto v aum hiperplano de equação 
artesiana 〈x − p, u〉 = 0, temos:
|〈v − p, u〉|

‖u‖ =
|〈−(1, 1, 1), (1, 1, 1)〉|

‖(1, 1, 1)‖ =
3√
3

=
√
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Alternativamente, já que L é perpendi
ular a π e passa pela origem e por (1, 1, 1), 
on
lui-se que adistân
ia da origem a π é dado pelo 
omprimento do segmento de re
ta entre (0, 0, 0) e (1, 1, 1), eeste é dado pela norma da diferença entre estes dois ve
tores: ‖(0, 0, 0) − (1, 1, 1)‖ =
√

3.5. (a) Determine a solução no sentido dos mínimos quadrados do sistema






















x2 = 0

x1 + x2 = 1

3x1 + x2 = 3

6x1 + x2 = 4

.

Solução: Seja A =

[

0 1
1 1
3 1
6 1

] e B =

[

0
1
3
4

]. Para determinar a solução no sentido dos mínimos quadradosdo sistema Ax = b podemos usar as equações normais: AT Ax = AT b. Temos AT A = [ 46 10
10 4 ] e

AT b = [ 34
8 ]. Para resolver este sistema reduz-se a matriz ampliada:
[

46 10

10 4

∣

∣

∣

∣

∣

34

8

]

−→

L1↔L2

[

10 4

46 10

∣

∣

∣

∣

∣

8

34

]

−→

L2 7→L2−
23

5
L1

[

10 4

0 −42/5

∣

∣

∣

∣

∣

8

−14/5

]Assim, obtém-se x2 = 14
42 = 1

3 e x1 = 8−4·1/3
10 = 2

3 .(b) A temperatura média anual em 
erta região ár
ti
a foi de 0 graus em 1995, que 
onsideraremos o"ano-zero". Foi de 1 grau em 1996, de 3 graus em 1998 e de 4 graus em 2001. Indique, justi�
ando,um valor razoável (no sentido dos mínimos quadrados) para a temperatura média anual que se podeesperar para essa região em 2005.Solução: Designemos 1995 pelo ano 0. Desta forma, 1996 será o ano 1, 1998 o ano 3 e 2001 o ano
6. Queremos pois aproximar o 
onjunto de pontos {(0, 0), (1, 1), (3, 3), (6, 4)} por uma re
ta numreferen
ial em que o eixo xx′ represente os anos (
om 1995 na origem) e o eixo yy′ represente atemperatura média anual. O problema reduz-se, em primeiro lugar, a determinar m e c de formaa que a re
ta y = mx + c aproxime, no sentido dos mínimos quadrados, aqueles quatro pontos; eseguidamente tomar a aproximação dada por esta re
ta para a temperatura anual média no ano
2005, que 
orresponde a x = 10. Substituindo em y = mx + c as quatro 
ondições impostas pelosquatro pontos anteriores, 
hegamos ao sistema da alínea anterior (
om x1 = m e x2 = c). Usandoesta alínea, metade do problema �
a resolvido. A equação da re
ta que melhor aproxima os pontos
{(0, 0), (1, 1), (3, 3), (6, 4)} é dada por

y =
2

3
x +

1

3
.Assim substituindo x = 10, 
hegamos a y = 21

3 = 7, que é o valor esperado para a temperatura anualmédia no ano 2005 na região do árti
o em questão.FIM
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