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Exame, 13/6/2002

Importante: Responda apenas ao que se pede. Justifique as suas respostas. Seja conciso.

1. Seja F o subespago de R3 gerados pelos vectores (1,0,1) e (1,1,1).

(a) Determine uma base ortogonal déj F. “{(MO 10 (O 4y O)}M/
" (b) Calcule a projecgdo ortogonal do vector (1,—1,2)" sobregF \) X

.

§ ¢) Determine a recta que melhor se ajusta, no sentido dos minimos quadrados aos pontos (1,1), (0, —-1)
/e (1,2). Faga uma figura. s

2. Para cada uma das afirmagdes seguintes, diga, justificando, se é verdadeira ou falsa.

\( (a) Sendq:u e v vectores de R", tem-se [lu + v||2 — flu — || = 4(u, v). N
7 (b) Se Q for uma matriz n X n ortogonal, entdo (Qz, Qy) = (z,y) quaisquer que sejam z,y € R".
“~(¢) Se uma matriz quadrada A for invertivel, entdo 0 é valor préprio de A.

(d) Se V for um espaco vectorial sobre R, entdo V' é isomorfo a R® para algum niimero natural n.
\5 & w224y

y—2z=20
T—-2=2
=0 e’ :z:—-y 5 = 5) respectivamente. A+ = (4,~ 1, o)
RO\ R T i R
envodoes @elesiora ! £ A1 0), (Ba kb)Y =
(a) Equagdes parametncas da recta paralela a R e que passa pelo ponto (1, 2 3). Qual é a distancia
entre estas duas rectas? .

e os planos P; e P, de equacbes cartesianas

3. Consiciere a recta R definida pelas equagdes {

(b) -Uma equagdo vectorial da recta que passa por (1,0; i) e é paralela aos planos P; e P;.
\/{/ (c) Uma equagdo cartesiana do plano ortogonal ao plano P; e que contém a recta R.

;
v‘ ;
e

\m %

4. Considere a matriz A = [ _i -i } .

LA >(a.) Determine os subespagos préprios de A.

£, 7 (b) Dlga, se A é diagonalizdvel e, em caso afirmativo, indique duas ma.trxzes invertiveis V) e V; tais que
v 14Vie Vs 1 AV, sejam matrizes diagonais. Indique também as matrizes diagonais obtidas.

(c) Identifique e esboce a cdnica definida pela equagéo
| 2% — 27y + 3% + 6v2z + 2V2y — 1 = 0.

5. (a) Sendo F= {{ Z Z ] € Mayo(R): a+b=0e di= O}, prove que F é um subespago de Maxa(R)

e determme a sua dimenséo.
(¥ Sendo T :R3 — F a transformacio hnear definida por

L [-11 -1 1 ’ -1 1
determine T'(x,y, z) para qualquer (z,y,z) € R3. ‘
(c) Determine N(T) e C(T). O que pode afirmar sobre a injectividade e a sobrejectividade de T'?
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Algebra Linear ¢ Geometria Analitica IT
Resumo da resolugdo do exame de 13/6/2002

1. (a) Ponhamos v = (1,0,1) evy = (1 L. Aplicando o processo de ortogona,hzaga.o de Gram-
Schmidt a estes doxs vectores obtemos ‘

0> ‘

: u = .0

? <27 1)

“ TR e

‘Os vectores u; e uz constitiem uma ba.se ortogonal de F.

(b) Ponhamos v = (1,—1,2). Como u; e uy constituem uma base ortogonal de F, a pro_]ecgao
ortogonal de v sobre F é dada por

= (0,1,0) .

0 (v, u1) (v, ug) | e

uy + ug = (2,-1,2
lfuglf? lluzll2 22

(¢) O declive d e a ordenada na ongem % da recta pedida sdo determinados a pa.rtxr do sistema
0, $ ‘ : { d+h=1

¥ ' h=-1
d+h=2

Resolvendo este sistema no sentido dos nnmmos quadrados (para o que podemos utilizar o -
resultado da almea anterior), obtemos d = 5, h= -1, pelo que a recta procumda é a recta
de equagdo y = 2w -1.

~

2. (a) A afirmagfio ¢ verdadeira. Demonstra,gao ||u+v[l2——||u—vu2 (utv, utv)~{u—v,u~v) =
(= lull? +2(u,0) + |l? = (lul? 2(“ v) + [[ol?) = 4(u, v).

(b) A afirmacéo é verdadeu‘a Demonstracéo: (Qz,Qy) = (Q:c)TQy = xTQTQy =27y = (z,)
~ (porque QTQ = I, j4 que Q é ortogonal). )
(c) A afirmagio é falsa. Se A for invertivel, o sistema Az = 0 86 tem a solu¢ao nula, e portanto
ndo existe nenhum vector v n&o nulo tal que Av = 0, isto é, 0 n3o é valor préprio de A.
'\ ,

(d) A aﬁrmaga,o ¢ falsa. ‘Se V tiver dlmensa,o infinita (ou 0), V ndo é isbmorfo a R™ para
" nenhum ndmero natural n. '

0



3. ‘ (a)

0

(b)

(c)

SV

t ,1"'2'

3.7»_\,}')(

(y—2=0

A solugo geral do sistema { e—nmg & (242,22),2€R, istoé,

(2,0,0) +¢(1,1,1) , teR

pelo que R é a recta que passa pelo ponto (2,0,0) e tem a direcgdo de (1, 1 1). Logo, a
recta paralela a R-e que passa pelo ponto (1,2,3) tem equagio vectorial

(z,y,2) = (1 2, 3)+t(1 1 1) , teR

‘z=l+t
y=2+t , t‘GJR.

z2=34+1

€ equacdes paramétricas

Para achar a distdncia entre as duas rectas, basta calcular a disténcia de um pdnto de uma,
delas & outra. Porexemplo, a distancia de (1,2, 3) a R é igual & distancia de (1,2, 3)=(2,0,0)

a £{(1,1,1)}, que por sua vez é igual 3 distancia entre (- 1 2, 3) € a sua projecgio ortogonal
sobre (1,1,1). Calculando esta dxsta.nma, obtemos

VT8
-1,2,8) - $0,1,) = %2

A interseccdo dos planos P; e P, é uma recta com a direcgdo do vector (1,1,2). Qualquer
recta paralela aos dois planos tem que ter & mesma direcgdo. Logo, uma equagio vectorial
da recta pedida é '

(z,9,2) = (1,0,1) +t(1,1,2) , teR.

Resolugéo alternativa: O vector v; = (1,1,~1) ¢ ortogona.l ao plano Py, e o vector vy =
(1,—1,0) é ortogonal ao plano P,. Uma recta paralela aos dois planos tem que ser ortogonal
a v e a vy, logo-tem que ter a direc¢lo de v; A us, que é igual a ( -1, <1, ~2), etc.

Um plano ortogonal ao plano P; tem que ser paralelo ao vector v; ='(1,1,~1). E se contém
a recta R tem que conter o ponto p = (2,0,0) e ser paralelo ao vector w = (1,1, 1) (ver

.alinea (a)). Logo, tem 'que ser ortogonal ao vector

= Aw = (2,-2,0) ,k

pelo que tem equacdo cartesiana ,
(u1 T - p) =0 )

‘isto €, 2(z — 2) — 2y = 0, o que € 0 mesmo gue

T —-y=2
K-p >

:',<(z;-z~,o)_) (e -2,y v ) >

- Z,(M—I_} - ?_3



iy 4. (a) Os valores préprios de A sio 2 e 0. :
-O subespago préprio associado a 2 é { [ _:i ] 121 € ]R} .

<
R ) ‘ 7 ,
O subespaco préprio associado a 0 ¢ {[ :i ] 1% € ]R} "

(b) Como A tem os valores préprios distintos, é dxagona.hzével
Uma matriz diagonalizante é, por mcemplo,

o , L 11
e[l
Outra (que é ortogonal) é ’
n=| B Al

Em ambos os casos a matriz diagonal obtida é [ g g ] .

(c) Introduzindo a mﬁda.nga de coordenadas dada por
# ' . ‘ U Bl BV, R, 3
NV : y p 7 J LY
a equacéo fica ’

2% + 42 +8)/ —1=0
0 que é 0 mesmo que : -
2(:1;'+1\)2 + 8y -3=0.

Fazendo 2" =z'+ley" =y — —, obtemos ﬁnalmente

22" +8y" =0

que é a equacdo de uma parébola.

-




(2)
d

(b)

F é evidentemente dlferente do vazio {por exemplo a matriz nula 2 x 2 ‘pertence a F).
A soma de dois elementos de F' aindéa pertenoe a F:

a. b 4 a ¥ _|a+d b+b"
c d d d ]| e+ d+d’

- que ainda pertence a F porque (a+a’)+(b+b’) = (a+b)+ (@+b)=0ed+d =0.

O produto de um niimero real o por um- elemento de F ainda pertence a F:
a[a. b]=[aa ab]
. ¢ d ac ad

que ainda pertence a F porque aa + ab = ala+b)=0ead=0.

Seja [ Z 2 ] um elemento qualguer de F. Como a+b=0¢ed=0, tem-se |

[ 8]- [0 2] o3 Tl 8]

pelo que [ 3 : —01 ] [ (1) g ] geram F. Como s&o independentes, a dimenséo de F & 2.

Como (z,y,2) = (z — y — 2)(1,0,0) + y(1,1,0) + 2(1,0,1), tem-se

e =emv-a] 3 3]s 3] ][5 3]

Jé vimos que o espaco F tem dimensdo 2. Por seu lado, C(T), que é um subespago de F,’

contém dois vectores independentes, que s80 a8 matnzes

ool e el

(imagens dos vectores (1,0,0) e-(1,1,0), respectivamente).

~ Logo, C(T) s6 pode ser igual a F, pelo que T é sobrejectiva.

T claramente ndo ¢ injectiva, pois os vectores (1,0,0) e (1,0,1) tém a mesma imagem.
Como car(T) = 3 — dim N(T), tem-se dim N(T) = 1. Como os vectores (1,0, 0) e (1,0,1)
tém a mesma imagem, a sua diferenca, (0,0,1), pertence ao niicleo. Segue-se que

N(T) = L{OOl)}-—{(OOz) zeR}.

Também se pode chega.r a esta conclusdo a partir da condicgio T'(z,y, 2) = (0,0, 0).

Cotacao:
1. (a)1 2. (&)1 3 (L5 4 (@L5 5 (a)L5
w1 @)1 ®1,25. . ()1 ®) 1,5
() 1,5 ()1 (e) 1,25 () 1,5 (e) 1,5
o (d)1 o
' . { L
i < 4 - 4 =

(A
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