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Algebra Linear e Geometria Analitica 1I
(Licenciaturas em Matemstica e Engenharia Geografica)

" Exame, 8/7/2002

Importante: Responda apenas ao que se pede. Justifique as suas respostas. Seja conciso.
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1.S¢jad= ({0 0| eb=|1].
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4 (a) Determine uma base ortogonal do espaco das colunas da matriz A. ‘
. -
5 4 (b) Calcule a projecgdo ortogonal de b sobre C(4). v — '
« (c) Utilizando a alinea anterior, determme a solucao do mstema AT Az = ATb.
/‘:,(! 2. Para cada uma das afirmagGes seguintes, diga, justificando, se é verdadeira ou falsa. - oy
~ \(/a) Sendo z e y vectores quaisquer de R”, tem-se ||z — y|| < [|lz]| - |ly]l- Va
W - ek '
4 .. (b) S‘endo v1,v3,. ..,V vectores de R™ ortogonais dois a dois, tem—se Z vl = Z Ilviuz, o
i=1 ) -

+  (c) Sewu e v forem vectores préprios da matriz A associados aos valores préprios « e ,B, respectlvamente

entdo v € vector proprio da matriz A—al. . p
Cenen s o v

(d) Se T : R® — R® for uma transformagcao linear, entdo T fransforma reetas paralelas em rectas
. parailelas.

(=141 _ ,
3. Considere as rectas R; e Ry de equagoes y=2 ,teR e {z +g:g , respectivamente,
z2=38—2t -
e o plano P de equagdo z +y + 2z = 2.
i A . 5

Ay  (a) Determine a posigdo relativa de R; e Rg.w foy o

\ Y (b) Determine uma equagio cartesiana do plano que contém R; e Ry.

4,

e

Vb “{c) Calcule a distincia entre Ry e P. ~

4. (a) Prove que qualquer matriz simétrica real é diagonalizivel com uma matriz diagonalizante ortogonal.

, » 0% o0
(b) Determine uma matriz diagonalizante ortogonal para a matriz ‘l 0 0.
O 0 -1

(c) Identifique e esboce a superficie no espago definida pela equagéb zy = 22,

55 Designemos por Ra[A] o espago vectorial real dos polinédmios em A de grau < 2. w
Seja T : Ro[A] = R? a transformagao linear definida por
- T(1) = (1,0), T(L+N=(aa), TO2) =(0,~1).
onde a € R. \

A\
ug(a ) Existe algum valor de a tal que T seja injectiva? Existe algum valor de a tal que T seja sobregectwa"
' - Justifique.

S~

“"(b) Para o = 0, determine a matriz que representa T relativamente s bases {1,1 + A, )\2} de Ry[\] e
{(1.1).(0.2)} de R2.
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- Resumo da resoluc¢do do exame de 8/7,/2002
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1 0 S
(a) Ponhamos vy = 1 0 ] evy = [ 0 } Aplicando o processo de ortogonalizagdo de Gram-
Schmidt a estes dois vectores obtemos

u; = v

. l'_1 '
o m W?“-a[? "

* Os vectores uj e ug constituem uma base ortogonal de C(4).

(b) Como u; e us constltuem uma base oriogonal de C(A4), a projecgdo ortogonal de b sobre
C(A) é dada por : .

4 ' 1
) L b, 1]
el P A e B

(c) A solucdo do sistema ATAz = ATb é exactamente a mesma que a solugio do sistema

1
Az = bg(a), que é [0 ]

(a) A afirmacdo é falsa. Exemplo em R2: ¢ = (1,0), y = (0,1). Tem-se ||z — y| = V2
e llzll - llyll = . :

(b) A afirmagdo é verdadeira. Demonstragéo:
2

k ok k 'k
B <zm,»zvj> ) = s z fl?
i=1 J=1 ‘

=1 j=1 =1
porque {v;,v;) = 0 quando i # j. k

(c) A afirmacio é verdadeira. Demonstragio: (A —al)v = Av—av = v ~av = (8 — a)v
e v é vector préprio de A — o associado ao valor préprio 8 — a.

(d) A afirmacéo é falsa. Por exemplo, a transformagéo nula transforma qualquer conjunto no
conjunto singular {(0,0,0)}. - :
Observacao: De uma forma geral, se T nao for injectiva, qualquer conjunto contido no
ntcleo de T ser4 transformado no conjunto singular {(0,0,0)}. Mas uma recta {p} + L{v}
cujo vector director nfio pertenca ao nicleo de T serd transformada na recta T({p}) +

- L{T(v)}, j4 que T'(v) é ndo nulo por v o ser.

Como duas rectas sao paralelas se tiverem o mesmo vector director, podemos assim afirmar
que T transforma rectas paralelas cujo vector director nio pertenga ao nicleo de T em
rectas paralelas. Em particular isso acontece se T for injectiva.
Note-se que, se T : R3S — _IR3 for injectiva, também sera sobrejectiva, j4 que nesse caso
car(T) = 3 — nul(T") = 3.




(a) Substltulndo, nas equagoes da. segunda recta, 2,y ez por [ +%,2 e 3~ 2t respectlvamente,

.vemos que as equagOes s6 sdo simultaneamente satisfeitas ‘para. t = ~As duas rectas

sdo portanto concorrentes, isto é, tém exactamente um ponto em comum, que é o ponto
p=1{2,2,1). »

(b) Ry tem a direccdo do vector v; = (1,0,—2). Quanto a Ry, a solugdo geral do sistema

{ Z;g f :(3) é (—2+3,—2+3,2), z€ R, pelo que Ry tem a direcgdo de vg = (—1,~1,1).

O plano que contém R; e Ry passa pelo ponto p comum as duas rectas e é ortogonal ao
vector u = v A vy, que é igual a (—2,1,—1). A sua equagdo cartesiana é {(u, z —p) = 0, isto
é, -2(z—2)+ (y—2)—(2—1) =0, 0o que é 0 mesmo que —2z +y — z = —3.

(c) Como vy, o vector director de Ry, & ortogonal a (1,1,2), que é o vector ortogonal ao plano

(a) Procedemos por indugéo sobre n. Paran = 1, nada h4 a mostrar. Suponhamos a afirmaggo
verdadeira para matrizes simétricas reais (n—1) X (n—1) e seja A simétrica real n x n. Seja

ra

P, a recta Ry é paralela a P. A distancia entre Ry e P ¢ entdo a distancia de qualquer
ponto de Ry, por exemplo (2,2,1), a P. Usando a férmula que d4 a distancia de um ponto
a um plano, obtemos o valor da distancia pretendida, que é 2v/6 6/3.

v; um vector préprio de A, com norma 1, associado a um valor préprio- A\;. Acrescentemos
a vy vectores vy,...,v, de modo a obter uma base ortonormada de R* e seja W a matriz
n X n ortogonal cujas colunas sdo vy, v9,...,Up.

Tem-se
AW = [A'vl A’l)2 L A’Un] = [A]_’Ul A’02 v A?)n]
vindo - ’
‘ ; o] A0 .00
L v3 :
WTAW = | 7 | [Mor Avg -+ Avy) = :
: : Ay .
vl 0

onde 4; é (n — 1) X (n — 1) e simétrica. Pela hipbtese de inducdo, existe uma matriz
(n—1) x (n—1) Q; ortogonal tal que Q7 4;Q; ¢ diagonal. Pomos agora

9= W[O Qol]

Entao Q é ortogonal, por ser o produto de duas matnzes ortogonais, € tem-se que o produto
QTAQ éigual a :

1 0 T 0 _ 1’0 A1 0 1 0 A1 0
[o QT}WAW[O Ql}"[o Q%‘Ho AIHO Ql] [o QlAlol]

que é uma matriz diagonal.

(b) Os valores préprios da martiz indicada sdo %, —% e -1

Calculando vectores préprios ortonormados associados a estes valores préprios, obtemos
uma matriz diagonalizante ortogonal para a matriz indicada, por exemplo

£ o
2 d o
0 01

4 &?\



() Introduzindo a mudanca de coordenadas dada por
z! % 2 0 [ T
voi=| - 322 0|y
7 0 01fL=
" a equacgao fica :
1,2 1 2 12
¥ ¥ 2 =0
que € a equacdo de uma superficie conica.
1:2:
A
[\

5. (a) Nao existe nenhum valor de o tal que T seja injectiva, porque Rp[\] tem dimensdo 3

e R? tem dimensdo 2, pelo que o micleo de T tem dimensdo > 1 qualquer que seja a.

Por outro lado, T é sobrejectiva para todos os valores de o, porque os vectores

' (1,0) e (0,-1), que sdo independentes, pertencem a C(T'), que tem portanto dimenséo > 2;
como C(T) é um subespaco de R?, tem que coincidir com RZ2.

(b) Como (1,0) = (1,1) — $(0,2) e (0,~1) = —1(0,2), a matriz pedida é

[10 0]'
o -]

Cotagao:
1. (@)1 2. (a)1 3. (a) 1,5 4. (a) 1,5 5 (a)2
(b1~ (b1 (0) 1,5 (b) 1,5 (6) 1,5
(e) 1,5 (c) 1 (¢) 1,5 - (c) 1,5
i (d)1
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