Departamento de Matemaética - Universidade de Coimbra
Algebra Linear e Geometria Analitica II
(Licenciatura em Matematica)

Exame e Resolucao, 20/1,/2004

Importante: Responda apenas ao que se pede. Justifique as suas respostas. Seja conciso.

1. Seja K um corpo. Considere o seguinte subconjunto de My o (K):
W = {A € M2><2(K) | AT = A} .

(a) Prove que W é subespago de May2(K).
(b) Indique uma base de W e a dimensdo deste subespaco.

(c¢) Determine um subespaco U de Max2(K) tal que Maxo(K) = W @ U, i.e. tal que que Max2(K) seja
soma directa de U com W.

2. Seja (v1,vs,v3,v4) uma base dum espaco vectorial real V. Considere a transformacao linear T: V — R3
tal que
T(v1) = (1,0,0), T(ve)=T(vs)=(1,1,1) e T(vqg)=(-1,1,0).

(a) Escreva a matriz de T relativamente a base (vi,v2,v3,v4) de V e & base ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1))
de R3.

(b) Calcule uma base de KerT'.

(c¢) Diga, justificando, se T' é ou néo sobrejectiva.

(d) Seja W um espaco real diferente de {0}. Suponha que existe uma transformagdo linear injectiva
S: W — V tal que T o S = 0. Mostre que W ¢é isomorfo a R.

2
3. Considere a seguinte matriz de M3x3(R): A=| 1 0 -1
0

(a) Determine os valores proprios de A.
(

)
b) Sem calcular uma base de N(A) e usando o resultado da alinea (a) mostre que dim N(A) = 1.
(c) Determine uma base para cada espago proprio de A.
)

(d) Diga, justificando, se A é uma matriz diagonalizavel.

4. Considere a figura geométrica de R? de equacio f(z,y) = 1, onde
fley)=zy+a

(a) Identifique a parte quadratica de f(x,y) e calcule a matriz simétrica A € Msyy2(R) associada a essa
parte quadréatica.

(b) Determine uma mudanga ortogonal de coordenadas (de x,y para x’,y’) que diagonalize a matriz A.
(c) Identifique a figura geométrica em questdo. [N&o precisa de a esbogar.]

(d) Seja A a matriz achada na alinea (a). Diga, justificando, se a aplicacdo bilinear ¢: R? x R? — R

definida por
(P((x7y)7(s7t)) = [ Yy ]A[ S ]
t

é ou ndo um produto interno em R?.



1. (a) W é nao vazio. Por exemplo I = [[9] € W. Uma vez que se tem (A + B)T = AT + BT e
(@A) = aAT, deduz-se que A, BEW = A+BcWeque (AcWeacK)=adcW.
(b) Temos W = {[% } la, 3,0 € K} ={a [0+ B[981+0[39] ] @, B,6 € K}. Assim, concluimos que
[697,19481,189] formam um conjunto de geradores de W. E evidente que
plo81+vI8ol+7(89] =0= prv,y =0,
ie. que [§0],[95]1,[89] sdo linearmente independentes. Concluimos que ([§9],[94],[09]) é uma
base de W. Logo, a dimensao de W é 3.
(c) Seja U = LA{[J4§]}. U é um subespago de M2><2(K) Temos A € WNU = A = [} ] o que significa
que WNU C {[8 ]}, ouseja WNU ={[J9]}. Para além disto, usando a alinea (b),

[0
W+ U =LA{[58],[76],[81],[80]} = Maxa(K).

2. (a) Temos
T(Ul) (1 0, O) =1(1,0,0) +0(0,1,1) +0(1,1,1),
T(vg) = (1, 1, 1) = 29(1,0,0) +1(0,1,1) + 0(1, 1, 1).
e portanto as cordenadas de T'(v1),T(v2),T(v3), T (v4) na base (1,0,0),(1,1,0),(1,1,1) sdo, respec-

1 0 2
tivamente, {8} , [(1)] [ } [ ] A matriz da transformacdo 7' relativamente a base (v1,va, v3,v4) de

V e a base ((1,0,0)(1,1, 0)(1 1,1)) de R3 &, por defini¢ao, a matriz cujas colunas (por ordem) sdo as
coordenadas das imagens de vq, vo, v3,v4 na base ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)). Assim

-2

100
M(T; (v),((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1))) = | 0 0 0 1
011 0

KerT ={veV |T(v) =0}
= {awvy + Bvg + dvs + yvg | (1,0,0) + 5(1,1,1) +6(1,1,1) +~v(—1,1,0) = 0}
={avi +PBva + vz +yvs | (a++0—7v,8+5+7,6+6) =0}
= {aw + Bug 4+ dvs + v | ,y, B+ 6 = 0}
= L{vg —v3}
. E uma vez que vy — v3 # 0 (j& que (v1,v9,v3,v4) € base de V') uma base de KerT" é (vy — v3).

(¢) Pela alinea anterior, dim Ker 7' = 1; e se usarmos a formula dim V' = dim Ker T + dim Im 7', resulta
que dimIm7T =4 — 1 = 3, ou seja dimIm 7T = dimR3. Atendendo a Im7T C R3 temos Im 7T = R3.
Portanto T é sobrejectiva.

(d) Como S é uma transformacao linear injectiva, tem-se Ker S = {0}, e logo dim Ker S = 0, pelo que
dimW = dimIm S. Por outro lado
v €ImS = v=5(w) para certo w € W e
v=8w)=Tw)=ToSw)=0
o que implica que Im S C Ker 7. Assim dim W < dimKer7 = 1. Uma vez que dim W # 0 (ja que

W # {0}) s6 resta a possibilidade de dim W ser 1. Finalmente, como dimW =1, W e R tém a
mesma dimensao, e portanto sdo isomorfos.

3. (a) Temos
2-X -1 0
Pa()\) = det I XA =1 | ==XM2=N(=N)+1) ==-21-N4
0 0 —A
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E assim, os valores proprios de A sdo 0 e 1. As suas multiplicidades algébricas sdo:
m,(0) =1e my(1) =2.

(b) O espaco proprio do 0, E(0), é por definicdo N(A — 0I) = N(A) logo dim N(A) = m4(0) (multipli-
cidade geométrica de 0). Uma vez que 1 < my(0) < m,(0) =1 temos dim N(A) = 1.

(c) Temos E(0) = N [z_gl —01} :E{[%]} e uma vez que

0
1-1 07 —[1-107— [1-10
{17171} {0 0 —1} [0 0 —1]
00 -1 00 —1 00 0
1-10 @ 1
temos E(1) = N(A—I)=N [1—1 —1] = {[a} |a€R} :ﬁ{[l]}.
00 -1 0 0
(d) A matriz A é diagonalizédvel se e s6 se existe uma base de vectores proprios. Uma vez que vectores
préprios associados a valores proprios distintos sdo linearmente independentes, equivalentemente,
uma vez que 0s espacos proprios de uma matriz estao em soma directa, sabemos que A é diagonalizavel

se e s0 se dim £(0) 4+ dim E(1) = 3. Tal ndo é verdade, logo A ndo é diagonalizavel.

4. (a) A parte quadratica de f(z,y) é xy e a matriz simétrica a ela associada é a matriz A tal que

Ty = [my]A[z]

0 1/2]‘

ou seja A = [1/2 0

(b) Temos P4(\) = A? — 1 e assim os valores proprios da matriz A sio £3 (com multiplicidade algébrica
1). Ao calcular os espgos proprios de A, E(3) = L{[1]} e BE(-3) = L{[]} deduzimos que

V2 V2
[ N } , [ 2\/5] sao vectores proprios de A de norma 1 associados a valores proprios distintos, e como
3 3

V2 V2
tal, ortogonais. A matriz Q = [jﬁ Qﬁ} ¢ uma matriz ortogonal (uma vez que as suas colunas
2 T2

1
92

mudanca de coordenadas ortogonal que diagonaliza A ¢ dada por X' = {zf} =QT[}]=QTX.

sdo ortonormadas) e diagonaliza a matriz A, i.e. QTAQ = D = Diag( —%) Concluimos que a

(c) Mantemos a notagéo da alinea anterior para X, X', Q e D. Temos

flxy) = XTAX +[10]X fz',y) = XTDX' +[10]QX’
= XTQDQX +[10]X ;= 22— Ly 2y 2y

N[— D=

(' + ) = 3 = %)’
Conclui-se que f(z,y) =1 <= f(2/,y') = 1 é a equacdo de uma hipérbole.

(d) Apesar de ¢ ser uma aplicagdo bilinear que satisfaz a p((z,y), (s,t)) = ¢((s,t), (x,y)) (uma vez que
A é simétrica) ¢ ndo é um produto interno. Isto é evidente se usarmos o resultado que diz que
nessa situacdo A teria que ter todos os seus valores proprios positivos; mas ¢ também claro usando
a expressdo de ¢((x,y), (z,y)). De facto ¢((1,-1),(1,—1)) < 0.
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Departamento de Matemaética - Universidade de Coimbra
Algebra Linear e Geometria Analitica II
(Licenciatura em Matematica)

Exame e Resolucao, 9/2/2004
1. Seja K um corpo arbitrario. Considere o seguinte subconjunto de K3:
W={(l,a+8,-p8)|apBeK}.

(a) Mostre que W ndo é subespaco de K3.
(b) Determine trés vectores vy, vy, v3 € W linearmente independentes.
(c) Mostre que L(W) = K3.

2. Seja T: R?* — R a transformacdo linear definida por T'(a1, ag, a3) = a1 + as + as.

(a) Sem calcular uma base de Ker T', determine dim Ker T'.

(b) Calcule a matriz de T relativamente a base ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) e & base canonica de R.

(c) Determine uma base de Ker 7.
)

(d) Determine um subespaco U C R? tal que R? = KerT @ U.

1 2 1
3. Considere a seguinte matriz de M3x3(R): A= | 0 -1 2
0 0 O

(a) Determine os valores proprios e os espacos proprios de A.

(b) Determine uma matriz S tal que S~!AS é uma matriz diagonal e calcule explicitamente a sua inversa
S—1

(c) Calcule A2904,

(d) Mostre que se S e R sdo duas matrizes invertiveis tais que S™'AS = R™1AR = [

OO

0
-1
0

[eJenlen]

] entao a

matriz SR é diagonal de elementos diagonais nio nulos.

4. Considere o polinémio f(z,y,2) = 422 + 4y + y? — 8xz — dyz + 422,

(a) Identifique a matriz simétrica A associada a f(x,y, z) e determine os valores proprios de A.
(b) Determine uma base ortonormada de vectores proprios de A.

(¢) Identifique o conjunto X C R? dado por
X ={(z,y,2) eR?| f(x,y,2) =9} .

(d) Seja A a matriz achada na alinea (a). Diga, justificando, se a aplicagdo bilinear p: R x R — R
definida por
ou,v) = [u u u]Afw
v
v

¢ ou nao um produto interno em R.



1. (a) W nédo pode ser subespaco de K? uma vez que o zero deste espaco (0,0,0) nio estd em W. (Para
qualquer corpo K, por definicao tem-se 0 # 1.) [1, 0]
(b) Consideremos os vectores (1,0,0), (1,1,0), (1,1, —1) € K? obtidos tomando respectivamente a = 3 = 0,
a=1lef=0,a=0e3=1.]0,5]
Mostremos que estes vectores sao linearmentente independentes. Sejam a,b, c € K tais que

a(1,0,0) + b(1,1,0) + ¢(1,1, 1) = 0.

Entao (a+b+c, b+c, —c) = 0 0 que implica que ¢ = b = a = 0. Conclui-se que (1,0,0), (1,1,0), (1,1, —1)
sdo vectores linearmente independentes. [0.5]
(¢) Sejam vy, vy, v3 0s vectores da alinea anterior. £(W) é um subespago de K que contém L {v1,v9,v3}.
[0, 5]
Temos £ {vy,v,v3} C L(W) C K? e dim £ {vy,v9,v3} = 3 = dimK? uma vez que vy, vs,v3 530
linearmente independentes. [0, 5]
Concluimos que £ {v1,v2,v3} = K3 e logo L(W) = K3. [0, 5]
Erros comuns: Nio ter em atencgdo a caracteristica do corpo. Os vectores (1,0,0), (1,1,0), (1,2, —2)
nao sao linearmente independentes para corpos de caracteristica 2; os vectores (1,2, —1),(1,0,0), (1,—1,—1)
nao sao linearmente independentes se a caracteristica de K for 3.

2. (a) T é uma aplicagdo linear ndo nula e logo a sua imagem tem dimensdo > 1. Uma vez que o espago
de chegada tem dimensdo 1, deduz-se que T' é sobrejectiva. [1,0]

Assim sendo, dimKerT' = 3 — dimIm 7 = 2. |0, 5]
(b) Calculemos as imagens dos vectores da base do espago de partida indicada: Temos T'(1,1,1) = 3,
T(1,1,0) = 2 e T(1,0,0) = 1. Resulta que M (T’ ((1,1,1)(1,1,0)(1,0,0)),b.c.) = [3 2 1]. [1,0]
(¢) KerT = {(al,ag,ag) ER3|a; +ao+a3= 0} ={(—ay — as,as,a3) | as,a3 € R} =
=L{(-1,1,0),(-1,0,1)}. [0,5]
Verifiquemos que (—1,1,0), (—1,0,1) sdo linearmente independentes. Sejam « e (3 ntimeros reais tais
que
a(-1,1,0) + B(—1,0,1) = 0.
Entdo (—a — f,a,8) =0 ouseja a = =0. [0, 5]
Logo ((—1,1,0),(—1,0,1)) & base de Ker 7. [0, 5]
(d) Seja U = L{(1,0,0)} (alternativas para U: £(0,1,0), £(0,0,1), etc. qualquer espago da forma L {v}
com v ¢ KerT). [0, 5]
Temos 7'(1,0,0) # 0, logo (1,0,0) & KerT e assim sendo, Ker TN U = {0}. [0, 5]
Uma vez que dimKerT @ U =2+ 1=dimR3 e Ker T ® U C R3 temos R3 = Ker T @ U. [0, 5]

3. (a) Valores proprios:

pa(\) = det [1? 7124 %] — (1= A)(=1 = A)(=N)

logo os valores proprios de A sdo 1, —1 e 0 todos com multiplicidade algébrica 1. Alternativamente
bastaria invocar o exercicio das aulas praticas que mostra que os valores proprios duma matriz
triangular sdo os elementos da sua diagonal. [0, 5]

Espagos proprios: E(1) = N [§—22 %1] :E{[é}}. E(-1)=N {ééﬂ :E{[%l}}.
E(O):N[éi%] :ﬁ{[‘f]}. [1,0]

000

1_%5]. [1,0]

OO

(b) S é uma matriz cujas colunas formem uma base de vectores proprios. E.g. S = [

Calculo de S~1.

1
0

1-1-51[100 1-10[10 5 100[11 3
01 2 |010|—]010[01l-2]—|010][01-2],
00 11001 0011001 001100 1
. 1 11 3
donde se conclui que S = 8(1)—12 [0, 5]
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(c) Seja S a matriz da alinea anterior. Temos S~'AS = [é %1 (8]} = D, logo SDS™! = A. Assim
A2004 — (§DS—1)2004 = (§DST) ... (SDS™T) = SD¥MMS-1 [0, 5]

2004 vezes
12004 0 100 1-1-5771007[11 3 10 5
SD?0ig—1 — g1 o (—p2004 o | G771 :5{010} S~ = {o 1 2 } [010} {0172} — {0172} . [0, 5]
0 0 02004 000 00 1 000 00 1 00 O

100
(d) Se S e R sdo tais que S7'AS = R7'AR = [8 —01 8}, entdao tanto S como R sdao matrizes cujas

colunas s@o constituidas por vectores proprios associados a 1, —1 e 0 (por esta ordem). Uma vez que
os espagos proprios tém dimensdo 1 e tendo em atencdo as bases calculadas na alinea (c), conclui-se
que existem a,b,c # 0 e d,e,m # 0 tais que

a —b —5¢c [d —e —bm
S:[Ob 20:| e R=10c¢e Zm}
00 ¢ Lo 0 ‘m
Logo,
_ a—b—5c1"1[d—e—5m 1-1-577a001\~171-1-57Tdo0 0 dfa 0 0
SlR:|:0b ci| |:Oe mi|:(|:01 2}[0b0> [01 2]{%0]: 0 e/b 0
00 ‘¢ 00 m 00 11looe 00 0lloom 0 0 mje

4 2 —4
4. (a) A matriz simétrica associada ao polinémio quadratico f(z,y,z) é [ 2 1 —42}. [1,0]
Temos
4-X 2 —4 9 5
Ps(X\) = det 2 1A 2| = A=) 1=AN)+16+16—-16(1—X)—4(4—X)—4(4—X) = A*(9—\).

Logo os valores proprios da matriz A sdo 9 com multiplicidade algébrica 1 e 0 com multiplicidade
algébrica 2. [0, 5]

(b) O primeiro passo para a determinac¢do duma base ortonormada de vectores proprios é o calculo dos
espacos proprios da matriz A. Temos

4 2 —4 42-4 1 0

e uma vez que [ 2 1 —2} — [00 0 } temos E(0) = {[225290] | z,z € ]R} = E{[—Z] , [2}} [1,0]
—4 -2 4 00 0 z 0 1

O segundo passo consiste em usar o processo de ortogonalizacdo de Gram—Schmidt para obter uma

base ortogonal de cada espago proprio. Como dim E(9) = 1, s6 é necessério ortogonalizar a base

1 0 . . .
{—02} , [%] Designando estes vectores por vy e vs, respectivamente, o processo de ortogonalizacao

de Gram-Schmidt d4-nos os vectores v, e 03 onde U3 é o vector

_ (o02) {4/5} |

Uy = vy — 3 2/5
[[o]] 1

. . . o . 2 1 4/5
Finalmente, o dltimo passo consiste em dividir cada um dos vectores préprios [ 12] , [—02] , [2/5]
- 1

pela 2/3 1/v5 4/(3/5)
sua norma. Obtém-se a seguinte base ortormada: [ 1/3 ] , [_2/\/5} , | 2/3v5) |. [0, 5]
—-2/3 0 5/(3v/5)
(c) Quer pelos resultados da aula teorica quer pela alinea anterior sabemos que existe uma matriz

ortogonal @ tal que QTAQ = [é § §]. Tomando a mudancga de coordenadas ortogonal (z',1/,2")

dada por @ temos
flz,y,2) =9 < f(a',9/,7) =9 = 92? =9 —= 2/ = £1.

Ou seja, o conjunto X consiste em dois planos paralelos. [1, 0]

(c) Efectuando o produto de matrizes indicado, obtemos ¢(u,v) = wv. [0, 5]
Portanto o(u,v) é o produto interno canénico de R. E bilinear. [0, 5]
E é definido positivo. [0, 5]
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