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1o
GP4CQPGP4 R�SUT�4WV?B�X 46D,5�7PBYT�4,S[Z[Z[\

V?BEDF4]T�BF4CQPGH^T8)>�GP4[_

` BEG98Ea�bEB$_
0, 4 + 0, 4 + 0, 4 + 0, 3

c 4edH8
V

B;QH^�5fMCBE>Ede^�>�GPBFT�4
C2

T8ET�BFg�BE7�_
V =

{
(z1, z2) ∈ C2 | Re(z1) = Re(z2)

}
.

R[hjikB[QHGH7P4]l�^4[mKMCBE>QH<NT�46798)>T�B
C2

MCBEDFBF4CQPgK8EaCB;X 4CM6GPBE7H<I8)0nQPBE5�7P4WB;MCBE7HgfB
C
m
V

>KbEBFo]QH^�5f4CQHgK8EaCB�h
S�hjikB[QHGH7P4Wl�^4[mKMCBE>QH<NT�46798)>T�B

C2
MCBEDFBp4CQHgK8EaCB;X 4CM6GPBE7H<I8)0qQPBE5�7P4,BFMCBE7HgfB

R
m
V

oWQH^�5f4CQHgK8EaCBF4,T�46GP467HD;<3>4^�Dr8U5K8EQP4]T�4
V
h

\�h c 4edP8)D
w1, w2, w3

B[Q1X 4CM6GPBE7P4CQAT�4s^�Dr8F5K8EQP4tT�4
V

4tMCBE>QH<NT�467P4;8;GH798)>QHu-BE7HDr8Ea�bEBp03<3>4�8)7
T : V −→ R3T�4wv>�<NT8;gfBE7�_

T (αw1 + βw2 + γw3) = (α+ β, α − β, 2α + γ)x 46GP467HD;<3>4t8FDr8)GH7H<3ytl�^4W7P46g�7P4CQ946>�G98
T

7P460I8)GH<3X[8)DF46>�GP4;z;5K8EQP4
w1, w2, w3

T�4
V

4sz;5K8EQ94,M�8)>{E>�<NM�8YT�4
R3

4WT�<32�8�mEd|^QHGH<}vKM�8)>T�B�mQ94
T

o]BE^$>KbEB;QPBE5�7P4edH4CM6GH<3XE8�h
~ h x 46GP467HD;<3>4

Ker(T )



� 4CQPBE03^a�bEB�_
c 4edH8

V
B;QH^�5fMCBE>Ede^�>�GPBFT�4

C2
T8ET�BFg�BE7�_
V =

{
(z1, z2) ∈ C2 | Re(z1) = Re(z2)

}
.

R[hjikB[QHGH7P4]l�^4[mKMCBE>QH<NT�46798)>T�B
C2

MCBEDFBF4CQPgK8EaCB;X 4CM6GPBE7H<I8)0nQPBE5�7P4WB;MCBE7HgfB
C
m
V

>KbEBFo]QH^�5f4CQHgK8EaCB�h
�������
���������f�����6� � �E�I�E���E�

(1, 1 + i) ∈ C2 �
i ∈ C ��� �����
�6�$����

Re(1) = 1 = Re(1 + i) � �E�?�E�
(1, 1 + i) ∈ V �$� �A�;�)�6�F�����

i(1, 1 + i) = (i,−1 + i)
�

Re(i) = 0 6= −1 = Re(−1 + i) � V �
�
�$�� �C�E�
������ 
�)�&�;�r�,� � � �¡  �¢� �������
�Y E���£� �¤�6�P��� � �)� � � �E¥ � V �
�
�F�]�C� ¦[�6�C 
�
�C�;� �
C2 �P��¦)�I�

C �S�hjikB[QHGH7P4Wl�^4[mKMCBE>QH<NT�46798)>T�B
C2

MCBEDFBp4CQHgK8EaCB;X 4CM6GPBE7H<I8)0qQPBE5�7P4,BFMCBE7HgfB
R
m
V

oWQH^�5f4CQHgK8EaCBF4,T�46GP467HD;<3>4^�Dr8U5K8EQP4]T�4
V
h

�������
�������t§¨�C���e©9��� � � V ���
�
�ª�)���
� ��«
(0, 0) ∈ V ¬w�� � �C�E�
�
� �� )�)�&���ª����� �������� 
�)�&�����s� � � �®  ��� ���
�����«

(z1, z2), (w1, w2) ∈ V =⇒ Re(z1) = Re(z2)
�

Re(w1) = Re(w2) �°¯ �E¥ � Re(z1 +w1) = Re(z2 +w2)� �������
(z1, z2) + (w1, w2) ∈ V �q± ��� �)� ���
�������E� � � � �P� α ∈ R �E� � �
� Re(α(z1)) = αRe(z1) = αRe(z2) =

Re(αz2) � � �E¥ � α(z1, z2) ∈ V ¬w� �²�����E��� �®�?�E�°���
� V �W�C� ¦[�6�C 
���C�r� �;�6�C 
�
�C���I�����
C2 �´³ �E�1µ¶�P�

V = {(a+ bi, a+ ci) | a, b, c ∈ R} = L {(1, 1), (i, 0), (0, i)}
�s� �����)�6�?�����

α(1, 1) +β(i, 0) + γ(0, i) = 0
«¶�C���

α, β, γ ∈ R ¬ �®�s  �¢� ���?����
α = β = γ = 0 � � ����� ���P��C�����E�®�[�����
�

(1, 1), (i, 0), (0, i)
�9�
�ª�¢�¡�����)�¶���E� � �s�¡��� �E [�E��� �E� � �6� � (1, 1), (i, 0), (0, i)

�C����� � � � ���E�¨� �A�F¦
���P�� �
V �

\�h c 4edP8)D
w1, w2, w3

B[Q1X 4CM6GPBE7P4CQAT�4s^�Dr8F5K8EQP4tT�4
V

4tMCBE>QH<NT�467P4;8;GH798)>QHu-BE7HDr8Ea�bEBp03<3>4�8)7
T : V −→ R3T�4wv>�<NT8;gfBE7�_

T (αw1 + βw2 + γw3) = (α+ β, α − β, 2α + γ)x 46GP467HD;<3>4t8FDr8)GH7H<3ytl�^4W7P46g�7P4CQ946>�G98
T

7P460I8)GH<3X[8)DF46>�GP4;z;5K8EQP4
w1, w2, w3

T�4
V

4sz;5K8EQ94,M�8)>{E>�<NM�8YT�4
R3

4WT�<32�8�mEd|^QHGH<}vKM�8)>T�B�mQ94
T

o]BE^$>KbEB;QPBE5�7P4edH4CM6GH<3XE8�h
�������
�����$�

A = M(T ; (w1, w2, w3),
¦ � � � ) =




1 1 0
1 −1 0
2 0 1




³ �E�?�E� det(A) = 1 · det
[

1 1
1 −1

]
= −2 6= 0 �+¯ �E¥ � car(A) = 3 � � ����� � dim Im(T ) = 3

���p�P�¶©|�
T

��P��¦)�I�¶©e�C� � � �)� �
~ h x 46GP467HD;<3>4

Ker(T )

�������
�����#� ³ �E���E� dimV = 3 = dim Ker(T ) + dim Im(T ) = dim Ker(T ) + 3 � � �E¥ � dim Ker(T ) = 0���,�P�¶©|�
Ker(T ) = (0) �
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2o
GP4CQPGP4 R�ÑUT�4 x 46y�46D,5�7PBYT�4,S[Z[Z[\

V?BEDF4]T�BF4CQPGH^T8)>�GP4[_

` BEG98Ea�bEB$_
0, 4 + 0, 3 + 0, 4 + 0, 4

` BE>QH<NT�467P4,8;Q9462[^�<3>�GP4]Dr8)GH7HL3y,QP<3DFo6GH7H<NM�8;7P4�8)0¶_

A =



−1/3 2/3 0
2/3 0 2/3
0 2/3 1/3




R[h ` 8)0NM6^�0N4WB[Q°X[8)0NBE7P4CQjg�7P{Eg�7H<NB[Q?T�4
A
h

S�hjikB[QHGH7P4]l�^4
A

o]T�<I8)2 BE>K8)03<3y�ÒCX 460¶h
\�h x 46GP467HD;<3>4W^�Dr8U5K8EQ94]BE7HGPBE>BE7HDr8ET8FT�4]X 4CM6GPBE7P4CQ1g�7P{Eg�7H<NB[Q1T�4

A
h

~ h x 46GP467HD;<3>4W^�Dr8UDr8)GH7H<3y
B ∈M3×3(R)

G98)0=l�^4
B3 = A

h



� 4CQPBE03^a�bEB�_
` BE>QH<NT�467P4,8;Q9462[^�<3>�GP4]Dr8)GH7HL3y,QP<3DFo6GH7H<NM�8;7P4�8)0¶_

A =



−1/3 2/3 0
2/3 0 2/3
0 2/3 1/3




R[h ` 8)0NM6^�0N4WB[Q°X[8)0NBE7P4CQjg�7P{Eg�7H<NB[Q?T�4
A
h

�������
�����p�Ó�²��� �E� � �E�?�E�£�Y [���¢�¡��Ô��W� �W���)�&�
� � �E�IÕ�� � � �C�W� �
A � PA(t) = det(A− tI) = det

[−1/3−t 2/3 0
2/3 −t 2/3
0 2/3 1/3−t

]

= (−1
3 − t)(−t)( 1

3 − t)− 4
9(−1

3 − t)− 4
9(1

3 − t) = t( 1
9 − t2) + 8

9 t = t− t3 �´± �H�6�¡�Ö�C�����E���
ÕN�?�E�j����W�E��)��� ���I�6�] 
�&Ô� 
�×� �E�1� �
A � �����]�9�
�F���]�&��Õ��C�6�j� �

PA(t) � �9��� 0 � 1
� −1 �S�hjikB[QHGH7P4]l�^4

A
o]T�<I8)2 BE>K8)03<3y�ÒCX 460¶h

�������
�����!� ± ��� � �IÕ¢� A �r��� ��¥ ���
� ��� ��Ø��
�E�q E���I�����ª��� ���k�A� � �×� ���&��� ���6�®��� � �×� ��� � §]� � ���p�P���������
��«H���9����� ��� E�E�)���]�k�I�6�C� � � �
� �ª���r��� ÕI�����r��� � �E�×� ��� ¬  E��� �E�×�Ê�U�P�E�Ù�
A

�U��� ��¥ ���
���¢� ��Ø��
�E��P�t�t�PÔY�P�t�ºÚ�� � � �Y� ���$¦
���P�t����6�C 
�
�C�������;��� � �×� �C�6���C���®� �
� M3×1(R)
�C����� � � � ��Õ����� [� �´�)�C� � ���I�6�; 
�&Ô� [� �E�]� �

A �pÛ �Y��� ÕI������«Ù� ¬ �9� ¦[�E���E������;�ºÚ�� � � �E� 3
�)��� ���I�6�U 
�IÔ� )�×� �E�A��� � � �®� � �E�?�p [�E� ���?�E���E�

1
�
�C� � � �° )�IÔ� )�×� �# 
�)���F���
���;�E� � � �° )�IÔ� 
�¶� � �r� ����
�6�A�����1�
�C� � � �I�6�A )�IÔ� 
�¶� �E�°���H�P���)� �
� �E�Ü�A�)� � � �I�6�� )�IÔ� 
�¶� �E�Ý��� � �E�I�E� � �6�£�9�
�r���®�����)�Ù�?�E� � �]�¡��� �E [�E��� �E� � �6�°�ºÚ�� � � �� �A�p¦
���P�s� �

M3×1(R)
� � �Ù���
���p [� ���
�C� � ���I�6�t 
�IÔ� )�×� �E� � §A� � �&���j�P�����
�CÞ��6�W )���H�9�)�×�Ê� �ß [�E� �Y��Ø��E� � �r���¡�I�C� � �� �E�j�6�C 
�
�C�E�W )�IÔ� )�×� �E�?���H�P���)� �
� �E�j�

0 � 1
� −1

���)�E�×� à��������
�F���¡�I�C� � �,���r�¡��� �E [�E��� áE���)�Ê�Y�¢�®�
���)� �\�h x 46GP467HD;<3>4W^�Dr8U5K8EQ94]BE7HGPBE>BE7HDr8ET8FT�4]X 4CM6GPBE7P4CQ1g�7P{Eg�7H<NB[Q1T�4
A
h

�������
�����p� � ���?�)�6�����
�?�ºÚ�� � � �E� 3
�)� � � �I�6�? 
�&Ô� 
�×� �E�°��� � � �®� � �E�¾�A�U��� � �¶� � A � �E�â���®���E���9���

3 � ���
���,�6�C 
���C� )�IÔ� 
�¶� � � �E�ã���¡�?�E���9�
�#�ºÚE��� � ���?�E� � � 1 �åä �)�&�k��� � �E� � �)�W¦)���P�6�;� �$���
�����6�C 
�
�C�æ 
�&Ô� 
�×� �æ¦
��� � ���ºÚ��¡¦[�®�]� ��
�C� � � �Ó 
�IÔ� )�×� �r���H�P���)� �
� �F�s�������W�E� � � �£ )�IÔ� )�×� � �£³ �E���E�

(R3)0 = N

[−1/3 2/3 0
2/3 0 2/3
0 2/3 1/3

]
= L

{[
2
1
−2

]}
, (R3)1 = N

[−4/3 2/3 0
2/3 −1 2/3
0 2/3 −2/3

]
= L

{[
1
2
2

]}
,

(R3)−1 = N

[
2/3 2/3 0
2/3 1 2/3
0 2/3 4/3

]
= L

{[
2
−2
1

]}
.

� �A�,�
�6�s���
�]�
�C� � � �I�6�s 
�&Ô� 
�×� �E�A���H�P���)� �
� �E�?�s�)��� ���I�6�W )�IÔ� 
�¶� �E�A��� � � �®� � �E�°�9�
�F� � � �E¥ ���
� � � �  
�)�&�;��¦ � �E�Ó� ���¦
���P�£��� � ���
� �¶�A������¦)��� � �Ý��� ��� ���¡���������Ó�
�C� � ���' )�IÔ� )�×� �A�
�)�®���1 [�E� �Ó�C�
�������¶��� ��± �H�6�®��� �A�?¦
���P�Ó� � � �������¶���
���� �A�)�C� � ���I�6�] 
�&Ô� 
�×� �E�1� �
A

�[� ([ 2/3
1/3
−2/3

]
,

[
1/3
2/3
2/3

]
,

[
2/3
−2/3
1/3

])
�

~ h x 46GP467HD;<3>4W^�Dr8UDr8)GH7H<3y
B ∈M3×3(R)

G98)0=l�^4
B3 = A

h
�������
�������W���¶©|�

Q
����� � �×� �U�E�Ï©|���W�C���®� �
���W�9�
�$�$¦
���P�F� � � �E�¶�,�®�
�
���p�E�ã«¶� ¬w� ����¦[�E�?�E�W���
� �  [� �Ý�����
�E� �¦
���P�#�P�E�,� � � �������¶���
��� � ���A� � �×� � Q �+��� � �E¥ ���)� � �çä �)�&�è� � �E�é��� �H�P� � � �A�+�
�6�+���
�+�P� � ��� � ��� �è�����

¦
���P�������
�C� � � �I�6�k )�IÔ� 
�¶� �E�Y���
A �°� �E���E� QTAQ =

[
0 0 0
0 1 0
0 0 −1

]
= D �ê� �A���
�6�����
�

D3 = D � �E���E�
(QTAQ)3 = D3 ⇐⇒ QTA3Q = D ⇐⇒ A3 = QDQT ⇐⇒ A3 = A �´± �H�6�®�¨ [��� �E�?�E� � �����)� B = A �
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