Departamento de Mateméatica da Universidade de Coimbra
Algebra Linear e Geometria Analitica II

1° teste 12 de Novembro de 2003

Nome do estudante:

Cotacao : 0,4+0,4+0,4+0,3

Seja V o subconjunto de C? dado por:
V={(z1,22) € C? | Re(21) = Re(22)} .
1. Mostre que, considerando C? como espaco vectorial sobre o corpo C, V nao é subespaco.

2. Mostre que, considerando C? como espago vectorial sobre o corpo R, V é subespaco e determine
uma base de V.

3. Sejam wy,ws, w3 os vectores de uma base de V e considere a transformacao linear 7: V — R3
definida por:
T(awy + Bwa +yws3) = (a + B, — B,2a +7)

Determine a matriz que representa 7' relativamente & base wq,wo, w3 de V' e & base canénica de
R3 e diga, justificando, se T é ou nio sobrejectiva.

4. Determine Ker(T)



Seja V o subconjunto de C? dado por:
V ={(21,22) € C*| Re(z1) = Re(22)} .
1. Mostre que, considerando C? como espaco vectorial sobre o corpo C, V nao é subespaco.

Solugdo : Consideremos (1,1 + i) € C?2 e i € C. Uma vez que Re(1) = 1 = Re(l + i) temos
(1,14i) € V. Uma vez que i(1,1 +i) = (i,—1 +i) e Re(i) = 0 # —1 = Re(—1 + 1), V ndo é
fechado para a multiplicacdo por um escalar, logo V' ndo é subespaco de C? sobre C.

2. Mostre que, considerando C? como espago vectorial sobre o corpo R, V é subespaco e determine
uma base de V.

Solugdo : O conjunto V & ndo vazio ((0,0) € V). E fechado para a adi¢do e para a multiplicagdo
((z1,22), (w1, w2) € V= Re(z1) = Re(22) e Re(w;) = Re(w2). Logo Re(z1 +wi) = Re(z2 + wa)
donde (z1, 22) + (w1, w2) € V. Adicionalmente, se o € R entdo Re(a(z1)) = aRe(z1) = aRe(z2) =
Re(azz), logo a(z1, 22) € V). Concluimos que V' & subespaco do espaco real C2. Tem-se

V ={(a+bi,a+ci)|abceR}=L{(1,1),(i,0),(0,i)}

e uma vez que «(1,1) + 3(i,0) +v(0,7) = 0 (com a, 3,7 € R) implica que « = 3 = v = 0, donde se
conclui que (1,1),(7,0), (0,7) sdo linearmente independentes, (1,1), (¢,0), (0,7) constituem uma base
de V.

3. Sejam wy, ws, w3 os vectores de uma base de V e considere a transformacdo linear 7: V — R3
definida por:
T(awy + Pwz + yws) = (a+ B, — B,2a +7)

Determine a matriz que representa T relativamente & base wi,ws, w3 de V e & base candnica de
R3 e diga, justificando, se T é ou nio sobrejectiva.

Solucdo :
1 1 0
A= M(T;(wi,w2,w3),bc)=1]1 =1 0
2 0 1

Temos det(A) = 1-det [1 1] = =2 # 0. Logo car(4) = 3, donde dimIm(7T") = 3 ou seja T' &
sobrejectiva.

4. Determine Ker(T)

Solugdo : Temos dim V' = 3 = dimKer(7T') + dim Im(7") = dim Ker(T") + 3, logo dim Ker(T') = 0
ou seja Ker(T') = (0).
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Departamento de Mateméatica da Universidade de Coimbra

Algebra Linear e Geometria Analitica II

2° teste

Nome do estudante:

17 de Dezembro de 2003

Cotacao : 0,4+0,3+0,440,4

Considere a seguinte matriz simétrica real:

~1/3 2/3 0
A=1 2/3 0 2/3
0 2/3 1/3

1. Calcule os valores proprios de A.
2. Mostre que A é diagonalizavel.

3. Determine uma base ortonormada de vectores proprios de A.

4. Determine uma matriz B € M3y3(R) tal que B3 = A.



Considere a seguinte matriz simétrica real:

-1/3 2/3 0
A= 2/3 0 2/3
0 2/3 1/3
1. Calcule os valores proprios de A.
—1/3-t2/3 0
Solugdo : Calculemos o polinémio caracteristico de A. P4(t) = det(A —tI) = det [ 2/3 -t 2/3 ]
0 2/31/3—t

=(—i—t)(—t)E —t)— 2=t —0)— 2L —t) =t(: —t2) + 8t =t — t>. Assim concluimos que os
3 3 g\™3 9\3 9 9 q
valores préprios de A, que sdo as raizes de P4(t), sdo 0, 1 e —1.

2. Mostre que A é diagonalizavel.

Z

Solugdo : A matriz A é diagonalizavel porque é uma matriz real simétrica. Outra solugdo (usando
apenas o resultado da alinea anterior) poderia ser: A é diagonalizavel se e s6 se existe uma base do
espaco das matrizes coluna M3, (R) constituida por vectores prépios de A. Da alinea (a) sabemos
que existem 3 valores préprios distintos e pelo menos 1 vector préprio para cada valor préprio. Uma
vez que vectores préprios associados a valores préprios diferentes sdo linearmente independentes existe
uma base de M3, (R) formada por vectores préprios. Outras solu¢des passariam pelo caculo directo
dos espacos préprios associados a 0, 1 e —1 e verificacdo directa da independéncia linear.

3. Determine uma base ortonormada de vectores proprios de A.

Solucdo : Uma vez que existem 3 valores préprios distintos e a matriz A tem dimens3o 3, cada espaco
préprio tem dimensio exactamente 1. Para calcular bases de cada espaco préprio basta exibir um
vector préprio associado a cada valor préprio. Temos

J}

-1/32/3 0 9 —4/32/3 0
(R3)0=N[ 2/3 0 2/3} :L{[ 1 ]}, (]R3)1 =N [ 2/3 -1 2/3 ] :L{[
0 2/31/3 0 2/3-2/3

2/32/3 0 9

R)H_, =N [2/3 1 2/3] :L{[a”.
0 2/34/3 1

Uma vez que vectores préprios associados a valores préprios distintos sdo ortogonais, para obter uma
base ortonormada basta dividir cada vector préprio acima pela sua norma. Assim uma base ortonormada

2/3 1/3 2/3
de vectores préprios de A é: ([ 1/3 ] , [2/3] , [2/3]).
-2/3 2/3 1/3

NN

4. Determine uma matriz B € M343(R) tal que B3 = A.

Solugdo : Seja (Q a matriz cujas colunas sdo a base determinada em (c). Sabemos que, por aquela

base ser ortonormada, a matriz () é ortogonal. Para além disso, uma vez que se trata de uma
. 00 0
base de vectores préprios de A, temos QTAQ = [8(1] OJ = D. Uma vez que D3 = D temos

(QTAQ)? = D? +—= QTA%Q = D <= A3 = QDQ" += A% = A. Assim podemos tomar B = A.
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