Departamento de Matemaética - Universidade de Coimbra

Algebra Linear e Geometria Analitica II

(Licenciatura em Matematica)

Exame, 17/01/2005

Importante: Responda apenas ao que se pede. Justifique as suas respostas. Seja conciso.

1. Seja K um corpo arbitrario e A € Msy(K) uma matriz arbitraria, mas fixa, sobre K. Considere o seguinte
subconjunto de Moo (K):
(a) Mostre que W é subespago de Msyxo(K).
(b) Mostre que dim W = 2 se A néo for triangular.

(c) Supondo que A = [} }], calcule uma base de W e indique a dimensédo deste subespago.

2. Seja V um espago real e {ej,es,e3} uma base de V. Considere a transformagao linear 7: V — V dada
por
T(e1) =e1, T(e1+ex)=ex e T(ex+ea+e3)=er+eo.
(a) Calcule uma base de Ker T
(b) Calcule uma base de Im 7.
(¢) Considere p: V x V — R dada por

p(ager + ages + azes, fre1 + foea + Bze3) = 201 81 + 3anfa + 4azfFs.

Mostre que ¢ é um produto interno em V.

(d) Calcule uma base do complemento ortogonal de Ker T relativamente ao produto interno referido na

alinea anterior.

2 0 0
3. Considere a seguinte matriz: A= | 1 2 —1
1 0

a) Calcule os valores préoprios de A.

(

(b

(c) Diga, justificando, se A é ou ndo uma matriz diagonalizéavel.
(d) Indique uma matriz S, invertivel, tal que S™'AS = [(8) (21) —31].

Determine os espacos proprios de A, indicando bases para eles.

)
)
)
)

4. Considere a figura geométrica de R? de equacdo f(z,y,2) = 1, onde
flz,y, z) =22y + 222 + 2y=.
(a) Identifique a matriz simétrica A € Mz 3(R) tal que f(z,y,2) = XTAX, onde X = [g]
(b) Determine uma mudanga ortogonal de coordenadas que diagonalize A.

(c) Identifique a figura geométrica em questdo.



1. Seja K um corpo arbitrario e A € Msyo(K) uma matriz arbitréaria, mas fixa, sobre K. Considere o seguinte
subconjunto de Mayxo(K):

(a) Mostre que W é subespago de Mayo(K).

Solucdo: Para mostrar que um sobconjunto € subespaco de um certo espaco vectorial é necessario
verificar trés axiomas: que esse subconjunto é ndo-vazio, que ele é fechado para a adicdo do espago
vectorial e que ele é fechado para a multiplicacdo escalar do espaco vectorial.

Que W é diferente do vazio. Como sempre, basta verificar que o zero de Myx2(K), que é a matriz

nula, pertence a W. Tal é verdade pois A0 = 0 = 0A. Mas no caso de W, verifica-se ainda que
AA = A% = AA e que Al = A = I A e portanto & partida temos A, 1,0 € W. Claro que pode suceder
que A = 0 ou que A = I e portanto, sem consideracoes adicionais, podemos apenas dizer que W tem
pelo menos dois elementos.

Que W & fechado para a adig@o. Sejam X,Y € W. Tal significa que AX = XA e que AY = Y A.
Temos, portanto, A(X+Y) = AX+ AY (distributiva do produto de matrizes), AX+AY = XA+Y A
(por hipotese) e XA+ Y A = (X +Y)A (novamente a distributiva). Assim, A(X +Y) = (X +Y)A,
ouseja, X +Y e W.

Que W é fechado para a multiplicagdo escalar. Seja X € W e a € K. Por hipotese, AX = X A, logo
a(XA) = a(AX), e aplicando a lei do salto, (aX)A = A(aX). Isto é, aX € W.

(b) Mostre que dim W = 2 se A néo for triangular.

Solugdo: Ja vimos que A, I € W. Se A ndo é triangular superior entdo A, I sdo linearmente indepen-
dentes, logo dim W > 2. Consideremos o subespago gerado pelas matrizes 2§ ] e [J}]. Trata-se de
um subespacgo de dimensao 2 que denotaremos por U.

Da férmula para a dimensao da soma de subespacos temos
4>dim(W +U) =dimW 4 2 —dim(W N U)

Calculemos explicitamente a interseccio W NU. A matriz A ¢ da forma [ 5] onde a,b,¢,d € K. Se
X e WnNU entao X = [8‘ g] para certos o, 0 € K, pois X € U, e, como X € W, temos também

XA = AX, ou seja [erfeabifd] — | aafa) {ymy ves que A nio é triangular, e logo ¢ # 0, conclui-
0 0 ac Be g g

se que o« = =0, donde dim(W NU) = 0. E assim, da desigualdade acima resulta que dim W < 2.

Como ja mostramos que dim W > 2 temos portanto, dim W = 2.

(c) Supondo que A = [} }], calcule uma base de W e indique a dimenséo deste subespaco.
w={x=[27] e e [25]31=011]57]} =
- {([54) <ot [358] - [ 25} - {3

={[7 5] € Maxa(K) | 8,0 €K} = {B[§ 3]+ 0[5 0] [ 8,0 €K} =2 {[84]. [ 1]}

Solucdo: Temos

Uma vez que nenhuma das matrizes do conjunto de geradores é miiltipla da outra este conjunto é
uma base de W. Desta forma, dim W = 2.

14 de Fevereiro de 2005 www.mat.uc.pt/~neves



2. Seja V um espaco real e {ej,e2,e3} uma base de V. Considere a transformacao linear 7: V — V dada
por
T(el) =eq, T(€1—|—€2) —=ey € T(€1+€2+€3) =e1 + es.

(a) Calcule uma base de KerT'.
Solu¢do: Da definicao, temos KerT = {v € V | T'(v) = 0}. Uma vez que {e1,e1 + e2,€1 + €2 + €3}
constitui outra base de V (sabé-mo-lo das aulas praticas) temos:
KerT = {ae; + B(e1 +e2) +v(e1 +ea +e3) € V | T(aer + (er +e2) +v(e1 + e2 +e3)) =0} =
= {ae1 + Bler +e2) +y(er +eate3) €V | aT(er) + BT (e1 + e2) + 7T (e1 + ez +e3) =0} =
={aer + B(e1 +e2) +y(e1 +e2tez) €V [aer + Bea +y(e1 +e2) =0} =
= {ae1 + Bler +e2) +v(er +e2+e3) €V [ (a+7)er + (B+7)e2 =0 =
Z {aey +fler +e) +y(e1 +ea+e3) €V ]a=—eff=—}=
={—ve1 —v(e1 +e2) +v(er +ea+e3) eV [y ER} =
={-—e1+re3 €V [veR}=L{e3 —e1}

Onde na igualdade (x) usdmos a independéncia linear de {e1,e2,e3}.

(b) Calcule uma base de Im T
Solugdo: Sabemos que as imagens dos elementos de uma base de V constituem um conjunto de
geradores de Im 7. Uma vez que {e1,e; + e2,e1 + e2 + e3} é uma base de V' temos
ImT = Z{e1,ea,e1 +ex} = L {ey,ea}.

Assim, {e1, ez} é uma base de Im 7.

(c) Considere ¢: V x V — R dada por
p(arer + azez + ases, fre1 + Frea + Bze3) = 20181 + 3o f2 + dasfs.
Mostre que ¢ € um produto interno em V.

Solugdo: Sejam y = (Bre1 + Poea + O3e3, 1 = areq + ases + aize3 € To = Y161 + Y2e2 + y3e3 vectores

de V. H4 que verficar quatro propriedades.
e(x1,y) = oy, z1)

o(x1,y) = 20181 + 3P + dazfs = 26101 + 3P0 + 45303 = (Y, x1).

o1 +z2,y) = p(r1,y) + 0(2,7)

o1 +x2,y) = 2(01 +71)61 + 3(az + 72) B2 + 4(a3 +74) 03 =
= (20101 + 3202 +4a3f3) + (27161 + 37202 + 4y303) = p(x1,y) + ©(x2,y).
o(pr1,y) = po(r1,y), com p € R

o(px1,y) = 2po0 B + 3panfs + dpaz s = (200 51 + 3az P2 + 4azfB3) = pp(xr,y).

e(y,y) >20ep(y,y) =0+=y=0
Uma vez que p(y,y) = 237 + 3035 + 43 temos ¢(y,y) > 0. Para além disto ¢(y,y) = 0 se e s6 se

B =02=033=0,ie.,seeso6sey=0.
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(d) Calcule uma base do complemento ortogonal de Ker T relativamente ao produto interno referido na

alinea anterior.

Solugdo: Por definicio (KerT)t = {v €V | p(v,u) =0, Yu € KerT}. Como KerT = {e3 — e1},
temos:
(KerT)* ={v €V | p(v,e3 —e1) =0} = {v=ae; + Bea +ve3 € V | p(v,e3 —e1) =0} =
= {ae; + feg +ves € V | p(aer + Bea + ves, —e1 +0-ex +e3) =0} =
={ae; + fPea+ve3 €V | 2a+ 4y =0} =

={2ve; + Pea +ves € V | B,y e R} = L {21 + e3,ea}.

E facil verificar que 2e1 + e3 e es sdo linearmente independentes. Portanto, {2e; + e3, ez} é uma base

de (Ker T')*
2 0
3. Considere a seguinte matriz: A= | 1 2 -1
0

(a) Calcule os valores proprios de A.

Solugdo: Sabemos que os valores proprios sao os zeros do polinémio det(A — AI'). Temos

2-Xx 0 0
det(A—)\I):det[ L2 _ﬂ == (2-N)(2-N)(=AN)+(2-)) = 2-A) (A2 =2)\+1) = (2= V) (A1)

Portanto, os valores proprios de A sdo o 2 com multiplicidade algébrica 1, e o 1 com multiplicidade

algébrica 2.

(b) Determine os espagos proprios de A, indicando bases para eles.

Solugdo: Por definigdo, o espago proprio associado a um valor préprio A é dado por N(A— ). Assim,

(c) Diga, justificando, se A é ou ndo uma matriz diagonalizével.

Solucdo: Uma matriz A de tipo n x n é diagonalizével se e s6 se
n=dim E(\) + - + dim E(\g),

onde Aq,..., A\ sdo os valores proprios de A. (Aqui k < n, i.e. ndo é necessario que k = n. Dizer
que A é diagonalizavel se e s6 se tiver n valores proprios é um erro comum!) Para a matriz A deste

problema, verifica-se que dim F(2) + dim E(1) = 2 < 3, logo A ndo é diagonalizavel.

(d) Indique uma matriz S, invertivel, tal que S~1AS = [0 (21) —31]

Solucgdo: Para resolver este exercicio basta seguir o primeiro passo da demonstragdo do teorema que
diz que todas as matrizes simétricas sdo diagonalizaveis. (Claro que o teorema aqui ndo se aplica
pois A ndo é simétrica.) Consideramos em primeiro lugar um vector proprio associado a 2. Tomamos

1 R ~ . .
[(1]} A ideia da demonstracdo é estender este vector a uma base de R3. Para além disso, no caso
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presente, é preciso que a matriz S, cujas colunas sdo os elementos dessa base (fixando a ordem em
que sdo dados), seja tal que a operagdo A — S~1AS preserve a submatriz 2 x 2 do canto inferior
direito de A. Uma forma de satisfazer esta condicdo é colocar na matriz S a matriz Ioyo no canto

. . .. . ) , ~ 1 .y
inferior direito. Neste caso isto é compativel com a extensao de {(1)] a uma base de R3, ja que este
~ 0 0 . .
vector nao pertence ao espaco gerado por [(1]] e [(1]] Finalmente, e de acordo com o que foi dito,
. . . 100 . _ 100 L .
consideremos a seguinte matriz, S = [(1) (1) (1)}, com inversa S~! = { 0 (1] (1)], cujo calculo deixamos ao

cuidado do leitor. Verifiquemos que S é solucéo do problema:

B 100 20077100 10077200 20 0
S 1AS:[0 10}([12—1} [010}):[0 10} [02—1]:[02—1].
2101 21 0] Llio1 ~101] L2710 01 0

4. Considere a figura geométrica de R? de equacdo f(z,y,2) = 1, onde
flx,y, z) = 2zy + 222 + 2yz=.
(a) Identifique a matriz simétrica A € Mz 3(R) tal que f(z,y,2) = XTAX, onde X = [g]

~ ) . (o011
Solucdo: A é a matriz [%(1)(1]}

(b) Determine uma mudanga ortogonal de coordenadas que diagonalize A.
Solugdo: O processo de achar uma mudanga ortogonal de coordenadas que diagonalize a matriz A é
composto por 3 passos. Em primeiro lugar determinam-se os valores proprios de A (que podem ser
em numero inferior a 3); de seguida calculam-se bases para cada espago proprio e finalmente, para
cada espaco proprio, determina-se uma sua base ortonormada. O objectivo é encontrar uma base
ortonormada de vectores proprios do espaco das matrizes-coluna R3.

Calculemos os valores proprios da matriz A. Temos

det(A — AT) = det [f _} i ] =24 = A D) (A2 A +2) = A+ DL+ A)(2— N,

logo, os valores proprios de A sdo —1 e 2. De seguida determinamos bases dos espagos proprios.

s= ({54 ={[l)} « sov=n[]-2{[7].[{)}

Finalmente determinamos bases ortonormadas para cada um destes espacos proprios. No primeiro

o 1
caso basta dividir pela norma do vector [ﬂ . Temos portanto,

V3/3
E(2) :J{ [\/??/3] } .
V3/3

Ja no caso de E(—1), uma vez que este espaco tem dimensdo superior a 1 é necessario usar o método
. ~ . . - -1 . .

de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Seja v; = [ 0 ] e vy = { ! ] O método permite determinar

uma base ortogonal {uj,us} a partir de {v1,v2} da seguinte forma: em primeiro lugar faz-se u; = vy,

de seguida define-se:

-2 (]2 1] =[]

0 —~1/2

Uma vez obtida uma base ortogonal para obter uma base ortonormada, basta dividir cada vector

desta base pela sua norma. Obtemos
—V2/2 —6/6
E-1)=% [ 0/}, V6/3
V2/2 —V6/6
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Finalmente a matriz ortogonal, que representa a mudanca ortogonal de coordenadas é dada por:

V3/3 —\/2/2 —/6/6
Q=1|v33 0o 63
V3/3 —\/2/2 —/6/6

(c) Identifique a figura geométrica em questdo.

Solucdo: De acordo com o resultado da alinea anterior, sabemos que, sendo X’ = [ﬂ e X =QX/,
Z,
XTAX — (QXI)TA(QXI) _ XIT (QTAQ) X/ _ 2(33/)2 _ (y/)Z . (Z/)Q

Assim, f(z,y,2) = 1 < 2(2')? — (v')? — (¢')* = 1. Conclui-se que a figura geométrica dada por
f(x,y,2z) =1 é um hiperboléide de duas folhas.

FIM
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Departamento de Matemaética - Universidade de Coimbra

Algebra Linear e Geometria Analitica II

(Licenciatura em Matematica)

Exame de recurso, 11/02/2005

Importante: Responda apenas ao que se pede. Justifique as suas respostas. Seja conciso.

1. Seja V um espaco de dimensao finita sobre um corpo K e F' um subespaco de V. Considere o seguinte
subconjunto de V' x V:
W={(v,w) eVxV]v—weF}.
(a) Mostre que W é subespago de V' x V.
(b) Mostre que dimW = dimV + dim F.
(c) Suponha que K =R, V =R3e F = #{(1,1,1)}. Calcule uma base de W e indique a dimenséo

deste subespaco.

2. Considere a transformacdo linear 7: R?* — R? dada por T'(z,y,2) = (v + 2,y — 2,y + 2).

(a) Calcule uma base de KerT.
(b) Diga, justificando, se T é ou nao sobrejectiva.

(c) Escreva a matriz que representa a transformacdo T relativamente & base do dominio
{(1,1,1),(0,1,0), (1,0,—1)} e a base do contradominio {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}.
(d) Determine um subespaco W de R? tal que R® = W @ Ker T.

3. Considere a seguinte matriz: A =

= = O O

0
0
2
1

W NN
oS w o O

a) Calcule os valores préoprios de A.

(
(b
(c
(d) Considere ¢: R* x R* — R definida por o((x1, 22,23, 24), (Y1,%2,¥3,v4)) = X T (ATA) Y onde

Determine os espacos proprios de A, indicando bases para eles.
Indique uma matriz S, invertivel, tal que S~'AS seja diagonal.

)
)
)
)

xr1 Y1
X = [ﬁ] eY = [%] . Diga, justificando, se ¢ & ou ndo um produto interno em R*.

T4 Ya

4. Considere a figura geométrica de R? de equacdo f(z,y) = 0, onde
fla,y) =32% + 4oy —x +y.
(a) Identifique a matriz simétrica A € Max2(R) e a matriz-linha B € Mjy2(R) tais que
f(z,y) = XTAX + BX, onde X = [j].

(b) Determine uma mudanga ortogonal de coordenadas que diagonalize A. Escreva a equacdo f(x,y) =0

nas novas variaveis x’,y’.

(¢) Complete os quadrados em f(z',3') = 0 e identifique a figura geométrica em questao.



1. Seja V um espaco de dimensdo finita sobre um corpo K e F' um subespaco de V. Considere o seguinte
subconjunto de V x V:
W={(v,w) eVxV]v—weF}.

(a) Mostre que W é subespago de V' x V.

Solug¢do: O conjunto W contém o vector (0,0) ja que 0 — 0 = 0 € F (uma vez que F' é subespaco).
Conclui-se que W # ().

Que W é fechado para a adigdo: Sejam (v1,v2) e (wy,w2) dois vectores de V' x V pertencentes a W,

i.e., tais que v; — vy e wy —wo pertencem a F'. Uma vez que F' é subespaco de V' e, como tal, é fechado
para a adigdo, tem-se que (v] —v2)+ (w1 —wsy) € F. Usando as propriedades associativa e comutativa
da adi¢@o obtemos (v; —va) + (w1 —wsa) = (v1 +wy) — (va +w2) € F, ou seja, (v +wi,ve +we) € W.
Conclui-se assim que W é fechado para a adigdo.

Que W é fechado para a multiplicagdo escalar: Seja (vi,v2) € W e a € K. Em primeiro lugar, temos

a(vy,v9) = (awy, ave). Este vector pertence a W se e s6 se av; — awq pertencer a F. Por um lado,
usando a distributividade da multiplicacdo escalar, av; — ave = a(v; — v2); por outro lado, como F
é subespago, e logo, fechado para a multiplicacdo escalar, da hipotese de que vy — vy € F deduz-se
que a(v; —vy) € F. Em suma, deduzimos que «a(v1,v2) € W, para qualquer (v1,v3) € We a € K.

Por outras palavras, W é fechado para a multiplicacao escalar.

(b) Mostre que dimW = dimV + dim F.
Solugdo: Seja {e1,...,e,} uma base de V' e {uq,...,ux} uma base de F'. Consideremos os n vectores
de V x V dados por (e, e1),...,(en,e,) e 0os k vectores de V' x V dados por (u1,0),..., (ug,0). Em
primeiro lugar, mostremos que estes n + k vectores geram W. Temos
W={(v,w) eVxV]v—weF}=
={(v,w) eV xV |Ju € F tal que v —w = u} =
={(v,w) eV xV |Ju€F tal quev=u+w} =
={(utw,w)eVxV]jiueFeweV}={(u0)+ (ww) eVxV]uecFeweV}=

:{(OélUl+"'+Olku1<;,0)+(5161+"'+ﬁn€n,ﬂ1€1+"~+ﬁn€n) EVXV’Oll,---,ak,ﬂl,---,/Bn GK}:

=2 {(u1,0)...,(ux,0),(e1,€2),...,(€n,€n)}.

Finalmente, verifiquemos que estes n + k vectores sdo linearmente independentes. Para tal, vamos
empregrar o critério de independéncia linear. Sejam «ay,...,ar e f1,..., 03, escalares quaisquer.
Suponhamos que

a1 (u1,0) + -+ ag(ug, 0) + Bi(er,er) + -+ Bulen, en).

Entao (Zf agui + 37 Biej, D% Biej) = 0, ou seja, Zf agui + 377 Bie; = 0 e 37 Bje; = 0. Da
independéncia linear dos vectores e1, ..., e, e da segunda igualdade, deduz-se que g1 = --- = 3, = 0.
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. . . k . A . .
Desta forma, a primeira igualdade reduz-se a ) ; a;u; = 0. Usando agora a independéncia linear dos

vectores uq, ..., u; deduz-se que a; = -+ = a = 0. Em conclusao

a=-=a,=0>p= =0 =0,
i.e., cumpre-se o critério de independéncia linear. Assim, podemos afirmar que (u1,0),..., (ug,0),
(e1,€1),...,(én,en) sdo linearmente independentes. Logo {(u1,0),..., (ug,0), (e1,€1),...,(en,en)} €

uma base de W, donde dimW =n+ k =dimV + dim F.

(c) Suponha que K =R, V =R3e F = #{(1,1,1)}. Calcule uma base de W e indique a dimensio

deste subespaco.

Solucdo: Da forma como resolvemos a alinea anterior, ndo é necessério repetir os calculos. O conjunto

{((1,1,1),(0,0,0)),((1,0,0), (1,0,0)), ((0,1,0), (0,1,0)), ((0,0, 1), (0,0,1)) }

¢ uma base de W e, consequentemente, dim W = 4.

[Note que esta alinea se podia resolver independentemente da se ter resolvido a alinea anterior, para

tal, bastava realizar os calculos feitos naquela alinea substituindo V' e F' por valores concretos. |

2. Considere a transformacdo linear 7: R?® — R? dada por T'(z,y,2) = (z + 2,y — z,y + 2).

(a) Calcule uma base de KerT.

Solugdo: Da defini¢do do nicleo de uma transformacao linear, temos:

KerT = {(z,y,2) € R* | T(z,y,2) = (0,0,0)} = {(z,y,2) € R® | (x4 2,y —x,y + 2) = (0,0,0)} =

x+z =0 z+z =0 _
—{wwaer (b Sepaer JEZN ] = {@ua ew (1228} -

={(z,y,2) R} o =—zey=—2} ={(-2,—2,2) R} | 2e R} = Z{(-1,-1,1)}

Logo {(—1,—1,1)} & base de KerT.

(b) Diga, justificando, se T é ou nao sobrejectiva.

Solugdo: Da formula dimR? = dim Ker T + dim Im T conclui-se que dimIm7 = 3 — 1 = 2, uma vez
que, da alinea anterior, resulta que dimKerT = 1. Este calculo permite concluir que Im 7" # R3,

caso contrario, dimIm7 = dimR? = 3. E se Im 7T # R? entdo, pela definicdo, 7 nio é sobrejectiva.

(c) Escreva a matriz que representa a transformacao 7' relativamente & base do dominio
{(1,1,1),(0,1,0), (1,0,—1)} e a base do contradominio {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}.
Solugdo: O calculo da representacdo matricial de uma transformagao linear relativamente a uma dada
base do dominio e a uma dada base do contradominio envolve repetir o seguinte processo para cada
vector da base do dominio dada:
i. Calcular a imagem desse vector pela transformc¢ao.
ii. Calcular o vector-coluna de coordenadas dessa imagem na base do contradominio.

iii. Escrever na ordem em que esse vector da base do dominio é dado, o vector-coluna obtido no

passo anterior na matriz da representacdo matricial.
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Desta forma, temos: 7'(1,1,1) = (2,0,2), cujo vector-coluna de coordenadas na base do con-

tradominio indicada se obtém resolvendo o sistema que resulta de:
(2,0,2) = «(0,0,1) + 5(0,1,0) + v(1,0,0).

. 2 . .
Neste caso a solucdo € simplesmente: [8} De seguida, temos 7'(0,1,0) = (0,1,1), cujo vector-
coluna de coordenadas na base do contradominio indicada (que se obtém pelo processo ja descrito)

é Lﬂ Finalmente vem 7'(1,0,—1) = (0,—1,—1), cujo vector-coluna de coordenadas na base do
~1
contradominio indicada é [—01}.

-1
De acordo com este célculo, deduzimos que a matriz pedida é: | 0 1 -1
0

(d) Determine um subespaco W de R? tal que R® = W @ Ker T..

Solugdo: Nao existe uma tnica solugdo para este problema. No entanto, o ortogonal de Ker T & uma

das solugbes para este problema mais ficeis de calcular. Temos

(Ker T)+ = {(2,9,2) € R* | ((z,9,2), (-1, -1, 1)) } =
={(z,9,2) R} |~z —y+2=0} =
= {(z,9,2) €ER® |z = —y+ 2} =
={(~y+2y,2) ER?|y,z e R} =
={y(-1,1,0) + 2(1,0,1) e R* | y,z e R} =

=2{(-1,1,0),(1,0,1)} .

E assim W = (Ker T)* = .2 {(-1,1,0),(1,0,1)}.

Outra maneira de resolver este problema usa as técnicas estudadas para estender um conjunto linear-
mente independente de vectores a uma base. Em primeiro lugar, o conjunto R?\ Ker T’ ¢ o conjunto
de todos os vectores que nao sdo multiplos de (—1,—1,1). [Note que este conjunto nao é espago
vectoriall] Como o vector (1,0,0) pertence a R3 \ Ker T, ele pode ser o novo elemento do conjunto

candidato a base. Os vectores que nao pertencem a
KerT @ Z{(1,0,0)} = £{(-1,—-1,1),(1,0,0)}

tem tltima coordenada simétrica da segunda. Assim, deduz-se que (0,1,0) ndo pertence a esta
soma directa e logo (0,1,0) pode ser adicionado a {(—1,—1,1),(1,0,0)} de modo a que o conjunto
resultante seja formado por vectores linearmente independentes. Uma vez que R? tem dimenséo 3,

esse conjunto, trata-se igualmente de uma base de R3. Desta forma temos:
=2 {(_17 -1, 1)7 (17 0, 0)7 (Ov 1, 0)} =2 {(_17 -1, 1>} ®©Z {(17 0, 0)? (07 1, 0)}

(onde a soma directa é consequéncia da independéncia linear dos vectores da base). Conclui-se que

Z{(1,0,0),(0,1,0)} é outra solugao para o problema.
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3. Considere a seguinte matriz: A =

W NN =
= = O O
_ NN O O
S W O O

(a) Calcule os valores proprios de A.

Solugdo: Os valores proprios de uma matriz A calculam-se achando os zeros do polinémio det(A—AI).

Neste caso,
1I-x 0 0 0

det(A — AT) = det [ AU ] = (1= N)(EN(2 = N(A) = 3) = (L= NN A - DA+ 1),
3 1 1 =X

Os valores proprios de A sdo 1, —1, 0 e 3.

(b) Determine os espagos proprios de A, indicando bases para eles.

Solugdo: Se A for um valor proprio de A, o espago proprio associado a A\, denotado F/(\), determina-se
calculando N(A — AI). Neste caso,

O espago-nulo de uma matriz é o conjunto-solucao do sistema homogéneo a ela associado. Vamos

reduzir aquela matriz. Temos
00007 —T2-10
[2—10 0] [2 11
2113 311
311-1 000

Assim, E(l):{[wyzw]T|—%z—1749w:O, 2y—|—z+3w:062x—y=0}:

07— r2-1 0 0
3 02 1 3
-1 00 —1/4—-19/4 |
0 00 0 0

={lzryzw)’ |z2=-19w, 2y=16we 2z =y} =

={lzyzw]’ |z2=-19w, y=8wez =4w} =

= {[4w 8w — 19w w]” |w e R} =

(4]}

Os restantes espagos proprios calculam-se analogamente. Temos:

s -{[1]}. s {[3]). mo-<{(f}

De facto, com a excepc¢ao do primeiro espaco calculado, os espacos proprios calculam-se facilmente
por inspeccao da matriz A — AI. Na situacao presente, em que ha 4 valores proprios distintos e a
matriz é 4 x 4, sabemos que cada espago proprio tem dimensao 1 (justifique!) e, como tal, para achar
uma base basta determinar um vector ndo nulo em N(A — A\I), o que quer dizer, se o leitor preferir,
determinar uma solugdo nao nula do sistema homogéneo associado a A — A\I. Esta é também uma
das situacGes em que, baseando-nos apenas no resultado do célculo dos valores proprios, &€ possivel
afirmar que A é diagonalizavel. (Nunca é demais alertar para o erro comum que é dizer que esta é
a tnica situagdo em que uma matriz é diagonalizével!) Mantendo esta justificacdo tedrica em pano
de fundo, vejamos, por exemplo, como se faz “de cabega” o calculo de E(—1). Estou a procura de

T

um vector-coluna, digamos [x * = ], ndo nulo, que é solugdo do sistema homogéneo associado a
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0
1
1
1

—Wwoo

|

uma correspondendo a uma linha da matriz do sistema — é um facto desconcertante, que uma vez

0
%] . Por outras palavras, estou & procura de [x x % %] que satisfaca as quatro equagoes. (Cada

WNNN

assimilada a técnica de resolucao de sistemas lineares usando a reducao da matriz do sistema, o aluno
seja incapaz de interpretar uma linha da matriz como uma equagao linear!) Uma forma de satisfazer a
primeira equagao é fazendo [0 x x x]. Desta feita, uma forma de satisfazer a segunda equagao é fazendo
[0 0 x%|]. Devo agora tentar satisfazer a terceira equacdo. Basta concretizar as derradeiras *'s com
quaisquer valores que sejam solugdes. Por exemplo [0 0 — 1 1]. Porque é que isto também é solugao
para a quarta equagdo? Bom, de facto verifica-se que assim é. Por outro lado se o principio desde
calculo mental foi facilitado pelo facto da matriz ser triangular (naquelas duas primeiras linhas) tal
também implica que as trés primeiras linhas sdo linearmente independentes, ou seja, correspondem a
equagoes lineares que impdem, genuinamente, 3 condigdes (lineares) no espago das variaveis; contudo,
como temos por certo que aquela matriz tem caracteristica < 3 (porqué?), a quarta linha tera de
ser combinacdo linear das trés primeiras, o que em termos de equagoes lineares significa “nenhuma
condicao adicional no espago das varidveis,” i.e., qualquer solucao das trés primeiras equagoes seré-o

também da quarta.

(c) Indique uma matriz S, invertivel, tal que S~!AS seja diagonal.

Solucdo: Basta agrupar os elementos das bases dos espagos proprios nas colunas de uma matriz:

4 0 00
8§ 0 -3 0
-19 1 3 3
1 -1 -1 1

(d) Considere ¢: R* x R* — R definida por o((x1, 22,23, 24), (Y1,%2,¥3,v4)) = X T (ATA) Y onde
1 Y1
X = [ﬁ] eY = [%ﬁ] . Diga, justificando, se ¢ é ou ndo um produto interno em R*.
T4 Ya
Solu¢do: Designemos (x1,x2, 3, z4) por X e (y1,Y2,Y3,Y4) por y. Temos

o(x,y) = XT(ATA)Y il (XTATAY)T =YT(ATA)X = p(y,x),

onde em (t) se usa o facto que qualquer matriz 1 x 1 é igual & sua transposta. Conclui-se que se
verifica o primeiro axioma de produto interno. Analogamente, mantendo uma convengdo semelhante

para a notagao, temos:
p(x+2,y) == (X + 2)T(ATA)Y = XT(ATA)Y + ZT(ATA)Y = p(x,y) + ¢(z,y)

e também,
plax,y) = (aX)T(ATA)Y = aXT(ATA)Y = ap(x.y).

para quaisquer x,z,y € R* e a € R. Contudo o quarto e tltimo axioma ndo se verifica. Uma das
obstrucdes esta no facto que A tem N(A) # {0}. Ou seja, existe x € R* ndo nulo tal que AX = 0.

Resulta pois que
o(x,x) = XT(ATA)X = XTAT(AX) = XTAT0 =0,

o que contradiz o quarto axioma de produto interno.
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4. Considere a figura geométrica de R? de equacdo f(z,y) = 0, onde

(a)

fla,y) =32% + 4oy —x +y.

Identifique a matriz simétrica A € May2(R) e a matriz-linha B € M;.2(R) tais que
f(z,y) = XTAX + BX, onde X = [}].

Solugdo: A=[32]eB=[-11].

Determine uma mudanga ortogonal de coordenadas que diagonalize A. Escreva a equagao f(z,y) =0

nas novas variaveis x’,y/’.

Solucdo: Neste caso, uma vez que A é 2 x 2, apenas ha-que determinar as bases dos espacos proprios

de A e normalizar os vectores encontrados. Em primeiro lugar, calculam-se os valores préoprios de A:
det(A—AI) =det [*7* 2] =B -N)(-A) —4=M-31—4=(A+1)(A—4).

Conclui-se assim que os valores proprios sdo —1 e 4. De seguida, calculam-se os espagos proprios

associados a cada um destes valores proprios. Temos
E(-1)=N[331=2{[%]} e E@=N[732]=2{13]}

Aqui, voltamos a fazer o calculo mental dos espacos proprios, tendo em mente a justificacao teorica
explicada no problema 3b). Finalmente normalizamos cada um dos vectores calculados. Uma vez que
ambos tém norma /5, trata-se de multiplicar ambos os vectores por v/5/5. A matriz da mudanca

ortogonal de coordenadas é dada por: ) = [7\2/\?’/;;5 2\/\/5“?’//55} . Escrevamos agora a equagdo f(z,y) =0

., . !
nas novas variaveis. Fazendo X' = [5’ ], temos:

XTAX + BX = (QX)TAQX') + B(QX') = X7 (QTAQ) X' + (BQ) X' =

ot
~

= (") +4(y)? - 3La — Ly

Complete os quadrados em f(z’,3') = 0 e identifique a figura geométrica em questio.
p q

Solucdo: Temos:

Conclui-se que a figura geométrica em questdo é uma hipérbole.

FIM
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