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ϕ(α1e1 + α2e2 + α3e3, β1e1 + β2e2 + β3e3) = 2α1β1 + 3α2β2 + 4α3β3.
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f(x, y, z) = 2xy + 2xz + 2yz.
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A, I, 0 ∈W w4)!�U������u�V'�>�I�����>&�V'�T�T�����
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A = 0
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A = I
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AX = XA
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AY = Y A
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A(X+Y ) = AX+AY
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AX+AY = XA+Y AQ �I�(�!¬��$�I�(	��T&��`X!�
XA+ Y A = (X + Y )A
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A(X + Y ) = (X + Y )A
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���*V��$	
�$���$�����(���(���T&������U����w |~����� X ∈W �
α ∈ K w ¦ �(�>¬��$�7�(	��T&��\[ AX = XA
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α(XA) = α(AX)

[��������$�������'���������������t&����$	���[
(αX)A = A(αX)
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[2 1 0
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4 ≥ dim(W + U) = dimW + 2− dim(W ∩ U)
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W ∩U w=µ¶����	
�
�$� A � �'���S�(�
��� [ a bc d
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a, b, c, d ∈ K w=|~�

X ∈ W ∩ U ����	��(�
X =

[
α β
0 0

] �������;�T���
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α, β ∈ K [7�I�(��& X ∈ U [·�\[·�T�(�
� X ∈ W [I	����
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XA = AX
[��(V�&������ [ αa+βc αb+βd

0 0

]
=
[
αa βa
αc βc

] w4 "���v#%����u�V'�
A
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�U�����\V��U����[��E���(�%� c 6= 0
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α = β = 0
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dim(W ∩ U) = 0
w!Y¸�(&�&��$��['�'�t���T&
�$�\V������'�(�����(���$���t���T&
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dimW ≤ 2
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W =

{
X =

[
α β
γ δ

]
∈M2×2(K) |

[
α β
γ δ

]
[ 1 1

0 1 ] = [ 1 1
0 1 ]

[
α β
γ δ

]}
=

=
{[

α β
γ δ

]
∈M2×2(K) |

[
α α+β
γ γ+δ

]
=
[
α+γ β+δ
γ δ

]}
=
{[

α β
γ δ

]
∈M2×2(K) | γ = 0

�
α = −δ

}
=

=
{[−δ β

0 δ

]
∈M2×2(K) | β, δ ∈ K

}
=
{
β [ 0 1

0 0 ] + δ
[−1 0

0 1

]
| β, δ ∈ K

}
= L

{
[ 0 1

0 0 ] ,
[−1 0

0 1

]}
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T : V −→ V
�'�(�'�

�I�(�
T (e1) = e1, T (e1 + e2) = e2

�
T (e1 + e2 + e3) = e1 + e2.

Q �%X�)s������V����vV�����,��(&��v���
KerT

w
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KerT = {v ∈ V | T (v) = 0} w
 "����#%����u�V'� {e1, e1 + e2, e1 + e2 + e3}�T�(�'&
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���t,��(&��v���
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KerT = {αe1 + β(e1 + e2) + γ(e1 + e2 + e3) ∈ V | T (αe1 + β(e1 + e2) + γ(e1 + e2 + e3)) = 0} =

= {αe1 + β(e1 + e2) + γ(e1 + e2 + e3) ∈ V | αT (e1) + βT (e1 + e2) + γT (e1 + e2 + e3) = 0} =

= {αe1 + β(e1 + e2) + γ(e1 + e2 + e3) ∈ V | αe1 + βe2 + γ(e1 + e2) = 0} =

= {αe1 + β(e1 + e2) + γ(e1 + e2 + e3) ∈ V | (α + γ)e1 + (β + γ)e2 = 0} =

?
= {αe1 + β(e1 + e2) + γ(e1 + e2 + e3) ∈ V | α = −γ � β = −γ} =

= {−γe1 − γ(e1 + e2) + γ(e1 + e2 + e3) ∈ V | γ ∈ R} =

= {−γe1 + γe3 ∈ V | γ ∈ R} = L {e3 − e1}
Ô �'���v�����$�\V������'�(���
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�\&"���$�'�����I���'��«��'���U�t�$�$�'�����E��� {e1, e2, e3}
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Q ,MX�)s������V����vV�����,��(&��v���

ImT
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ImT

w= "����#%����u�V'� {e1, e1 + e2, e1 + e2 + e3} � V�����,��(&��v��� V 	����
�\&

ImT = L {e1, e2, e1 + e2} = L {e1, e2} .
µ�&�&
�$��[ {e1, e2} � V�����,��(&��v��� ImT
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ϕ : V × V −→ R
�'�(�'���I�(�

ϕ(α1e1 + α2e2 + α3e3, β1e1 + β2e2 + β3e3) = 2α1β1 + 3α2β2 + 4α3β3.
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y = β1e1 + β2e2 + β3e3

[
x1 = α1e1 + α2e2 + α3e3

�
x2 = γ1e1 + γ2e2 + γ3e3
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V
w=Ø���u�V'��#%���Ly������"u�V���	
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���T�'�(���T&�w

ϕ(x1, y) = ϕ(y, x1)

ϕ(x1, y) = 2α1β1 + 3α2β2 + 4α3β3 = 2β1α1 + 3β2α2 + 4β3α3 = ϕ(y, x1).

ϕ(x1 + x2, y) = ϕ(x1, y) + ϕ(x2, y)

ϕ(x1 + x2, y) = 2(α1 + γ1)β1 + 3(α2 + γ2)β2 + 4(α3 + γ4)β3 =

= (2α1β1 + 3α2β2 + 4α3β3) + (2γ1β1 + 3γ2β2 + 4γ3β3) = ϕ(x1, y) + ϕ(x2, y).

ϕ(µx1, y) = µϕ(x1, y)
[��T�(�

µ ∈ R

ϕ(µx1, y) = 2µα1β1 + 3µα2β2 + 4µα3β3 = µ(2α1β1 + 3α2β2 + 4α3β3) = µϕ(x1, y).

ϕ(y, y) ≥ 0
�
ϕ(y, y) = 0⇐⇒ y = 0

 "����#%���tu�V'�
ϕ(y, y) = 2β2

1 + 3β2
2 + 4β2

3
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ϕ(y, y) ≥ 0

w ¦ ��������� � �9�c��&
	��
ϕ(y, y) = 0
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β1 = β2 = β3 = 0

[���wË�\w$['&����{&��t&��
y = 0

w
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(KerT )⊥ = {v ∈ V | ϕ(v, u) = 0, ∀u ∈ KerT} w¸)+�(�
� KerT = {e3 − e1}
[
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�\& �

(KerT )⊥ = {v ∈ V | ϕ(v, e3 − e1) = 0} = {v = αe1 + βe2 + γe3 ∈ V | ϕ(v, e3 − e1) = 0} =

= {αe1 + βe2 + γe3 ∈ V | ϕ(αe1 + βe2 + γe3,−e1 + 0 · e2 + e3) = 0} =

= {αe1 + βe2 + γe3 ∈ V | −2α+ 4γ = 0} =

= {2γe1 + βe2 + γe3 ∈ V | β, γ ∈ R} = L {2e1 + e3, e2} .
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2 0 0
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det(A− λI)
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det(A−λI) = det

[
2−λ 0 0

1 2−λ −1
2 1 −λ

]
== (2−λ)(2−λ)(−λ)+(2−λ) = (2−λ)(λ2−2λ+1) = (2−λ)(λ−1)2.
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E(2) = N
[

0 0 0
1 0 −1
2 1 −2

]
= L
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1
0
1
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E(1) = N
[

1 0 0
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1 0 0
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y
z
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y = z

}
= L

{[
0
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n = dimE(λ1) + · · ·+ dimE(λk),
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λ1, . . . , λk
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dimE(2) + dimE(1) = 2 < 3
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S =
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1 0 0
0 1 0
1 0 1
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S−1 =
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S−1AS =

[
1 0 0
0 1 0
−1 0 1
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2 0 0
1 2 −1
2 1 0

] [
1 0 0
0 1 0
1 0 1
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=
[

1 0 0
0 1 0
−1 0 1

] [
2 0 0
0 2 −1
2 1 0
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=
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2 0 0
0 2 −1
0 1 0
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f(x, y, z) = 2xy + 2xz + 2yz.
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f(x, y, z) = XTAX
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X =
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x
y
z
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det(A− λI) = det

[
−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ

]
= −λ3 + 2 + 3λ = (λ+ 1)(−λ2 + λ+ 2) = (λ+ 1)(1 + λ)(2− λ),
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E(2) = N
[−2 1 1

1 −2 1
1 1 −2

]
= L
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1
1
1

]} �
E(−1) = N

[
1 1 1
1 1 1
1 1 1

]
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0
1

]
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1
0

]}
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=
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√
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√
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X ′ =
[
x′
y′

z′
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X = QX ′
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XTAX = (QX ′)TA(QX ′) = X ′T
(
QTAQ

)
X ′ = 2(x′)2 − (y′)2 − (z′)2
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f(x, y, z) = 1 ⇐⇒ 2(x′)2 − (y′)2 − (z′)2 = 1
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dimW = dimV + dimF
w

Q �`X�|�V��I�(��¬��®u�V'�
K = R

[
V = R3 � F = L {(1, 1, 1)} w�)s������V����
V����®,��(&��t��� W ���$�'�c��u�V'���;�c�$�
���'&��(�

���T&
	��v&
V�,I�T&
���(�T��w
dcw")+�(�'&
���������{��	
�����'&
�S�(�
���(���(���$�$�'�����
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�
�����
���Wu�V'�T&
	��(��w



r"�T&��(�$V'���(�

]\w"|~�����
V
V��9�T&
���(�T�®���t�c�$�
���'&��(��y'���$	��;&��(,�����V��P�T�(�
�I�

K
�
F
V��P&
V�,I�T&
���(�T�;���

V
w�)+�(�'&
���������
�;&����\V��$��	��

&
V�,I�T�(�(��V���	��
���
V × V �

W = {(v, w) ∈ V × V | v − w ∈ F} .
Q �%X;���\&
	
���vu�V'�

W � &
V�,I�T&
���(�T�
��� V × V w
�c�c�¡ £¢�¤`��¥ Ô �T�(�(��V���	��

W
�T�(��	 � �9��#%�T��	��(�

(0, 0)
���
u�V'�

0 − 0 = 0 ∈ F Q V����
#%����u�V'�
F � &
V�,I�T&
���(�T��X�w)+�(�'���$V��z�°&���u�V'�

W 6= ∅ w
­ V'�

W � �S�T��¬��(���t�������
�t�(�c�����(� � |~������� (v1, v2)
�

(w1, w2)
���(��&+#%�T��	��(���T&>���

V ×V �7���
	����'�T����	��T&E�
W
[

��wË�\w$[\	�����&=u�V'�
v1−v2

�
w1−w2

�7���
	����'�T���²�
F
wH "����#%���su�V'�

F � &
V�,I�T&
���(�T����� V �\[\�T�(�
��	�����[ � �S�T��¬��(����������v�v�(�c�����(��[\	������°&��>u�V'�
(v1−v2)+(w1−w2) ∈ F w4 �&����'���v�(&=�����(���
���T�'�(���T&!�(&�&������U��	
�$#\���>�T�(�{V�	���	
�$#\��'���(�c�����(�*�(,�	����
�\&

(v1−v2)+(w1−w2) = (v1 +w1)− (v2 +w2) ∈ F [��(V�&������c[ (v1 +w1, v2 +w2) ∈W w
)+�(�'���$V��z�°&��{�(&�&
�$��u�V'�

W � ���T��¬��(���
���������t�(�c�����(��w
­ V'�

W � �S�T��¬��(���t�������
���*V��$	
�$���$�����(���(���T&������U��� � |~����� (v1, v2) ∈W �
α ∈ K w�Yk�B���
�$�
���$���"�$V�������[%	����
�\&

α(v1, v2) = (αv1, αv2)
w2Y}&
	���#%�T��	��(�"�7���
	����'�T���

W
&��{�{&���&��

αv1 − αv2
�I���
	����'�T�����

F
w ¦ �(��V��W�U�(����[

V'&����'���
���c��&
	
�
�$,�V�	
�$#~���'�(�����'���*V��$	
�$���$�����(���(���T&������U����[
αv1 − αv2 = α(v1 − v2)

ßc�I�(�2�(V�	
�����U�(����['�T�(�
�
F

� &
V�,7�T&����(�T��[7�*���(�%��[7���T��¬��(�����������;�
�*V��$	
�$���$�����(���(�®�T&������U����[·�'�
¬��$�I�(	��T&�������u�V'� v1 − v2 ∈ F
���T�cV����°&��

u�V'�
α(v1 − v2) ∈ F w2Y=��&
V����c[7���T�cV��T�$�
�\&�u�V'�

α(v1, v2) ∈ W ['��������u�V�����u�V'���
(v1, v2) ∈ W �

α ∈ K w¦ �(�E�(V�	
���(&2�����U��#����(&�[
W � ���T��¬��(�����������t���{V��$	
�$���$�����(���(���T&������U����w

Q ,MX;���\&
	
���vu�V'�
dimW = dimV + dimF

w
�c�c�¡ £¢�¤`��¥ |~����� {e1, . . . , en}

V�����,��(&��2���
V
� {u1, . . . , uk}

V����v,��(&��"���
F
wk)+�(�'&
�����������
�\&s�\&

n
#%�T��	��(���T&

���
V × V �'�(���\&s�I�(�

(e1, e1), . . . , (en, en)
���\&

k
#%�T��	��(���T&2���

V × V �'�(���\&s�7�(�
(u1, 0), . . . , (uk, 0)

wkY=�
���
�$�
���$���t�$V�������[��
�\&
	
�����
�\&2u�V'���T&
	��T&

n+ k
#%�T��	��(���T&2�%�������

W
w=¯����
�\&

W = {(v, w) ∈ V × V | v − w ∈ F} =

= {(v, w) ∈ V × V | ∃u ∈ F 	�����u�V'�
v − w = u} =

= {(v, w) ∈ V × V | ∃u ∈ F 	�����u�V'�
v = u+ w} =

= {(u+ w,w) ∈ V × V | u ∈ F �
w ∈ V } = {(u, 0) + (w,w) ∈ V × V | u ∈ F �

w ∈ V } =

= {(α1u1 + · · · + αkuk, 0) + (β1e1 + · · · + βnen, β1e1 + · · · + βnen) ∈ V × V | α1, . . . , αk, β1, . . . , βn ∈ K} =

= L {(u1, 0) . . . , (uk, 0), (e1, e2), . . . , (en, en)} .
ÝH�$�����$�
����	��\[�#%���
�zy�u�V'���
�\&�u�V'���T&
	��T&

n + k
#%�T��	��(���T&�&��(���$�$�'�����
�
����	����$�'�����7���'������	��T&�w ¦ �����;	�����[·#\���
�\&

���t�������\�����®�×���
�$	 � �
���ç���©�$�'�����7���'��«��'���U�×�$�$�'������w�|~������� α1, . . . , αk
�
β1, . . . , βn

�T&������U�����T&;u�V�����&�u�V'����w
|�V��I�(��¬����
�\&Eu�V'�

α1(u1, 0) + · · ·αk(uk, 0) + β1(e1, e1) + · · · βn(en, en).

Y=��	��(�
(
∑k

i αiui +
∑n

j βjej ,
∑n

j βjej) = 0
[+�(V¸&����
�c[ ∑k

i αiui +
∑n

j βjej = 0
� ∑n

j βjej = 0
w¸�v�

�$�'�����I���'��«��'���U�v�$�$�'�����!���\&k#%�T��	��(���T&
e1, . . . , en

�>�'�v&����\V��'�'���$�\V������'�(���\[����T�cV����°&��2u�V'�
β1 = · · · = βn = 0

w
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���T&
	������(�
���c[c�v���
�$�
���$���*�$�\V������'�(�������T�cV����°&���� ∑k
i αiui = 0

w= "&´���'���*���%�(�������$�'�����I���'��«��'���U���$�$�'�����s���\&
#%�T��	��(���T&

u1, . . . , uk
���T�cV����°&���u�V'�

α1 = · · · = αk = 0
w=Y=�W�T�(�'���$V'&��(�

α1 = · · · = αk = β1 = · · · = βn = 0,

��wË�\w$[H��V��t�������°&��������
�$	 � �
���©���
�$�'�����I���'��«��'���U�®�$�$�'������w;µ�&�&
�$��[^�I�~�����
�\&*�£y'�
�����*u�V'� (u1, 0), . . . , (uk, 0)
[

(e1, e1), . . . , (en, en)
&��(���$�$�'�����
�
����	����$�'�����7���'������	��T&�w R �(�%� {(u1, 0), . . . , (uk, 0), (e1, e1), . . . , (en, en)} �V�����,��(&��v���

W
[c���(�'���

dimW = n+ k = dimV + dimF
w

Q �`X�|�V��I�(��¬��®u�V'�
K = R

[
V = R3 � F = L {(1, 1, 1)} w�)s������V����
V����®,��(&��t��� W ���$�'�c��u�V'���;�c�$�
���'&��(�

���T&
	��v&
V�,I�T&
���(�T��w
�c�c�¡ £¢�¤`��¥ ���E���(�
�����T�(�
�����T&��(�$#%���
�\&k�����$�$�'��������	����
���(��[%���(� � �'�T�T�T&�&����
���������I��	
�$�=�\&H��������V����\&`w Ô �T�(�(�LV���	��

{((1, 1, 1), (0, 0, 0)), ((1, 0, 0), (1, 0, 0)), ((0, 1, 0), (0, 1, 0)), ((0, 0, 1), (0, 0, 1))}

� V�����,��(&��v��� W �\['�T�(�'&��Tu�V'����	����
����	��\[
dimW = 4

w
è Ü��(	���u�V'���T&
	������$�$�'���*&��"�I�~�c�U�����T&��(�$#%���s�$�'�����I���'������	����
����	��*�'��&��"	����s���T&��(�$#������t�����$�$�'��������	����
���(��[��������
	�����[�,��(&
	���#(���������$�$�`�����\&2��������V����\&>�����$	��\&>���(u�V'���U�
���$�$�'���t&
V�,'&�	
�$	
V��$�'���

V
�
F
�7�(�2#\�����(���T&2�T�(�'������	��\&�w é

dcw")+�(�'&
���������{��	
�����'&
�S�(�
���(���(���$�$�'�����
T : R3 −→ R3 �'�(�'���7�(� T (x, y, z) = (x+ z, y − x, y + z)

w

Q �%X�)s������V����vV�����,��(&��v���
KerT

w
�c�c�¡ £¢�¤`��¥ �v������y'�������(��������¹'�����T������V�����	
�����'&L�S�(�
���(���(���$�$�'������[�	����
�\& �
KerT =

{
(x, y, z) ∈ R3 | T (x, y, z) = (0, 0, 0)

}
=
{

(x, y, z) ∈ R3 | (x+ z, y − x, y + z) = (0, 0, 0)
}

=

=

{
(x, y, z) ∈ R3 |

(
x+z = 0
−x+y = 0
y+z = 0

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3 |

(
x+z = 0
y+z = 0
y+z = 0

}
=
{

(x, y, z) ∈ R3 |
n
x+z = 0
y+z = 0

}
=

=
{

(x, y, z) ∈ R3 | x = −z � y = −z
}

=
{

(−z,−z, z) ∈ R3 | z ∈ R
}

= L {(−1,−1, 1)}
R �(�%� {(−1,−1, 1)} � ,��(&��v��� KerT

w

Q ,MX;���$���c[(�LV'&
	
�zy������'����['&��
T � �(V����(�t&��(,������L�T��	
�$#\�cw

�c�c�¡ £¢�¤`��¥ �����S�(�
�*V��U�
dimR3 = dim KerT + dim ImT

�T�(�'���$V��z�°&��{u�V'�
dim ImT = 3− 1 = 2

[�V����t#%���
u�V'�\[��'�����$�$�'���©����	����
���(��[H���T&
V��$	���u�V'�

dim KerT = 1
w�Y}&
	��
��������V������I���
�t�$	����T�(�'���$V��$��u�V'�

ImT 6= R3 [
���(&��t�T�(��	
�����
����[

dim ImT = dimR3 = 3
wkYê&��

ImT 6= R3 ����	��(��[��7���U������y'�������(��[ T ���(� � &��(,������
�T��	
�$#(�cw

Q �`X;Yk&�������#\�t������	
�
�$�{u�V'�����������T&�����	�����	
�����'&L���(�
���(���(�
T
�����U��	
�$#\���
����	���±�,��(&��v���
���(�t�$�����

{(1, 1, 1), (0, 1, 0), (1, 0,−1)} ��±t,��(&��v���
�T�(��	
���(���(�t�$����� {(0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0)} w
�c�c�¡ £¢�¤`��¥ Ô ��������V����v�'�"���������T&�����	��(���(�v����	
�
�����U���'���sV����"	
�����'&L���(�
���(���(���$�$�'�����=�����U��	
�$#(���
����	��E�2V������'�(�'�
,��(&��v���t���(�t�$�����
����V����
�'�(�'��,��(&��v���t�T�(��	
���(���(�t�$����������#%�(�$#%�{�����7��	
�$�2�t&����\V��$��	��v�����~�T�T&�&����������t���(�'�
#%�T��	��(�E�'��,��(&��v���t���(�t�$�������'�(�'� �
��w")s������V��U���"���$�����%���A���T&�&���#%�T��	��(�2�I���U��	
�����'&L���(�
�
���(��w
�$��w")s������V��U���E�t#%�T��	��(�L�°�T�(�$V����������T�~�(���������(�'�(&E���T&�&����$�����%���W����,��(&��v���
�T�(��	
���(���(�t�$������w
�$�$��w2Yk&�������#%�������©�(�������¨���ëu�V'���T&�&���#%�T��	��(���'��,��(&������©���(�t�$����� � �'�(����[=�§#%�T��	��(�L�°�T�(�$V������(,�	
�����§�'����(&�&��
����	����
���(�E��������	
�
�$���'�����������T&�����	��(���(������	
�
�����U����w
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���T&
	��ê�S�(�
���c[*	����
�\& � T (1, 1, 1) = (2, 0, 2)
[t��V(�L�ì#%�T��	��(�L�°�T�(�$V����í���æ�T���(���������(�'�(&î���ï,��(&��æ���í�T�(�c�

	
���(���(�t�$�����
�$�'�c�����(�'�
&��v�(,�	 � �W���T&��(�$#%���'�����t&
��&
	������tu�V'�����T&
V��$	��t��� �

(2, 0, 2) = α(0, 0, 1) + β(0, 1, 0) + γ(1, 0, 0).

Ü��T&
	��®���(&��ð�î&��(�$V'���(� � &
�$�t�����T&
�
����	�� �
[

2
0
2

] wï����&����\V����'�c[+	����
�\&
T (0, 1, 0) = (0, 1, 1)

["��V(�L��#%�T��	��(�L�
�T�(�$V��������{�T�~�(���������(�'�(&����t,��(&��������T�(��	
���(���(�t�$�����;�$�'�c�����(�'� Q u�V'�{&��{�(,�	 � ���7�������������T�T&�&��v���
���T&����
�$	���X
�
[

1
1
0

] wæÝH�$�����$�
����	��®#%���
T (1, 0,−1) = (0,−1,−1)

[s��V(�L��#%�T��	��(�L�°�T�(�$V����ð�����T�~�(���������(�'�(&
����,��(&������
�T�(��	
���(���(�t�$�������$�'�c�����(�'� �

[−1
−1
0

] w

�����(�T�(�����
�T�(�W�T&
	��{��������V�����['���T�cV��T�$�
�\&Eu�V'�{������	
�
�$���I�T�c���'� �\�




2 1 −1

0 1 −1

2 0 0



w

Q ��X;����	����
�t�$�'�vV��W&
V�,I�T&
���(�T�
W
���
R3 	����^u�V'� R3 = W ⊕KerT

w
�c�c�¡ £¢�¤`��¥ Ü��(�*��Zc��&
	���V����*¹���������&��(�$V'���(�����������T&
	��E�����(,��������cw}Ü"������	�����	���['���(�
	��(�%�(�����^���

KerT � V�����'�(&2&��(�$V'�T³~�T&>�������t�T&�	��������(,��������t������&s���(�T����&E���v��������V��U����w!¯����
�\&

(KerT )⊥ =
{

(x, y, z) ∈ R3 | 〈(x, y, z), (−1,−1, 1)〉
}

=

=
{

(x, y, z) ∈ R3 | −x− y + z = 0
}

=

=
{

(x, y, z) ∈ R3 | x = −y + z
}

=

=
{

(−y + z, y, z) ∈ R3 | y, z ∈ R
}

=

=
{
y(−1, 1, 0) + z(1, 0, 1) ∈ R3 | y, z ∈ R

}
=

= L {(−1, 1, 0), (1, 0, 1)} .

Yï�(&�&��$�
W = (KerT )⊥ = L {(−1, 1, 0), (1, 0, 1)} w

Ô V�	
���������'���$���v���s���T&��(�$#%���}�T&
	��s�����(,���������V'&��v�(&k	 � ���������(&}�T&
	
V'�'�(�'�(&=���������T&
	����'�����kV����T�(�(�LV���	��v�$�$�'�����L��
����	����$�'�����I���'������	��{���"#%�T��	��(���T&"�{V����*,��(&��\w=Yk�â���
�$�
���$�����$V�������[����T�(�(�LV���	��
R3 \KerT � ���T�(�(��V���	������	������\&��\&�#%�T��	��(���T&tu�V'�����(��&´�(�©�*¹��$	
�$�����\&
���

(−1,−1, 1)
w è Ü"�(	��;u�V'�;�T&
	��;�T�(�(��V���	������(� � �T&
���(�T�#%�T��	��(�
�U����Û é�)+�(�
����#%�T��	��(�

(1, 0, 0)
�I���
	����'�T���

R3 \ KerT
[7�����*�7�~���*&����"���'��#%�;�������
����	��;�����T�(�(��V���	��

�����'�c���'��	�����,��(&��\w Ô &2#%�T��	��(���T&Eu�V'�����(�t�I���
	����'�T���A�

KerT ⊕L {(1, 0, 0)} = L {(−1,−1, 1), (1, 0, 0)}
	����Ö¹��$	
�$���ð�T�~�(���������(�'�æ&
�$� � 	
�
�����æ�'�i&����\V��'�'�cwñµ"&�&
�$��[>���T�cV����°&���u�V'� (0, 1, 0)

���(�×�7���
	����'�T�î�i�T&�	��
&��(�����c�$���T��	����*���(�%�

(0, 1, 0)
�7�~���{&������(�c�������(���(����� {(−1,−1, 1), (1, 0, 0)} ���{�
�~������u�V'�����T�(�(�LV���	�����T&
V��$	�����	���&����
�
�S�(�
���(�����I�(�"#%�T��	��(���T&��$�$�'�����
�
����	��t�$�'�����7���'������	��T&�wv "���
#%���tu�V'�

R3 	������c�$�
���'&´�(�
3
[

�T&�&��v�T�(�(�LV���	���['	
����	��£�°&��v�$�\V����$�
����	�������V�����,��(&��{���
R3 wk���T&
	��*�S�(�
���t	����
�\& �

R3 = L {(−1,−1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0)} = L {(−1,−1, 1)} ⊕L {(1, 0, 0), (0, 1, 0)}
Q �(�'���*��&��(���
�c�$���T��	�� � �T�(�'&��Tu�V'«��'���U���'�t�$�'�����I���'��«��'���U���$�$�'���������\&E#%�T��	��(���T&��'�
,��(&��`X�wE)+�(�'���$V��z�°&���u�V'�
L {(1, 0, 0), (0, 1, 0)} � �(V�	
���t&��(�$V'���(�t�������
�t�����(,��������cw
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� w")+�(�'&
���������{��&����\V��$��	�������	
�
�$� � A =




1 0 0 0

2 0 0 0

2 1 2 3

3 1 1 0



.

Q �%X�)s������V������\&>#\�����(���T&2�����(���
���\&"���
A
w

�c�c�¡ £¢�¤`��¥ Ô &�#\�����(���T&H�����(���
���\&=���}V����E����	
�
�$�
A
��������V��U�����°&��2�(��¬����'�����\&H�������\&4���E�I�(�$�$�'�(�t���

det(A−λI)
w

Ü��T&
	��v���(&���[

det(A− λI) = det

[
1−λ 0 0 0

2 −λ 0 0
2 1 2−λ 3
3 1 1 −λ

]
= (1− λ)(−λ)((2 − λ)(−λ)− 3) = (1− λ)(−λ)(λ − 3)(λ + 1).

Ô &>#\�����(���T&>�����(���
���\&E���
A
&��(�

1
[ −1

[
0
�

3
w

Q ,MX;����	����
�t�$�'���\&2�T&
���(�T�\&E�����(���
���\&E���
A
[��$�'�c�������'���
,��(&��T&2�������t�����T&�w

�c�c�¡ £¢�¤`��¥ |~�
λ
�S�(�4V��/#(�����(�4�����(���
���v���

A
[\���T&����(�T�"�����(���
�����(&�&������U�(���v�

λ
[%�����'�(	��(���

E(λ)
[%����	����
�t�$���£�°&��

��������V��U���'���
N(A− λI)

wkÜ��T&
	��v���(&���[

E(1) = N

[
0 0 0 0
2 −1 0 0
2 1 1 3
3 1 1 −1

]
.

Ô �T&
���(�T������V����§���tV���������	
�
�$� � ���T�(�(�LV���	����°&��(�$V'���(�©����&���&
	������;¬'�(�
�(� � �'�T�©�����U���(&�&��~���U�(����w
Þ}���
�\&���T�cV��T�$�"�(u�V'���U������	
�
�$�%wk¯����
�\&
[

0 0 0 0
2 −1 0 0
2 1 1 3
3 1 1 −1

] 7→ [ 2 −1 0 0
2 1 1 3
3 1 1 −1
0 0 0 0

] 7→ [ 2 −1 0 0
0 2 1 3
0 5/2 1 −1
0 0 0 0

] 7→ [ 2 −1 0 0
0 2 1 3
0 0 −1/4 −19/4
0 0 0 0

]
.

µ�&�&
�$��[
E(1) =

{
[x y z w]T | −1

4z − 19
4 w = 0, 2y + z + 3w = 0

�
2x− y = 0

}
=

=
{

[x y z w]T | z = −19w, 2y = 16w
�

2x = y
}

=

=
{

[x y z w]T | z = −19w, y = 8w
�
x = 4w

}
=

=
{

[4w 8w − 19w w]T | w ∈ R
}

=

= L

{[
4
8
−19

1

]
.

}

Ô &>���T&
	�����	��T&E�T&
���(�T�\&2�����(���
���\&"��������V��U�����°&��*���������(�����
����	��\w+¯����
�\& �

E(−1) = L

{[
0
0
1
−1

]}
, E(0) = L

{[
0
−3
3
−1

]}
, E(3) = L

{[
0
0
3
1

]}
.

�������(��	���[·�T�(�9����Z��T���I���(���������
�$�
���$���®�T&
���(�T�;��������V��U�(����[·�\&��T&
���(�T�\&������(���
���\&v��������V��U�����°&������(���$�$�
����	��
�I�(�v�$�'&
�7�T�T���(�§�'������	
�
�$�

A − λI wtÜ��;&
�$	
V��(���(�������T&�����	��\[H���òu�V'��¬��
4
#(�����(���T&v�����(���
���\&*�c��&
	
�$��	��\&*�
�

����	
�
�$� � 4×4
[~&���,I���
�\&}u�V'�2���(�'���T&
���(�T�{�����(���
����	����²�c�$�
���'&��(�

1
Q �LV'&
	
�zy�u�V'�\Û¡X��\[��T�(�
�{	�����[%�������{�(��¬����

V�����,��(&���,��(&
	�������	����
�t�$�����2V��â#%�T��	��(�>���(����V����
���
N(A− λI)

[���u�V'�vu�V'���>�c�$������['&����������$	��(�2�����������
�$��[
����	����
�t�$�����vV�����&��(�$V'���(�;���(����V��U�;����&
��&
	�������¬'�(�
�(� � �'�T�§�(&�&������U�(���;� A − λI wvYk&
	�� � 	����{, � �9V����
�'�(&�&
�$	
V��(�T³~�T&v���Fu�V'�\[7,��(&������'�������'�\&{���I�����(&��'�����T&�V��$	��(�������;��������V����®���\&�#\�����(���T&������(���
���\&�[ � �7�\&�&��$#%����£y'�
�����vu�V'�

A � �c�U���%�(�����$�$�`�T#%����w Q Ü"V��'��� � ����������&��������
	������������������
�����T�(�*V��Pu�V'� � �c�$�����vu�V'�*�T&�	�� ��®ó~ô'õ�ö�÷®&
�$	
V��(���(�����Au�V'��V���������	
�
�$� � �c�U���%�(�����$�$�`��#%����Û¡X§������	����'���;�T&
	��v��V'&�	
�zy����(���(��	��T�(�
���������A�����'�
�����SV��'����[·#%���
���
�\&`[·�7�(�v��Z����t������[��T�(�
�®&��*������ø����t����,7�T���£ùt�;��������V��������

E(−1)
w�Yk&
	��(Vð±������~��V����;���

V��F#%�T��	��(�L�°�T�(�$V����c[��c�$�����
�\&
[? ? ? ?]T

[I���(�;��V�����[^u�V'� � &��(�$V'���(�®���;&
��&�	�������¬'�(�
�(� � �'�T�©�(&�&��~���U�(���;�
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[
2 0 0 0
2 1 0 0
2 1 3 3
3 1 1 1

]
.
¦ �(�s�(V�	
���(&s�����U��#����(&`[~�T&�	��(V;±{��������V��������

[? ? ? ?]
u�V'��&���	
��&L���(���*±(&+u�V���	
�����Tu�V��(�T³��T&`w Q )s�(�'�

V������T�(�
���T&
�7�(�'�����'���®�
V����
�$�$��¬����'�
����	
�
�$������&
��&
	�������ú � V��A���(��	������T&��T�(�'�T���
	�����	��\[^u�V'�{V����
#%���
�(&�&
�$�t�$�U�(�'�v��	 � �������������s���T&��(�$V'���(�����>&
��&
	������(&4�$�$�'�������T&=V'&´���'���������T�cV'���(���'������	
�
�$�2���v&
��&
	������c[%�����$V��'�&������>�$�'���������>���!�$��	����
������	����=V����E�$�$��¬��E�'�E����	
�
�$�>�T�(�
�EV������Tu�V��(���(�E�$�$�'������Û¡X* "���>���(�
���E���+&���	
��&L���������H�
���
�$�
���$���"�Tu�V��(���(� � ���������'��� [0 ? ? ?]

w����T&
	��+�����$	��c[�V����s���(�
���2���!&���	
��&L�����������2&����\V��'�'�E�Tu�V��(���(� � ���������'���
[0 0 ? ?]

w2����#%�����%�(���
	�����	����v&���	
��&L���������"�t	������T���$�����Tu�V��(���(��w2û>�(&
	��
�T�(�'������	
�$�`���v�(&"�����
���(�����$���(&
? ü &��T�(�u�V�����&�u�V'���s#\�����(���T&>u�V'�v&����
���â&��(�$V'�T³~�T&�w ¦ �(�2��Zc���t�����

[0 0 − 1 1]
w ¦ �(��u�V'� � u�V'�"��&�	��*	����*, � � � &��(�$V'���(��������;��u�V����
	����Tu�V��(���(��ýïûs�(��[·���*���(��	���#%���
�zy����£�°&��tu�V'�t�(&�&
�$� � w ¦ �(���(V�	
�����U�(���®&��*�����
�$�'���$�����®���T&������������V����
�
����	��������(�·���(���$�$�$	��(���
�I���������(��	����'������	
�
�$��&����2	
�
�U�����\V��U��� Q ���(u�V'���U�(&��cV��(&2���
�$�
���$���(&"�$�$��¬��(&´Xs	����

	����{, � �Ú�$�t���$�����*u�V'�E�(&k	
��«T&!���
�$�
���$���(&}�$�$��¬��(&+&��(�v�$�$�'�����
�
����	����$�'�����7���'������	��T&�[c�(V�&������c[��T�(�
���T&
�I�(�'�����²�
�Tu�V��(�T³��T&H�$�$�'�������T&4u�V'�!�$�t�I³�����[(�%����V��$�����
����	��\[

3
�T�(�'�c���T³~�T& Q �$�$�'�������T&´X��'���T&����(�T�"�'�(&H#\���
�U�T#%����&�ß��T�(��	
V'����[

�T�(�
��	����
�\&*�I�(�*�T���
	��§u�V'���(u�V'���U�®����	
�
�$��	����ª�������(��	����
��&
	
����� ≤ 3
Q �7�(��u�V'«`ý£X�[4��u�V����
	��®�$�$��¬���	����������

&����v�T�(�{,��$���(���(���$�$�'�������'�(&�	
��«T&����
�$�
���$���(&�[^�;u�V'�����9	����
�
�\&v���t�Tu�V��(�T³��T&��$�$�'�������T&{&
�$�\���zy����
ø°�'����¬�V����
�T�(�'�c�����(�
�(�c�������(�����·�'�t�T&
���(�T���'�(&s#\���
�U�T#%����&�[ ù���wË�\w$[�u�V�����u�V'���>&��(�$V'���(���'�(&s	
��«T&s���
�$�
���$���(&2�Tu�V��(�T³��T&>&������£�°�
	����{, � �W�'�tu�V����
	��cw

Q �`X;���'�c��u�V'��V���������	
�
�$�
S
[��$��#%���
	
�$#%����[�	�����u�V'�

S−1AS
&��������c�U���%�(������w

�c�c�¡ £¢�¤`��¥ û>�(&
	��t���\�
V��������\&2�������
����	��\&"�'�(&2,��(&��T&E���\&2�T&
���(�T�\&>�����(���
���\&E���(&E�T�(�$V����(&E����V����t����	
�
�$� �



4 0 0 0

8 0 −3 0

−19 1 3 3

1 −1 −1 1



.

Q ��X�)+�(�'&
���������
ϕ : R4 × R4 −→ R

����y'�����'�æ�I�(�
ϕ((x1, x2, x3, x4), (y1, y2, y3, y4)) = XT

(
ATA

)
Y
�(�'���

X =

[
x1
x2
x3
x4

] �
Y =

[ y1
y2
y3
y4

] wk���$���c[���V'&�	
�zy������'����[�&��
ϕ � �(V®���(�tV��������~�cV�	��t�$��	����
�'�����

R4 w
�c�c�¡ £¢�¤`��¥ ���T&
�$�\�'���
�\&

(x1, x2, x3, x4)
�I�(�

x
�

(y1, y2, y3, y4)
�I�(�

y
wk¯����
�\&

ϕ(x,y) = XT (ATA)Y
†
=
(
XTATAY

)T
= Y T (ATA)X = ϕ(y,x),

�(�'�������
(†) &��tV'&��®�®���(��	��©u�V'�
u�V�����u�V'��������	
�
�$� 1 × 1 � �$�\V����+±®&
V��®	
�����'&
�7�\&�	��cw;)+�(�'���$V��z�°&���u�V'�
&��#%���
�zy����*�{���
�$�
���$�����£Z~���(���*���"�������cV�	��*�$��	����
�'��wkµ"�������(�����
����	��\[c������	����'����V����{�T�(��#%���'���(�t&����
���$¬�����	��

�������
���'�(	��(���(��[�	����
�\& �

ϕ(x + z,y) == (X + Z)T (ATA)Y = XT (ATA)Y + ZT (ATA)Y = ϕ(x,y) + ϕ(z,y)

��	����{, � ��[
ϕ(αx,y) = (αX)T (ATA)Y = αXT (ATA)Y = αϕ(x,y),

��������u�V�����&�u�V'���
x, z,y ∈ R4 � α ∈ R w*)+�(��	
V'�����;u�V����
	��;��¹��$	
�$�
���£Z~���(�������(�®&��*#%���
�zy����cw* "�����'�(&�(,'&
	
�
V'�T³~�T&E�T&
	��t�'�����(��	���u�V'�

A
	����

N(A) 6= {0} w Ô V§&������c['��Zc��&
	�� x ∈ R4 ���(�t��V�����	�����u�V'� AX = 0
w

rE�T&�V��$	����7�(��&2u�V'�
ϕ(x,x) = XT (ATA)X = XTAT (AX) = XTAT 0 = 0,

�tu�V'�v�T�(��	
���(�c�$���tu�V����
	����£Zc���(���t���������~�cV�	��t�$��	����
�'��w
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�'w")+�(�'&
���������{�*y'�\V����
�%�T�(� � 	
�
�����
��� R2 �����Tu�V��(���(� f(x, y) = 0
['�(�'���

f(x, y) = 3x2 + 4xy − x+ y.

Q �%X;��������	
�zy�u�V'�{������	
�
�$�{&
�$� � 	
�
����� A ∈M2×2(R)
��������	
�
�$�����$�$��¬��

B ∈M1×2(R)
	�����&Eu�V'�

f(x, y) = XTAX +BX
['�(�'���

X = [ xy ]
w

�c�c�¡ £¢�¤`��¥
A = [ 3 2

2 0 ]
�
B = [−1 1 ] .

Q ,MX;����	����
�t�$�'�sV������{V'�'���'���v�(�
	��(�%�(�����'���s�T�~�(���������(�'�(&ku�V'�+�c�U���%�(�����$�$���
A
w4Yk&�������#\���"�Tu�V��(���(�

f(x, y) = 0���(&>�'�`#(�(&E#(���
�U��#%����&
x′, y′

w
�c�c�¡ £¢�¤`��¥ Ü��T&
	��E���(&���[�V����*#%����u�V'�

A � 2× 2
[����7�����(&+¬��£�°u�V'�"����	����
�t�$�����E�(&+,��(&��T&s���\&s�T&
���(�T�\&+�����(���
���\&

���
A
�2�'�(�
�����$�$�`���2�\&!#%�T��	��(���T&>���'�T�(��	
���(���\&�w!Y=�à���
�$�
���$�����$V�������[c��������V��U�����°&����\&+#(�����(���T&+�����(���
���\&s���

A �

det(A− λI) = det
[

3−λ 2
2 −λ

]
= (3− λ)(−λ)− 4 = λ4 − 3λ− 4 = (λ+ 1)(λ − 4).

)+�(�'���$V��z�°&��;�(&�&
�$�¨u�V'���\&{#\�����(���T&������(���
���\&�&´�(� −1
�

4
w§����&����\V����'�c[=��������V��U�����°&����\&��T&
���(�T�\&������(���
���\&

�(&�&��~���U�(���\&E�����(�'��V��A���T&
	��T&>#\�����(���T&>�����(���
���\&�wk¯����
�\&

E(−1) = N [ 4 2
2 1 ] = L

{[
1
−2

]} �
E(4) = N

[−1 2
2 −4

]
= L {[ 2

1 ]} .

µ>u�V���[�#%�(�$	����
�\&������������E����������V����
�
����	����H���\&E�T&
���(�T�\&E�����(���
���\&�['	����'���������
����	������LV'&
	
�zy����(���(�t	��T�(�
�����
��Zc���$�����(�'���'�"�����(,�������� � ,MX�w4ÝH�$�����$�
����	��s�'�(�
�����$�$�`���
�\&!���(�'�"V������\&�#%�T��	��(���T&}��������V��U�(���\&�w4 E���"#%���>u�V'�
���{,I�\&�	�«��9�'�(�
��� √

5
[I	
����	��£�°&��t�����*V��$	
�$���$�������*���{,I�\&��\&�#%�T��	��(���T&v�I�(� √

5/5
w{µ�����	
�
�$�
�'���*V'�'���'���

�(�
	��(�%�(�����·���"�T�~�(���������(�'�(& � �'�(�'�{�I�(� � Q =
[ √

5/5 2
√

5/5

−2
√

5/5
√

5/5

] w=Yk&�������#\���
�\&s���%�(�����*�Tu�V��(���(�
f(x, y) = 0

���(&>�'�`#(�(&E#(���
�U��#%����&�wkÝ��������'���
X ′ =

[
x′
y′

] [c	����
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XTAX +BX = (QX ′)TA(QX ′) +B(QX ′) = X ′T
(
QTAQ

)
X ′ + (BQ)X ′ =

= −(x′)2 + 4(y′)2 − 3
√

5
5 x
′ −

√
5

5 y
′.
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f(x′, y′) = −(x′)2 + 4(y′)2 − 3
√

5
5 x
′ −

√
5

5 y
′ =

= −
[
(x′)2 + 3

√
5

5 x
′
]

+ 4
[
(y′)2 −

√
5

20 y
′
]

=

= −
[
(x′)2 + 2 · 3

√
5

10 x
′ + 9·5

100 − 9·5
100

]
+ 4

[
(y′)2 − 2 ·

√
5

40 y
′ + 5

402 − 5
402

]
=

= −
[
x′ + 3

√
5

10

]2
+ 9·5

100 + 4
[
y′ −

√
5

40

]2
− 4 · 5

402 =

= −
[
x′ + 3

√
5

10

]2
+ 4

[
y′ −

√
5

40

]2
+ 7
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