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Ä �!��v��=|�Å
V
v
W
viwMxJ|�Æiy�wÈÇdvi���=y��M��|���wÉw=y�Ê��=v4y�Å�viw=Å�y¡�iy��Mx#y�v4w=v��=|

T : V −→W
��Å(|��M�2|�z^wMËUy��MÅ(|�ÆqÌ�y�ÍÎ�Îz^vq|��q�

ÏXy�wM�M�=v¡~��^v¡w=v
T
ËUy��?�Îz��Mvi���M�ÎÇ�|�v�zY�2Ì�y

T
�M�2|�z^wÐËªy��MÅ(|��iy�z��Ð��zY�=y�w+{�v�Çdvi���=y��=viw!ÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�zY�=v��Îz^{�v�x�v�z^{�v�zY�=viw

{�v
V
v�ÅÑ�iy�z��Ð��zY�=y�w+{�v�Çdvi���=y��=viw4ÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�zY�=v"�Îz^{�v�x�v�z^{�v�zY�=viw+{�v

W
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Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù ��v��=| {v1, . . . , vk}
��ÅW�iy�z��Ð��zY�=y�{�v·Çdvi���=y��=viw*{�v

V
ÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�z��=vX�Îz^{�v�x#v�z^{�v�z��=viwq�ÛÚ+w=v�Å�y�w�y

���M�Î�=Ü��M��y¦{�v��Îz^{�v�x#v�z^{�Ý�z^����|�ÍÎ�Îz^vq|��-xJ|��2|¤Å�y�wM�M�2|��·~Y�^vXy��iy�z�����z��=y {T (v1), . . . , T (vk)}
Ü
ËUy��MÅ(|�{�y�x#y��

Çdvi���=y��=viwFÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�zY�=v"�Îz^{�v�x#v�z^{�v�z��=viwq����v��=|�Å
α1, . . . , αk ∈ K

viw2�q|�Í�|��=viw4�2|���w4~��^v
α1T (v1) + · · ·αkT (vk) = 0W .ÞIv�Í�|�ÍÎ�Îz^vq|��M��{^|�{�v�{�v

T
�iy�z^��ÍÎ����ßÀw=v�~��^v

T (α1v1 + · · ·αkvk) = 0W à y��·w=v��=| à ~��^v!y�Çdvi���=y�� α1v1 + · · ·αkvkx�v��M�=v�z^�iv?|�y+zYá^��Í�viy�{�v
T
��Ú!Å(|!Çdv�â?~Y�^v

T
Üm�Îz��Mvi���M�ÎÇ�|!v�~��^v�v�zY�2Ì�y�ãUÜ�Å�viwMÅ�y+��Å(|+�iy�z^{%��ÆqÌ�y�vi~Y���ÎÇ�|�Í�v�zY�=v�ä

y}w2v���zYá^��Í�viy�w=v��=vi{%��â"| {0V } à �iy�z^��ÍÎ����ßÀw2v�~��^v α1v1 + · · ·αkvk = 0V
�>Þ�y��!å��Îx#æ��=viw2v à {v1, . . . , vk}

Ü���Å
�iy�z��Ð��zY�=y�{�v�Çdvi���=y��=viw-{�v

V
ÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�z��=vX�Îz^{�v�x#v�z^{�v�z��=viw-Í�y�çdykx�v�Í�y¤���M�Î�=Ü��M��y�{�v��Îz^{�v�x�v�z^{�Ý�z^����|¤ÍÎ�Îz^vq|��

ãª|�x�ÍÎ���q|�{�y*|èviwM�=v��iy�z��Ð��zY�=yYä?�iy�z^��ÍÎ����ßÀw2v¡~Y�^v
α1 = · · · = αk = 0
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V
��ÅêviwMxJ|�Æiy�Çdvi���=y��M��|�Íµ{�v�{%�ÎÅ�v�z^w2Ì�y"�^z��Î�2|èv

S : V −→ V
��Å(|"�M�2|�z^wÐËUy��MÅ(|�ÆqÌ�yèÍÎ�Îz^vq|��q�mÞ>�=yqÇdv�~��^v�ë

ã'��ä���v
S
ËUy��?�Îz��Mvi���M�ÎÇ�|èv�z��2Ì�y(Ü�w=y�Ê��=v��Mvi���M�ÎÇ�|%�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù ��v
T
�Îz��Mvi���M�ÎÇ�|��M�2|�z^wÐËUy��MÅ(|��iy�z��Ð��zY�=y�w�{�v¡Çdvi���=y��=viw!ÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�zY�=vè�Îz^{�v�x�v�z^{�v�zY�=viw�{�v

V
v�Å

�iy�z��Ð��zY�=y�w·{�vXÇdvi���=y��=viw-ÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�z��=vì�Îz^{�v�x#v�z^{�v�z��=viwq�í��v��=| {v1, . . . , vn}
��Å(|¤ÊJ|�w2v�{�v

V
�CÞ�v�Í�y

~��^v(|��q|�ÊJî�Å�y�w�{�v}�=v�Ëªv��M�Î� à {T (v1), . . . , T (vn)} Ü��2|�Å�Ê�Ü�Åï��Åï�iy�z��Ð��zY�=yX{�v}Çdvi���=y��=viw"ÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�zY�=v
�Îz^{�v�x�v�z^{�v�zY�=viw���ÚFÅ(|(Çdv�â}~Y�^v�y(z�á�Å�v��=y-{�v"v�Í�v�Å�v�z��=y�w¡{�viwM�=v��iy�z�����z��=y*Ü"�Îç��J|�ÍÈð({%�ÎÅ�v�z^w
Ì�y*{�v

V{�vi{%��â�ßÀw2v�~Y�^v {T (v1), . . . , T (vn)} Üè��Å(|-ÊJ|�w2v}{�v V ñ v�ÅïxJ|��M�M������Í�|��
T
�M�2|�z^wÐËªy��MÅ(|-��ÅQ�iy�z��Ð��zY�=y

{�v(çdv��2|�{�y��=viw"{�v
V
zY��Åò�iy�z�����z��=y�{�v(çdv��2|�{�y��=viw"{�v

V à y���w2v��M| à T Ü}��Å(|
�M�2|�z^wÐËªy��MÅ(|�ÆqÌ�y
ÍÎ�Îz^vq|��
w2y�Ê��=v��Ðvi���M�ÎÇ�|%�

ã'�Î��ä���v
S
ËUy��4w=y�Ê��=v��Mvi���M�ÎÇ�|èv�zY�2Ì�y(Ü��Îz��Mvi���M�ÎÇ�|%�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù·ó |�Í4�iy�Å�yìzJ|ì|�ÍÎôÎz^vq|ì|�z��=v��M��y�� à �iy�z^w=��{�v��=v�Å�y�w���Å(|XÊJ|�w=v {v1, . . . , vn}
{�v
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��ÚFÅ(|XÇdv�â

~��^v
T
Ü�w=y�Ê��=v��Mvi���M�ÎÇ�| à y*�iy�z�����z��=y {T (v1), . . . , T (vn)} çdv��2| V ��õ�y�Å�y V �=v�ÅG{%�ÎÅ�v�z^w
Ì�y��Îç��J|�ÍÈ|�y

z�á�Å�v��=y�{�v(v�Í�v�Å�v�zY�=y�wè{�y��iy�z��Ð��zY�=y­|�zY�=v��M��y�� à �iy�z^��ÍÎ����ßÀw=v(~��^v {T (v1), . . . , T (vn)} Ü���Å(|·ÊJ|�w=v�{�v
V
�>ö>Å÷xJ|��M�M������Í�|��4�M�2|��2|�ßÀw=v�{�v���Åê�iy�z�����z��=y}{�v+Çdvi���=y��=viw?ÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�zY�=v��Îz^{�v�x�v�z^{�v�zY�=v��Éø¯�iy�z^��ÍÎ�^w2Ì�y

�M�Î�2|�ßÀw2v¡{^|�w4w=v�ç����Îz��=viwFvi~����ÎÇ�|�Í�Ý�z^����|�wq�

{T (v1), . . . , T (vn)} ÍÎ�Îzµ�È{�v�xµ� ⇐⇒
⇐⇒ ∃ α1, . . . , αn ∈ K

�2|�Í´~��^v
α1T (v1) + · · ·αnT (vn) = 0V ⇐⇒

⇐⇒ ∃ α1, . . . , αn ∈ K
�2|�Í´~��^v

T (α1v1 + · · · + αnvn) = 0V ⇐⇒
⇐⇒ KerT 6= {0V } ⇐⇒ T

zJÌ�y(Ü��Îz��Ðvi���M�ÎÇ�|
ù�l^oqp�t���v

V
Ü���Å³viwMxJ|�Æiy¡{�v?{%�ÎÅ�v�z^w
Ì�y��Îz%�^z��Î�2| à z^v�z�å���Å(|¡{^|�wm|��^�MÅ(|�Æiú�viwÉ|�z��=v��M��y��=viwÉÜ�Çdv��={^|�{�v��Î�2|v�Åûçdv��2|�Í��6õ�y�z^wM��{�v��=v�Å�y�wIy4viwMxJ|�Æiy F(N,R)

{^|�w�ËU��z^Æiú�viw�{�v
N
v�Å
R
�6��v��M|

T : F(N,R) −→ F(N,R)|��M�2|�z^wMËUy��MÅ(|�ÆqÌ�yXã'Çdv��M���J~Y�^v¡~��^v�Ü�ÍÎ�Îz^vq|��
ä�{�v��^z���{^|�x#y��
(
f : N −→ R

n 7→ f(n)

)
7→
(
T (f) : N −→ R

n 7→ f(n+ 1)

)

Ü*w=y�Ê��=v��Mvi���M�ÎÇ�|�ã'Çdv��M���J~��^v�ä¡Å(|�w�zJÌ�yXÜ(�Îz��Mvi���M�ÎÇ�|%��ü�v(Ëª|����=yXw=v
f, g ∈ F(N,R)

w2Ì�y�{%�J|�w"ËU��z^Æiú�viw à
T (f) = T (g)

w=v�v
w=ækw=v
f
v
g
�iy��Îz^����{�v�Åýv�Å {n ≥ 1} ⊂ N ñ |­�ÎÅ(|�çdv�Åþ{�y¤âqv��=ykzJÌ�yì�=v�Åÿ{�v

�iy��Îz^����{%�Î�q�*�Yî�|·�M�2|�z^wÐËUy��MÅ(|�ÆqÌ�y�~Y�^v(v�zYÇ���|
f ∈ F(N,R)

zJ|*ËU��z^ÆqÌ�y
T (f)

�2|�Ím~��^v
T (f)(0) = 0

v
T (f)(n) = f(n− 1)

Ü¡�Îz��Ðvi���M�ÎÇ�|èv�zJÌ�y}Ü¡w=y�Ê��=v��Mvi���M�ÎÇ�|%�
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* �!��v��=|
W =

{
(z1, z2, z3) ∈ C3 | Re(z1) = Re(z2) = Im(z3)

} �IÏXy�wM�M�=v4~��^v
W
zJÌ�y¡Ü4wM��Ê^viw=xJ|�Æiy�{�y¡viwMxJ|�Æiy

�iy�Å}x�Í�v�+�y
C3 �

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù-, viwM�=v��q|�w=yìËª|�ÍÎåJ|ìy�|.+���y�Å(|¤{�yìËªvi�=å^yk{^|kÅ���ÍÎ�M�Îx�ÍÎ���q|�ÆqÌ�y�x#y��(��ÅWviw=�q|�Í�|��q�¯õ�y�z^wM��{�v��=v�Å�y�w*y
Çdvi���=y��

(1, 1, 1 + i)
� ó v�Å�y�w

Re(1) = Im(1 + i) = 1
vèÍ�y�çdy

(1, 1, i) ∈ W � , y-v�z��2|�zY�=y
i(1, 1, 1 + i) =

(i, i,−1 + i) 6∈W �=îè~��^v
Re(i) = 0

Å(|�w
Im(−1 + i) 6= 0
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B ∈ M2×2(Z7)

� õ�y�z^wM��{�v��=v y w=v�ç����Îz��=vBw=��Ê#�iy�z��Ð��zY�=y {�y viw=xJ|�ÆiyQÇdvi���=y��M��|�Í
M2×2(Z7)

ë
W = {X ∈M2×2(Z7) | XB = 02×2}

�
ãª|dä-ÏXy�wM�M�=v�~��^v

W
Ü�w=��Ê#viwMxJ|�Æiy({�v

M2×2(Z7)
�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù
W
Ü}zJÌ�y�Ç�|�âi��y·��Å(|-Çdv�â*~Y�^v

02×2B = 02×2
v}Í�y�çdy

02×2 ∈ W
�*Ï�y�wM�M�=v�Å�y�w"~Y�^v

W
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Ëªvi�=åJ|�{�y
xJ|��2|�|·|�{%��ÆqÌ�y��*��v��=|�Å
X1

v
X2

{�y���w"v�Í�v�Å�v�zY�=y�w�{�v
W
�10TwM�=y·Ü à {%�J|�w¡Å(|��M�M�Îâqviw��2|���w¡~Y�^v

X1B = X2B = 02×2
� ó v�Å�y�w

(X1 +X2)B = X1B +X2B = 02×2 + 02×2 = 02×2
��ü�viwM�=v�Å�y�{�y à

X1 +X2 ∈W
�IÏXy�wM�M�=v�Å�y�w�~��^v

W
ÜFËUvi�2åJ|�{�y�xJ|��2|�|�Å���ÍÎ�M�Îx�ÍÎ���q|�ÆqÌ�y�x#y�����Åíviw2�q|�Í�|��q�m��v��M|

X ∈Wv
α ∈ Z7

� ó v�Å�y�w
(αX)B = α(XB) = α02×2 = 02×2 ñ Í�y�çdy αX ∈W �>ø+w=wM�ÎÅ÷�iy�z^��ÍÎ����ßÀw=v¡~��^v

W
Ü

w=��Ê#viwMxJ|�Æiy}{�v
M2×2(Z7)
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ã'ÊNä�����x�y�z�åJ|}~��^v
B =

[
1 2
3 4

] �mõ�|�Í�����Í�v�|è{%�ÎÅ�v�z^w2Ì�y�{�v
W
�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù ø÷Å(|��M�M�Îâ
B
Ü(�ÎzYÇdv��M�MôÎÇdv�Í��­Þ6|��2|
Çdv��è~��^v�|�w=wM�ÎÅòÜ à ÊJ|�wM�2|��q|�Í�����Í�|��èy�w=v��¦{�v��=v��MÅ}�ÎzJ|�zY�=v�ë

det(B) = 1 · 4− 3 · 2 = 4− 6 = 4 + 1 = 5 6= 0
�>ü�viwM�2|"ËUy��MÅ(|

XB = 02×2 ⇐⇒ (XB)B−1 = 02×2B
−1 = 02×2 ⇐⇒ X = 02×2.

2´y�çdy
W = {02×2} ñ {�y�z^{�v dimW = 0

�

3 �!��v��=|
T : R3 −→ R2 |��M�2|�z^wÐËªy��MÅ(|�ÆqÌ�y({�v��^z���{^|èx�y�� T (x1, x2, x3) = (x1 − x2, x2 − x3)

�
ãª|dä-ÏXy�wM�M�=v�~��^v

T
Ü�ÍÎ�Îz^vq|��q�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù ��v��M|�Å
(x1, x2, x3)

v
(y1, y2, y3)

Çdvi���=y��=viw!{�v
R3 v α ∈ R � ó v�Å�y�w

T ((x1, x2, x3) + (y1, y2, y3)) =

= T (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3) =

= (x1 + y1 − (x2 + y2), x2 + y2 − (x3 + y3)) =

= (x1 − x2 + y1 − y2, x2 − x3 + y2 − y3) =

= (x1 − x2, x2 − x3) + (y1 − y2, y2 − y3) =

= T (x1, x2, x3) + T (y1.y2, y3).

ó v�Å�y�w4�2|�Å"Ê#Ü�Å
T (α(x1, x2, x3)) =

= T (αx1, αx2, αx3) =

= (αx1 − αx2, αx2 − αx3) =

= α(x1 − x2, x2 − x3) =

= αT (x1, x2, x3).
ÏXy�wM�M�2î�Å�y�w4~��^v

T
Ü���Å(|è�M�2|�z^wMËUy��MÅ(|�ÆqÌ�y}ÍÎ�Îz^vq|��q�

����������	
���
��������������� ������������� ��!
"���#��%$ ∼ 	
�'&
�)(



ù�l^oqp�t , Ì�y!Ëª|�â�xJ|��M�=vÉ{�y�w>|.+%��y�Å(|�w>~Y�^v�{�v��^z^v�Å ��Å(|!�M�2|�z^wÐËUy��MÅ(|�ÆqÌ�y+ÍÎ�Îz^vq|��>~��^v
T (0, 0, 0) = (0, 0)

�
ömwM�2|�Ü?��Å(|��iy�z^w2vi~Y�^Ý�z^����|�{^|�ÍÎ�Îz^vq|��M��{^|�{�v!v?�iy�Å�y��2|�Í�zJÌ�y�Ü�z^vi�iviw=w2î��M��y¡Çdv��M���J�q|��q�ÈöÈwM�2|+x��=y�x��M��vi{^|�{�v
Ü*ËU�=vi~��^v�zY�=v�Å�v�zY�=v
�^w2|�{^|­�iy�Å�y ã'x��M�ÎÅ�v��Î�=yYä��=viw=�=v-xJ|��2|­Çdv��M���J�q|��(~��^v*�iv��M�2|ì�M�2|�z^wÐËUy��MÅ(|�ÆqÌ�ykzJÌ�yìÜ
ÍÎ�Îz^vq|��q�mÏX|���w?x��=vi����w
|�Å�v�zY�=v"��Å(|��M�2|�z^wÐËUy��MÅ(|�ÆqÌ�y�~Y�^v�Ç���y�Í�v¡viwM�2|è�iy�z^{%��ÆqÌ�y(zJÌ�y}Ü�ÍÎ�Îz^vq|��q�

ã'ÊNä-ÏXy�wM�M�=v�~��^v
T
Ü¡w=y�Ê��=v��Mvi���M�ÎÇ�|%�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù54 |�wM�2|�Çdv��M���J�q|���~��^v"�=y�{�y�w�y�w!Çdvi���=y��=viw�{�v
R2 w2Ì�y��ÎÅ(|�çdv�Å:{�v�|�ÍÎç���ÅGÇdvi���=y���{�v

R3 x�v�Í�|�M�2|�z^wMËUy��MÅ(|�ÆqÌ�y
T
�76+î
Ç�î��M��|�wèÅ(|�z^v��Î�2|�w}{�v�Ë�|�âqv��è��wM�=y
��Å(|�Çdv�â-~Y�^vìãU�iy�Å�yXÇdv��=v�Å�y�w�|�{%��|�zY�=v�ä

TzJÌ�y(Ü��Îz��Ðvi���M�ÎÇ�|%����v��=|
(a, b) ∈ R2 ��ÅÑÇdvi���=y��!|��MÊ��Î�M�2î��M��y���ö>zY�2Ì�y�yèÇdvi���=y��

(a, 0,−b) �=v�Å �ÎÅ(|�çdv�Å y
Çdvi���=y��

(a, b)
�iy�Å�y�w=v�Çdv��M���J�q|èË�|����ÎÍÎÅ�v�zY�=v�ë

T (a, 0,−b) = (a− 0, 0 − (−b)) = (a, b)
�

ãU��ä�õ�|�Í�����Í�v"|}{%�ÎÅ�v�z^w2Ì�y�{�yèz�á^��Í�viy({�v
T
�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù Þ�v�Í�|­|�ÍÎôÎz^vq|X|�zY�=v��M��y�� à T Ü�w=y�Ê��=v��Mvi���M�ÎÇ�|�v�Í�y�çdy
dim ImT = dimR2 = 2

�
ø!x�ÍÎ���q|�z^{�yX|
Ëªæ��MÅ���Í�|

dimR3 = dim KerT + dim ImT ;
{�vi{%��â�ßÀw2v¡~Y�^v

dim KerT = 1
�

����������	
���
��������������� ������������� ��!
"���#��%$ ∼ 	
�'&
�)(



ü�v�xJ|��M�2|�Å�v�zY�=y�{�v¡ÏX|��=v�Å(î��M���q|}ßmÚFz��ÎÇdv��=w=��{^|�{�v¡{�v"õ�y��ÎÅ�Ê��2|
.0/214365"7�8:9-;=<�3>8?7@3BAC3>DFEG3IHJ7�;=8GK0<�84/=LMHN;=OI8QPJP

ã82����iv�z^����|��M���2|(v�Å ÏX|��=v�Å(î��M���q|dä
é [ 9 �=vi~Y�^Ý�z^����| à Ä:3<;�Äqé<;�é>=>= /

g�h¤jÈlJn�oqp^r#oqs^t?u!viwMx#y�z^{^|}|�x�v�zJ|�w!|�y}~��^v�w=v�x�vi{�v��È���^wM�M���J~��^v�|�w4w=�J|�w?�=viwMx�y�wM�2|�wq�m��v��=|è�iy�z^����w=y �

a%�+)+�%��&��������
��V#�X���X�Y	����@?
A ∈ Mn×n(R)

�
α
V#� �J¹#�������
����� � ���¤�%&
	����*]^V���&��(��������	����A?

A− αI��®N�'&2	���V���� � �'��¶��-]JV#�(«����%�-,������������ � �'�#����������&¡����&2	i����	���&�����	i���
α
«}$�� � �%�+����B%�#���'�����

A

eN�+)+�%��&��������
�(������	����A?



3 −1 0 0
−1 3 0 0

0 0 1 −3
0 0 −3 1


 .

R ��Z
¨É�%������&��´���������·����&��X�Y	����@?���&
A− 2I4

�
A+ 2I4

�è&
��� ��� � ��V � ���!�#��	������
�'�����^	���&�`�����&
	��
�è]^V��
2
� −2

&����·$�� � �%����&�����B%�#���'��&����
A
�

R ,µZX�#��,´�������}]^V��
2
� −2

&����è$�� � �%�
��&��#��B%���
�'�%&É���
A
`���� � ��V � �!�%&?����&
	�����	���&?$�� � �%����&�����B%�������%&�����&
	��

�X��	����@?��
R ��ZX�#��,´�������ì]^V��*��®N�'&2	��-�´� � �­�������%&è������&"V�� $�� � ���"����B%���
�'�X�#�

A
��������������	��-���

2
� −2

�*&
���
��� � ��V � �����%&¡��&
�������%&"�#��B%���
�'�%&+���

A
`��
�%&
	����}]^V��

2 ≤ dimE(2) + dimE(−2) ≤ 3

�%�����
E(2)

�
E(−2)

����&
�'±%����� �%&¡��&��������%&�����B%�#���'��&����
A
��&�&
�N���U���#�%&��

2
�(� −2

�

¬ �+�N�=���
A
V���������	����A?�&��'�
«�	��������*�
��� � �4¨4�
��$%�(]JV#��©

R ��ZDCÉ�J���%&¡�%&�$�� � �%����&�����B%�#���'��&����
A
&������������'&��

R ,µZDE4����	��%����&"�#��B%���
�'�%&+���
A
��&�&��J���'�����%&¡�·$�� � ������&��#��B%���
�'�%&+���'&2	��'��	��%&�&����
�%�2	��%±%��������&��

f��+)+�%��&��������
�(��&
��±%V#�'��	��(��]^V��������
]JV��������Y	��'���·���
R2 ©

f(x, y) = 2x2 + 3y2 + x+ y + 1 = 0.
R ��ZDFM�����']^V�������	��
�A?���&

A ∈M2×2(R)
&
�'�
«�	����'��� �

B ∈M1×2(R)
`�	����'&�]^V��

f(x, y) = XTAX +BX + 1,

�%�����
X = [ xy ]

�
R ,µZX)+�%��� � ��	����%&?]^V������������%&4�������%�
�X�}���%,#	����

f(x, y)
���}���%�
�X�è�
����VG?��'���}�¡�'�#����	���¥�]^V����}¥�±%V����

±%���%�
«�	��������-���������´� � �·��]^V��������
f(x, y) = 0

�

¸ �+�N�=���
V
V��°��&������������%�°�����J��V#	����'��	��������#�É �&����#��������������&È��&>����¥������IHJ��&�`d�
�%&
	����?]^V��?&
�

v1, . . . , vk ∈
V \ {0} &�����$%����	��%�
��&����%��&¡�
�����'&��%�2	��%±%�������'&+����	i��� v1, . . . , vk

&���� � �'�#�����
�����^	��}�'���#���´����������	���&��
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Ä �!õ�y�z^w=��{�v��=v���Å(|(Å(|��M�M�Îâ
A ∈ Mn×n(R)

v
α
��Å zYá�Å�v��=y*�=vq|�Í��FÏXy�wM�M�=v"~Y�^v�w=v¡zJ|�Å(|��M�M�Îâ

A− αI v�+%��wM�=v��Å(|}ÍÎ�Îz�åJ|}~Y�^v�Ü��iy�Å"Ê��ÎzJ|�ÆqÌ�y(ÍÎ�Îz^vq|��!{^|�w?�=viwM�2|�zY�=viw+v�zY�2Ì�y
α
Ü�Ç�|�Í�y��4x��=æ�x��M��y�{�v

A

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù ��v�|�Å(|��M�M�Îâ
A−αI �=v�Åí��Å(|�ÍÎ�Îz�åJ|"~��^vFÜF�iy�Å"Ê��ÎzJ|�ÆqÌ�yèÍÎ�Îz^vq|���{^|�wÉ�=viwM�2|�z��=viw�v�z��2Ì�y�|�{%�ÎÅ�v�z^w2Ì�y

{�y�viwMxJ|�Æiy"ÍÎ�Îz�åJ|�{�viw=�2|�Å(|��M�M�Îâ�ÜFviwM�M�M�Î�2|�Å�v�z��=v�Å�v�z^y���~��^v
n
�IÞIy���y����M�2|�w�xJ|�Í�|qÇ��2|�w

A−αI Ü4��Å(|�Å(|��M�M�Îâw=�Îz�ç���Í�|���v��iy�Å�y·�2|�ÍÈ�=v�Å {�v��=v��MÅ}�ÎzJ|�zY�=v*zY��Í�y���Þ�y��"Í�|�{�y�w2|�Ê�v�Å�y�w�{�y-�=v�+%�=y·�=viæ��M���iy
~��^v
α
Üè��ÅQÇ�|�Í�y��

x��=æ�x��M��y(w=v�v¡w=æ}w=v
det(A− αI) = 0

�

é �!õ�y�z^w=��{�v��=v�|èÅ(|��M�M�Îâ



3 −1 0 0
−1 3 0 0

0 0 1 −3
0 0 −3 1


 .

ãª|dä-ÞIy����Îz^wMx�vi�iÆqÌ�y"{^|�w�Å(|��M�M�Îâqviw
A− 2I4

v
A+ 2I4

v+w=v�Åí�q|�Í�����Í�|���{�v��=v��MÅ}�ÎzJ|�z��=viw à Å�y�wM�M�=v�~��^v 2
v −2w
Ì�yèÇ�|�Í�y��=viw?x��=æ�x��M��y�w+{�v

A
�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù øûÅ(|��M�M�Îâ
A− 2I4

Ü"|�Å(|��M�M�Îâ
[ 1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 −1 −3
0 0 −3 −1

]

�����=|èx��M�ÎÅ�v��Î�2|�ÍÎ�Îz�åJ|}Ü¡wM�ÎÅ�Ü��M�M���q|}{^|�w=v�ç���z^{^|%�Éü�viwM�2|èËUy��MÅ(| à {�v"|��iy��={�y��iy�ÅBy}~��^v¡{�v�Å�y�z^wM�M�2î�Å�y�w
z^y}ÞÈ�=y�Ê�Í�v�Å(| Ä à �iy�z^��ÍÎ����ßÀw=v�~Y�^v 2

Ü�Ç�|�Í�y��4x��=æ�x��M��y�{�v
A
�>ø!zJ|�Í�y�çY|�Å�v�zY�=v à ��Å(|èÇdv�â�~��^v

A+ 2I4 =

[ 5 −1 0 0
−1 5 0 0
0 0 3 −3
0 0 −3 3

]

v-~��^v-viwM�2|�Å(|��M�M�Îâ·�=v�ÅW|
�=v��=�iv��Î�2|ìÍÎ�Îz�åJ|�w=�ÎÅ�Ü��M�M���q|­{^|­~Y�J|��M�2|�ÍÎ�Îz�åJ| à �iy�z^��ÍÎ����ßÀw=v·~Y�^v −2
Ü*Ç�|�Í�y��

x��=æ�x��M��y({�v
A
�

ã'ÊNä��%|�Ê�v�z^{�y+~Y�^v
2
v −2

w2Ì�yFÇ�|�Í�y��=viw�x��=æ�x��M��y�w6{�v
A à �q|�Í�����Í�vÉy�w��=viwM�2|�zY�=viwIÇ�|�Í�y��=viwIx��=æ�x��M��y�wI{�viw=�2|?Å(|��M�M�Îâd�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù õ�|�Í�����Í�v�Å�y�wFy}x�y�ÍÎ�Îz^æ�Å}��y��q|��2|����=v��Mô�wM�M���iy�{�v
A
ë

det(A− λI) = det

[
3−λ −1 0 0
−1 3−λ 0 0
0 0 1−λ −3
0 0 −3 1−λ

]
= (3− λ) det

[
3−λ 0 0

0 1−λ −3
0 −3 1−λ

]
+ det

[
−1 0 0
0 1−λ −3
0 −3 1−λ

]
=

= (1− λ)2(3− λ)2 − 9(3 − λ)2 − (1− λ)2 + 9 =
(
(3− λ)2 − 1

) (
(1− λ)2 − 9

)
=

= (λ− 2)(λ − 4)(λ+ 2)(λ− 4).

ü�viwM�2|}ËUy��MÅ(|(y�wFÇ�|�Í�y��=viw!x��=æ�x��M��y�w!{^|�Å(|��M�M�Îâ
A
w2Ì�y −2 à 2

v
4
�iy�ÅBÅ���ÍÎ�M�Îx�ÍÎ������{^|�{�v

2
� , y��2| ëÉÚ!Å(|

|�ÍÎ�=v��MzJ|��M�ÎÇ�|­|�y­�qî�Í�����Í�yX{�yX{�v��=v��MÅ}�ÎzJ|�zY�=v��^w2|
y��=viwM��ÍÎ�2|�{�y­~��^v(��Å(|�Å(|��M�M�Îâ·{%��|�çdy�zJ|�Í�x#y���Ê�Í�y��iy�w
�=v�ÅB{�v��=v��MÅ}�ÎzJ|�zY�=v"�Îç��J|�Í�|�yèx��=y�{%���=y({�y�w4{�v��=v��MÅ}�ÎzJ|�zY�=viw�{�y�w4w=v��^w4Ê�Í�y��iy�wq�

����������	
���
��������������� ������������� ��!
"���#��%$ ∼ 	
�'&
�)(



ãU��ä��%|�Ê�v�z^{�y}~��^v+v�+%��wM�=v+x�v�Í�yèÅ�v�z^y�w�Å(|���w?��Å÷Ç�|�Í�y��?x��=æ�x��M��y}{�v
A
{%��Ëªv��=v�zY�=v�{�v

2
v −2

v�w=v�Åê�q|�Í�����Í�|��
y�wFviwMxJ|�Æiy�w?x��=æ�x��M��y�wF{�v

A à Å�y�wM�M�=v¡~��^v

2 ≤ dimE(2) + dimE(−2) ≤ 3

y�z^{�v
E(2)

v
E(−2)

{�viwM�Îç�zJ|�ÅBy�w4viwMxJ|�Æiy�w4x��=æ�x��M��y�w!{�v
A
|�w2w=y�����|�{�y�w!|

2
v¡| −2

�
Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù ��v

α
Ü���Å³Ç�|�Í�y��Èx��=æ�x��M��y¡v�z��2Ì�y

dimE(α) ≥ 1
�6ü�viwM�2|!ËUy��MÅ(|

dimE(2)+dimE(−2) ≥ 2
�

ÞIy��·y����M�=y�Í�|�{�y à {�y��=v�+��=y��=viæ��M���iy à w2|�Ê#v�Å�y�w-~��^vX|�w=y�Å(|�{^|�w-{%�ÎÅ�v�z^w=ú�viw*{�v��=y�{�y�w*y�w-viwMxJ|�Æiy�wx��=æ�x��M��y�w?{%��Å(|�Å(|��M�M�Îâ
n× n zJÌ�y�v�+��ivi{�v n ��2µy�çdy à w=v�z^{�y β ��ÅêÇ�|�Í�y���x��=æ�x��M��yè{%��wM�M�ÎzY�=y}{�v

2
v −2 à�=v�Å�y�w

dimE(2) + dimE(−2) + dimE(β) ≤ 4⇐⇒ dimE(2) + dimE(−2) ≤ 4− dimE(β) ≤ 3.

* �!��v��=|
A
��Å(|�Å(|��M�M�Îâ"wM�ÎÅ�Ü��M�M���q|è�=vq|�Í��mÞ>�=yqÇdv"~Y�^v�ë

ãª|dä ó y�{�y�w!y�w?Ç�|�Í�y��=viw?x��=æ�x��M��y�wF{�v
A
w2Ì�yè�=vq|���wq�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù5J õ�y�z^wM��ÍÎ�2|��4�=v�+%�=y}�=viæ��M���iy�� K

ã'ÊNäMLÈvi���=y��=viwFx��=æ�x��M��y�wF{�v
A
|�w=w=y�����|�{�y�wF|�Ç�|�Í�y��=viw4x��=æ�x��M��y�wF{%��w=�M�ÎzY�=y�wFw
Ì�y}y��M�=y�çdy�zJ|���wq�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù5J õ�y�z^wM��ÍÎ�2|��4�=v�+%�=y}�=viæ��M���iy�� K

/^�!õ�y�z^w=��{�v��=v�|}w=v�ç����Îz��=v¡vi~Y�J|�ÆqÌ�y(~Y�J|�{%�2î��M���q|(v�Å
R2 ë

f(x, y) = 2x2 + 3y2 + x+ y + 1 = 0.

ãª|däN0Tz^{%��~��^v�Å(|��M�M�Îâqviw
A ∈M2×2(R)

w=�ÎÅ�Ü��M�M���q| v
B ∈M1×2(R) à �2|���w4~��^v

f(x, y) = XTAX +BX + 1,

y�z^{�v
X = [ xy ]

�
Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù

A = [ 2 0
0 3 ]

v
B = [ 1

1 ]
� , y��2| ë , viwM�=v¡�q|�w=y à |}Å(|��M�M�Îâ A Ü¡{%��|�çdy�zJ|�Í à Í�y�çdy�zJÌ�y�Ü¡z^vi�iviw=w2î��M��y{�v��=v��MÅ}�ÎzJ|��!��Å(|èÅ��^{^|�z^Æq|({�v¡�iy�y��={�v�zJ|�{^|�wF~��^v¡|è{%��|�çdy�zJ|�ÍÎ�Îâqv��

ã'ÊNä�õ�y�Å}x�Í�v��=v¤y�w�~Y�J|�{%�2|�{�y�w
{�vXËUy��MÅ(|§|¦y�Ê��=v��
f(x, y)

zJ|�ËUy��MÅ(|��=vi{%��âi��{^|£v­��{�v�zY�M���J~��^v�|��^ç����2|
çdviy�Å�Ü��M�M���q|({^|�{^|èx�v�Í�|èvi~Y�J|�ÆqÌ�y

f(x, y) = 0
�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�ÙÈó v�Å�y�wqë

2x2 + 3y2 + x+ y + 1 = 0⇐⇒ 2(x2 + 1
2x) + 3(y2 + 1

3y) + 1 = 0⇐⇒

⇐⇒ 2(x2 + 1
2x+ 1

16 − 1
16 ) + 3(y2 + 1

3y + 1
36 − 1

36 ) + 1 = 0⇐⇒

⇐⇒ 2(x+ 1
4)2 + 3(y + 1

6)2 + 1− 1
8 − 1

12 = 0⇐⇒

⇐⇒ 2(x+ 1
4 )2 + 3(y + 1

6 )2 = −19
24

õ�y�z^��ÍÎ���ÎÅ�y�w+~��^v�y}�iy�z�����z��=y(w=y�ÍÎ�^ÆqÌ�y�{�v
f(x, y) = 0

Ü¡yèÇ�|�âi��y��

����������	
���
��������������� ������������� ��!
"���#��%$ ∼ 	
�'&
�)(



3 �!��v��=|
V
��ÅQviwMxJ|�Æiy��iy�ÅQx��=y�{%���=y·�ÎzY�=v��Mz^y���Ú!w
|�z^{�y�|�x#v�zJ|�w�|�w¡{�v��^z���Æiú�viw à Å�y�wM�M�=v�~��^v}w=v v1, . . . , vk ∈

V \ {0} w2Ì�yèÇdvi���=y��=viw!{�y���wF|è{�y���wFy��M�=y�çdy�zJ|���w!v�zY�2Ì�y v1, . . . , vk
w
Ì�yèÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�zY�=v"�Îz^{�v�x#v�z^{�v�z��=viwq�

Ò%Ó%ÔÖÕ�×qØ�Ó�Ù Lm|�Å�y�w¡wM��x�y���~��^v
V
Ü}viwMxJ|�Æiy-�=vq|�Í�� , y-�q|�w=y·{%��ÅQviwMxJ|�Æiy·�iy�Å}x�Í�v�+�y
|-{�v�Å�y�z^wM�M�2|�ÆqÌ�y�w=v�ç��^v

OQPSRUT>R8V@WXOQPYRUT[Z]\[V^W �F��v��M|�Å v1, . . . , vk ∈ V \ {0}
Çdvi���=y��=viw�{�y���w�|�{�y���w+y��M�=y�çdy�zJ|���wq� ó |�ÍIw=�Îç�z����J�q|�|�x�v�zJ|�w

~��^v 〈vi, vj〉 = δij à y�z^{�v δij ãUy�{�v�ÍÎ�2|�{�vX_��=y�z^vi��`dv��
äFÜ
0
w=v
i 6= j

v
1
w=v
i = j

��ÞIy��!{�v��^z���ÆqÌ�y
v1, . . . , vkw
Ì�yèÍÎ�Îz^vq|��MÅ�v�zY�=v"�Îz^{�v�x#v�z^{�v�z��=viw!w=v+zJÌ�yèËªy��=v�ÅÑÍÎ�Îz^v��2|��MÅ�v�z��=v�{�v�x�v�z^{�v�zY�=viw à ��� v��^w=v�zY��z�å���Å Çdvi���=y��F{�viw=�2|

ÍÎ��w=�2|�Ü?�iy�Å�Ê��ÎzJ|�ÆqÌ�y"ÍÎ�Îz^vq|��È{�y�w>�=viwM�2|�zY�=viw��m����x#y�z�åJ|�Å�y�w à �iy�Å³Ç���wM�2|�|���Å²|�Ê^wM���={�y à ~��^v?v�+%��wM�=v�ÅCzYá�Å�v��=y�w�=vq|���w
α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αk

�2|���wF~��^v

vi = α1v1 + · · · + αi−1vi−1 + αi+1vi+1 + · · ·+ αkvk.

öÈzY�2Ì�y à �^w
|�z^{�y(|�ÍÎ�Îz^vq|��M��{^|�{�v�{�y}x��=y�{%���=y}�Îz��=v��Mz^y�zJ|�x��M�ÎÅ�v��Î�2|}Ç�|��M��îiÇdv�Í à �=v�Å�y�wqë

〈vi, vi〉 = 〈α1v1 + · · · + αi−1vi−1 + αi+1vi+1 + · · ·+ αkvk, vi〉 =

= α1 〈v1, vi〉+ · · ·+ αi−1 〈vi−1, vi〉+ αi+1 〈vi+1, vi〉+ · · ·+ αk 〈vk, vi〉 =

= α1δ1i + · · · + αi−1δi−1,i + αi+1δi+1,i + · · ·+ αkδki = 0.

a �-w=v��=| à �2å^v�çY|�ßÀw=v�|���Å(|"�iy�zY�M�2|�{%��ÆqÌ�y à ��Å(|�Çdv�â!~��^vFxJ|��2|���Å²x��=y�{%���=y"�ÎzY�=v��Mz^y à vi 6= 0 =⇒ 〈vi, vi〉 > 0.
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