Departamento de Matemaética - Universidade de Coimbra,

Algebra Linear e Geometria Analitica II
(Licenciatura em Matematica)

12 Frequéncia, 10/11/2004

Importante: Responda apenas ao que se pede. Justifique as suas respostas. Seja conciso.

1. Sejam V e W espacos vectoriais sobre o mesmo corpo e seja T: V' — W uma transformacao
linear. Mostre que se T for injectiva entao 1" transforma conjuntos de vectores linearmente
independentes de V' em conjuntos de vectores linearmente independentes de .

2. Seja V um espacgo vectorial de dimensao finita e S: V — V uma transformacao linear.
Prove que:

(i) Se S for injectiva entdo é sobrejectiva.

(ii) Se S for sobrejectiva entdo ¢ injectiva.

3. Seja W = {(21, 22, 23) € C? | Re(21) = Re(22) = Im(23)}. Mostre que W néo é subespago do
espaco complexo C3.

4. Seja B € Msy2(Z7). Considere o seguinte subconjunto do espaco vectorial Moy, o(Z7):
W == {X € MQXQ(Z7) | XB == 02><2}.

(a) Mostre que W é subespago de My o(Z7).
(b) Suponha que B = [% %] Calcule a dimensdo de W.

5. Seja T': R3 — R? a transformagao definida por T'(zy, x9, x3) = (11 — T2, Ty — 3).

(a) Mostre que T ¢é linear.
(b) Mostre que T' é sobrejectiva.

(¢) Calcule a dimensao do nucleo de T.



Resolucao:

1. Sejam V e W espacos vectoriais sobre o mesmo corpo e seja T: V — W uma transformagao linear.
Mostre que se T for injectiva entdo 7' transforma conjuntos de vectores linearmente independentes
de V em conjuntos de vectores linearmente independentes de W.

Solugdo: Seja {vi,...,vx} um conjunto de vectores de V linearmente independentes. Usemos o
critério de independéncia linear para mostrar que o conjunto {7'(vy),...,T(vk)} é formado por
vectores linearmente independentes. Sejam aq,...,a; € K escalares tais que

OélT(’Ul) + .- Osz(Uk) = Ow.

Pela linearidade de 7" conclui-se que T'(ajv1 + - - - v ) = Oy, OU seja, que o vector ajvy + - - - Vg
pertence ao nicleo de T. Uma vez que T é injectiva e que entdo (é mesmo uma condigdo equivalente)

o seu nicleo se reduz a {0y}, conclui-se que ajv1 + - - - agvr = Oy. Por hipotese, {v1,..., v} € um
conjunto de vectores de V' linearmente independentes logo pelo critério de independéncia linear
(aplicado a este conjunto) conclui-se que ay = -+- = =0. O

2. Seja V um espago vectorial de dimensao finita e S: V — V uma transformagao linear. Prove que:

(i) Se S for injectiva entdo é sobrejectiva.

Solucdo: Se T injectiva transforma conjuntos de vectores linearmente independentes de V' em
conjuntos de vectores linearmente independentes. Seja {vi,...,v,} uma base de V. Pelo
que acabamos de referir, {T'(v1),...,T(v,)} é também um conjunto de vectores linearmente
independentes. Uma vez que o nimero de elementos deste conjunto é igual & dimensao de V'
deduz-se que {T'(v1),...,T(v,)} € uma base de V; em particular 7" transforma um conjunto
de geradores de V num conjunto de geradores de V, ou seja, T' é uma transformacao linear
sobrejectiva.

(ii) Se S for sobrejectiva entdo é injectiva.

Solugdo: Tal como na alinea anterior, consideremos uma base {vi,...,v,} de V. Uma vez
que T é sobrejectiva, o conjunto {T'(v1),...,T(v,)} gera V. Como V tem dimensdo igual ao
namero de elementos do conjunto anterior, conclui-se que {T'(v1),...,T(v,)} € uma base de

V. Em particular trata-se de um conjunto de vectores linearmente independente. A conclusio
tira-se das seguintes equivaléncias.

{T(v1),...,T(vyp)} lin. dep. <=
<~ Jaq,...,an € Ktal que ;T (v1) + -+ T (v,) = Oy <~
<~ Jay,...,a, € Ktal que T(agv1 + -+ + apu,) = 0y <
<= KerT # {0y} <= T néo ¢é injectiva

Nota: Se V' é um espaco de dimensao infinita, nenhuma das afirmacoes anteriores é verdadeira
em geral. Consideremos o espago F(N,R) das fungdes de Nem R. SejaT: F(N,R) — F(N,R)
a transformacao (verifique que é linear) definida por

fr N—R T(f): N—R
—
nes fn) ni f(n+1)
é sobrejectiva (verifique) mas ndo é injectiva. De facto se f,g € F(N,R) sdo duas fungdes,
T(f) = T(g) se e s6 se f e g coincidem em {n > 1} C N; a imagem do zero nao tem de

coincidir. J4 a transformacdo que envia f € F(N,R) na funcdo T'(f) tal que T'(f)(0) =0 e
T(f)(n) = f(n —1) & injectiva e ndo é sobrejectiva.
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3. Seja W = {(21, 22, 23) € C* | Re(21) = Re(22) = Im(z3) }. Mostre que W néo é subespaco do espago
complexo C3.

Solugdo: Neste caso falha o axioma do fecho da multiplicacdo por um escalar. Consideremos o
vector (1,1,1 4 4). Temos Re(1) = Im(1 +¢) = 1 e logo (1,1,7) € W. No entanto i(1,1,1 +1i) =
(1,i,—1 4+ 1) € W ja que Re(i) = 0 mas Im(—1 4+ ¢) # 0.

4. Seja. B € Msyxo(Z7). Considere o seguinte subconjunto do espaco vectorial Moy o(Zr):
W = {X € MQXQ(Z7) ’ XB = 02X2}.

(a) Mostre que W é subespago de May2(Z7).
Solugdo: W é nfo vazio uma vez que OsxoB = 0342 € logo 0axo € W. Mostremos que W é
fechado para a adicao. Sejam X; e Xy dois elementos de W. Isto é, duas matrizes tais que
X1B = X9B = 09x2. Temos (Xl + XQ)B = X1 B + X3B = 02492 + 0252 = 0242. Deste modo,
X1+ X9 € W. Mostremos que W é fechado para a multiplicacdo por um escalar. Seja X € W
e a € Zy. Temos (aX)B = a(XB) = alxa = 02x2; logo aX € W. Assim conclui-se que W é
subespaco de Mayo(Z7).

(b) Suponha que B =

[ —

%% . Calcule a dimensao de W.
Solucdo: A matriz B é invertivel. Para ver que assim é, basta calcular o seu determinante:
2

det(B)=1-4-3-2=4—6=4+1=5+#0. Desta forma

XB = 03y3 <= (XB)B™! = 0352B7 = 090 <= X = Ogx0.

Logo W = {02x2}; donde dim W = 0.

5. Seja T: R?® — R? a transformacio definida por T'(x1, 72, 23) = (1 — T2, 22 — 23).

(a) Mostre que T € linear.
Solucdo: Sejam (x1,2,23) e (y1,%2,y3) vectores de R3 e o € R. Temos

T((x1, 22, 23) + (Y1,Y2,y3)) =
=T(v1+y1,72 + Y2, T3 + y3) =
= (@1 +y — (@2 +y2), 22+ y2 — (w3 +y3)) =
=(x1 —x24+ Y1 — Y2, 02 — T3+ Y2 — Y3) =
= (x1 — w2, 22 —23) + (Y1 — Y2,¥2 — Y3) =
=T(x1,x2,23) + T(y1.y2,y3)-
Temos também
T(a(z1,x2,23)) =

= T(axy, axs, axs) =

= (ax] — awe, axy — aury) =

= a(r) — 29,9 — x3) =

= oT(z1, 2, T3).

Mostramos que 7' é uma transformacao linear.
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Nota: Nao faz parte dos axiomas que definem uma transformacao linear que 7°(0,0,0) = (0,0).
Esta é uma consequéncia da linearidade e como tal ndo é necessario verificar. Esta propriedade
é frequentemente usada como (primeiro) teste para verificar que certa transformacgio nao é
linear. Mais precisamente uma transformacao que viole esta condi¢do ndo é linear.

(b) Mostre que T' é sobrejectiva.

Solucdo: Basta verificar que todos os vectores de R? sdo imagem de algum vector de R? pela
transformacdo 7. H& vérias maneiras de fazer isto uma vez que (como veremos adiante) T
ndo é injectiva. Seja (a,b) € R? um vector arbitrario. Entdo o vector (a,0, —b) tem imagem o
vector (a,b) como se verifica facilmente: T'(a,0,—b) = (a — 0,0 — (=b)) = (a,b).

(c) Calcule a dimensdo do nucleo de T'.

Solucdo: Pela alinea anterior, T é sobrejectiva e logo dimIm7T = dimR? = 2. Aplicando a
férmula
dimR? = dimKer T + dimIm T

deduz-se que dim KerT = 1.

3 de Janeiro de 2005 www.mat.uc.pt/~neves



Departamento de Matemaética - Universidade de Coimbra

Algebra Linear e Geometria Analitica II
(Licenciatura em Matematica)

22 Frequéncia, 15/12/2004

Importante: Responda apenas ao que se pede. Justifique as suas respostas. Seja conciso.

1. Considere uma matriz A € M,,«,(R) e o« um ntimero real. Mostre que se na matriz A — o
existe uma linha que é combinacao linear das restantes entao « é valor proprio de A

3 —1 0 0

) ) - 3 0 0

2. Considere a matriz 0 0 1 _3
0 0 -3 1

(a) Por inspeccao das matrizes A — 2I, e A+ 21, e sem calcular determinantes, mostre que
2 e —2 sao valores proprios de A.

(b) Sabendo que 2 e —2 sao valores proprios de A, calcule os restantes valores proprios desta
matriz.

(c) Sabendo que existe pelo menos mais um valor préoprio de A diferente de 2 e —2 e sem
calcular os espagos proprios de A, mostre que

2 <dim F(2) + dim £(-2) < 3

onde E(2) e E(—2) designam os espagos proprios de A associados a 2 e a —2.

3. Seja A uma matriz simétrica real. Prove que:

(a) Todos os valores proprios de A sio reais.

(b) Vectores proprios de A associados a valores proprios distintos sdo ortogonais.

4. Considere a seguinte equacao quadrética em R:
flz,y) =202 +3y* +x+y+1=0.
(a) Indique matrizes A € Msyo(R) simétrica e B € Mi«o(R), tais que
f(z,y) = XTAX + BX +1,
onde X =[]

(b) Complete os quadrados de forma a obter f(z,y) na forma reduzida e identifique a figura
geométrica dada pela equacdo f(x,y) = 0.

5. Seja V um espaco com produto interno. Usando apenas as defini¢cGes, mostre que se vy, ..., v, €
V'\ {0} s@o vectores dois a dois ortogonais entdo vy, ..., vy sdo linearmente independentes.



Resolucao:

1. Considere uma matriz A € M, «,(R) e @ um numero real. Mostre que se na matriz A — al existe
uma linha que é combinagao linear das restantes entdo « é valor proprio de A

Solucdo: Se a matriz A — o tem uma linha que é combinacao linear das restantes entdao a dimensao
do espaco linha desta matriz é estritamente menor que n. Por outras palavras A — af é uma matriz
singular e como tal tem determinante nulo. Por lado sabemos do texto teérico que o é um valor
proprio se e s6 se det(A — al) = 0.

2. Considere a matriz

(a) Por inspecgdo das matrizes A — 21y e A+ 21, e sem calcular determinantes, mostre que 2 e —2
sao valores préoprios de A.

Solucdo: A matriz A — 214 é a matriz
1 -10 0
11 0 0
0 0 —1-3
0 0 —3-1

cuja primeira linha é simétrica da segunda. Desta forma, de acordo com o que demonstramos
no Problema 1, conclui-se que 2 é valor préprio de A. Analogamente, uma vez que

5 -1 0 0
_|-15 0 o0
A+2l = [ 00 3 —3]
0 0 -3 3
e que esta matriz tem a terceira linha simétrica da quarta linha, conclui-se que —2 é valor
proprio de A.

(b) Sabendo que 2 e —2 sdo valores proprios de A, calcule os restantes valores proprios desta matriz.

Solucdo: Calculemos o polinémio caracteristico de A:
3-A -1 0 0

3-=x 0 0 -1 0 0
det(A — XI) =det | ' 352,% % :(3—)\)det[ 0 1-X -3 ] + det [ 0 1-) 3} =
0 0 —3 1-A 0 -3 1-X 0 -3 1-X

=1-=2)*B=-2)?=-9B8-2)*-(1-X2)?*+9=(3=-X)?-1)((1-X)?*-9) =
=A=2)A=4)A+2)(A—14).
Desta forma os valores proprios da matriz A sdo —2, 2 e 4 com multiplicidade 2. Nota: Uma

alternativa ao cédlculo do determinante usa o resultado que uma matriz diagonal por blocos
tem determinante igual ao produto dos determinantes dos seus blocos.
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(c) Sabendo que existe pelo menos mais um valor préprio de A diferente de 2 e —2 e sem calcular
os espacos proprios de A, mostre que

2 <dimE(2) +dim E(-2) <3
onde F(2) e E(—2) designam os espacos proprios de A associados a 2 e a —2.

Solugdo: Se «v é um valor proprio entdo dim E(«) > 1. Desta forma dim E(2) +dim E(—2) > 2.
Por outro lado, do texto tedrico, sabemos que a soma das dimensdes de todos os espacos
proprios duma matriz n X n ndo excede n. Logo, sendo § um valor proprio distinto de 2 e —2,
temos

dim £(2) + dim E(-2) + dim E(f) < 4 <= dim E(2) + dim E(-2) < 4 —dim E(f5) < 3.

3. Seja A uma matriz simétrica real. Prove que:

(a) Todos os valores proprios de A sdo reais.
Solugdo: [Consultar texto tedrico.]

(b) Vectores proprios de A associados a valores proprios distintos sdo ortogonais.
Solugdo: [Consultar texto tedrico.|

4. Considere a seguinte equacio quadratica em R?:
flz,y) =222 + 32 +x+y+1=0.
(a) Indique matrizes A € May2(R) simétrica e B € Mj42(R), tais que
f(z,y) = XTAX + BX +1,

onde X = [y].
Solugdo: A =[39] e B =[1]. Nota: Neste caso, a matriz A é diagonal, logo ndo é necessério
determinar uma mudanca de coordenadas que a diagonalize.

(b) Complete os quadrados de forma a obter f(z,y) na forma reduzida e identifique a figura
geométrica dada pela equagdo f(x,y) = 0.
Solucdo: Temos:

20+ 32+ o+ y+1=0= 20"+ 32) + 30 + 39) + 1 = 0=
=2t ir+ - H) 3 iyt s &) +1=0
=2z + 12 +3u+ P +1-f -5 =0
= 2at D3+ 3= -8

Concluimos que o conjunto solu¢do de f(z,y) = 0 é o vazio.
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5. Seja V um espaco com produto interno. Usando apenas as defini¢does, mostre que se vy, ...,v; €
V'\ {0} sdo vectores dois a dois ortogonais entéo vy, ..., v sdo linearmente independentes.

Solugdo: Vamos supor que V' é espaco real. No caso dum espaco complexo a demonstracdo segue
mutatis mutandis. Sejam vy,..., v € V' \ {0} vectores dois a dois ortogonais. Tal significa apenas
que (v;,vj) = 6;;, onde ¢;; (o delta de Kronecker) é 0 se i # j e 1 se i = j. Por defini¢do vy, ..., vy
sdo linearmente independentes se nao forem linerarmente dependentes, i.e. se nunhum vector desta
lista é combinacgao linear dos restantes. Suponhamos, com vista a um absurdo, que existem niimeros
reais a1, ...,Q4-1, 041, .., 0L tals que

Vp = QU A+ Q101 + Q1 Vi1 0 Qg U
Entao, usando a linearidade do produto interno na primeira varidvel, temos:
(Vi vi) = (Q1v1 + - + @101 + Qi 1Vip1 + o Qg V) =
= aq (1, ;) + - a1 (Vim1,vi) g (Vi vi) oo o (g, ) =
=001+ Foi—10i—1,; + @141 + -+ agdy; = 0.
Ou seja, chega-se a uma contradi¢do, uma vez que para um produto interno, v; # 0 = (v;,v;) > 0.

FIM
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