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1. (a) Defina dominio euclidiano.
(b) Prove que todo o dominio euclidiano é um dominio de ideais principais.

(c) Determine um méximo divisor comum entre p(z) = 323 + 22 — 2 +1 e ¢(z) = 322+ 2 -2 no
dominio euclidiano Q[x] .

(d) O ideal de Qz] gerado por p(x) e g(z) é principal. Indique, justificando, um seu gerador.

2. Seja R um anel com identidade e M um R—moédulo.

(a) Diga o que significa M ser um R-médulo livre.

(b) Sejam my,...,m, elementos de M. Prove que as trés afirmagoes seguintes sdo equivalentes:
i. O conjunto {myq,...,m,} gera M livremente.
ii. O conjunto {my,...,m,} gera M e é linearmente independente.

iii. Todo o elemento m de M tem expressdo unica da forma m = rymi + ...+ rp,m,, com
r1,...,Tn € R.

3. (a) Decomponha o Z—médulo M = Zyg P Zag & Z19s
i. nas suas componentes primarias;
ii. como soma directa de médulos indecomponiveis;

iii. como uma soma directa M = M1 ® My & --- D M, onde M; é um modulo ciclico nao trivial com
ordem d;, i =1,...s, com dy | da | --- | ds.

(b) Qual a sequéncia de invariantes de torsao de M?

4. Seja f € Endc(C™). Determine todas as possiveis formas normais de Jordan de f em cada uma das
seguintes situacoes:

(a) O seu polinémio minimo é (x —5)3 e n = 6.

(b) O seu polinémio caracterfstico é (z—5)3(x —3)?, o seu polinémio minimo é (z—5)?(x—3) en = 5.

5. Seja M um modulo ciclico com torsao sobre um dominio de ideais principais R.

(a) Descreva os submddulos de M e prove que estes sdo em nidmero finito.

(b) Mostre que todo o médulo quociente de M é isomorfo a um submdédulo de M.



