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1. Sejam R e S anéis comutativos com 1 e ϕ : R → S uma função.

(a) Mostre que, para todo o S-módulo M , r m := ϕ(r)m, para m ∈ M e r ∈ R, define
uma estrutura de R-módulo em M se, e só se, ϕ é um homomorfismo de anéis que
preserva 1.

(b) Suponha que S é um domı́nio de integridade. Caracterize os homomorfismos ϕ que
tornam S um R-módulo sem torsão.

2. Seja R um anel comutativo com 1, e seja M um R-módulo.

(a) Diga o que significa M é soma directa interna de M1, · · · ,Mn.

(b) Seja M soma directa interna de M1, · · · ,Mn. Para cada i = 1, · · · , n, seja Ni um
submódulo de Mi, e seja N = Σn

i=1Ni. Prove que, se ν : M → M/N é o homomorfismo
canónico, x 7→ x + N , então

M/N = ν(M) = ν(M1)⊕ · · · ⊕ ν(Mn),

e ν(Mi) ∼= Mi/Ni, para i = 1, · · · , n.

3. Para a matriz




1− x 1 + x x

x 1− x 1
1 + x 2x 1


 em Q[x], calcule a matriz dos factores invariantes.


