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Exame - Epoca de Recurso (2h30m) 13/JUL/2007

1. Sga A um subconjunto qualquer de um espaco de Hilbert H.

(a) Definao ortogonal de A, AL.
(b) Mostre que AL é um subespago fechado de 'H.
(c) Mostre que (A+)* é o menor subespago fechado de 'H que contém A.

2. SdaH=#(R) e

(o o]
> n’lan” <'oo} ,
n=1

K= {(an)neN_ €eH

com produto interno
[ <]

((an), (bu))x = Zn?a,,b,,.
n=1

(@) Mostre que X com o produto interno {-,-)x tem injecgdo compacta em A,

(b) Dado L E H, sendo X um subespago de 'H, L define naturalmente um
funcional sobre K. Sendo k. o vector de 'H que representa L em ' (dado
pelo Teorema de Representagao de Riesz) e kr, 0 vector que representa L
em K'. Como se relacionahz com kz?

-

(V.S.F.F.)



3. Sgjal = (a,b) um intervalo aberto e limitado em R, e g € L?(I) uma fungéo
estritamente positiva, isto é, g(z) > A paraalgum A > 0.

(a) Mostre que paracadafuncdo f de L?(l) existe umae umaso funcio u em
Hi (1) tal que

b : b
/u’¢'+gu¢dm=/ fédz Ve e CHI).

(b) Mostre quese g € L*®, naverdadeu € H%(l) e

v =gu-f (nosentidofraco.)

(c) Mostre que o operador que af associau é um operador compacto de L (1) (6 ”’0}
em HL(I).

(Sugestdes: Em (a) podeser Util definir umaforma bilinear e um funcional linear
apropriadaos; em (C) use resultados conhecidos de injecgao compacta.)

4. SejaU < BY aberto, N > 0 e Gy € C(R) afuncdo

s, sels|<N,

Cnls) = {N, se [s| > N.

Mostre que se u € Wi?(U), 1 < p < oo, entdo G,(u) E WhP(U) cacule o seu
gradiente (no sentido fraco).

5. SgalU um aberto conexo de R? e u € Wl?(U), p € [1, 00|, tal que
Du=0 qt.p.emU.

Mostre que u é constante q.t.p. em U.



