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Exame - Epoca Normal (2h30m) 24/ Jan /2007

Grupo A

1 Mostre que se ¢ é uma medida e u(A) = 0, entdo, para qualquer B C A,
u(B) =0 e B é mensuravel.

2. Seja m a medida de Lebesgue em R. Admita a existéncia um conjunto nao
mensurdvel S C R. Mostre que se A C R e m(A4) > 0 entdo A contém um
subconjunto ndo mensuravel. (S ndo esta a partida relacionado com A.)

3. Expligue o quefalha naseguinte (falsa) demonstracdo de que todo o subconjunto
de R é mensuravel: Segja S C R qualquer. Como a medida de Lebesgue é
regular, existe um conjunto mensuravel A, SC A, tal que m(A) = m(S). Entdo
m(A\'S) = 0 e portanto A \ S¢ mensuravel. Masentdo S= (A\ S)*NA ¢
interseccdo de conjuntos mensuraveis, logo mensuravel.

Grupo B

1. Seja x uma medidaem R? e (fn)nen C LP(1) uma sucessio convergente para f

q.t.p. en R? e tal que || fulle — |If || ze- | .
L7114
(a) Use 0 Teorema de Egorov para obter conjuntos A e B tais que

/ fiPdg<e e fo—T uniformementeem B.
/4 |

(b) Aplique o Lemade Fatou a qurfd¥ para concluir que

P
limsup/ |fn|(#t < E.
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(c) Concluaque f, — f em LP(u).



2. Sgam f € LP(R?%) eg € LI(R?), onde p e q sdo expoentes conjugados, p € [0, 2]
eqE [2,c0]. Mostre quef *g é uniformemente continua em R<.
Grupo C
1. Mostre que o limite fraco de uma sucessdo num espaco de Banach é Unico.

2. Mostre que um espago de Banach E é reflexivosee sé seo(E',E") = o*(E', E).
(Pode invocar todos os teoremas que demonstramos nas aulas.)

3. SgaT : E— L um operador linear continuo entre os espagos de Banach E e L.
Definimos o transposto de T, T' : L' — E’ por

(T'g, ) =(g, Tz) VgeL' VxeE.

() Mostre que T” é um operador linear continuo com ||T"|| < |IT}]. (Pode
também mostrar que ||T”|| = ||T|.)

(b) Mostre que se (z,)nen € Uma sucessao fracamente convergente em E, entdo
(Tzp)nen é uma sucessdo fracamente convergenteem L.

Parte 11

Grupo D
Responda apenas a uma das seguintes perguntas.

1 Sgaco(R) = {x=(x1, Z3,...): zn ER, lim, z, = 0} munido com a norma do
supremo: ||x|lc = supy, |z4]- Mostre que o dual de ¢ é £*(R).

2. Mostre que paraqualquer ¢ E (0, 1) existe um conjunto aberto E C (0, 1), denso
em (0, 1) etal quem(F) =8.



