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1. (a) Justifique a seguinte afirmacao:

Em IR, os borelianos sao os conjuntos que podem ser obtidos, a partir dos intervalos,
por reunioes, interseccoes e diferencas numeraveis.

(b) Prove que os borelianos sao Lebesgue-mensuréveis.
2. Seja p uma medida de Radon, em IR". Diga, justificando convenientemente, se é ver-
dadeira ou falsa a seguinte afirmacao:

Qualquer conjunto p-mensuravel é a reuniao de um boreliano com um conjunto de medida
nula.

Sugestao: Tenha em consideracao o Teorema I.18.

3. Determine o integral de Lebesgue, sobre o intervalo |0, +oo[, das fungoes

(a) fz) =l
1
(b) f(z) = W (nas duas alineas desta pergunta, [z] designa a parte inteira de z).

4. Se |f(x)] < M a.e. em A e u(A) < 400, prove que |/Af(:v)d,u| < Mu(A).

5. Sendo p(X) < 400 e p>q > 1, prove que LP(X, u) C LY(X, p).
Sugestao: Aplique a desigualdade de Holder a | f]9.
6. (a) Prove que as convolugbes permutam com as translagoes, isto é, sendo o operador
translagao T'(a) definido por (T'(a)f)(x) := f(z + a), verifica-se T'(a)(f1 * f2) =
T(a)fi* fo = fixT(a)f2

(b) Sendo f € C e p, uma sucessao regularizante, diga, justificando convenientemente,
para que fungao tende uniformemente a sucessao T'(a)(p, * f), em cada compacto

de R".
7. Sejam E um espaco de Banach e K um seu subespago convexo, fechado e limitado.

Diga, justificando convenientemente, quais das seguintes afirmacgoes sao verdadeiras:
e Se K é compacto para o(E, E"), entao {x € E : ||z|| < 1} é compacto para o(E, E").
e Se E =1R?, entdo K é compacto para o(E,E").
e Se E' = L*(IR"), entdo K é compacto para o(E, E').

8. Diga, justificando convenientemente, se, em IR?, podera existir alguma sucessao conver-
gente fracamente mas nao convergente fortemente.



