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1. Sejam X um conjunto nao vazio e ¢ uma medida, em X.
Sejam ainda A e B subconjuntos de X, tais que A C B, u(A) < oo, B é p-mensurével e
n(B) = p(A).
Mostre que, para qualquer subconjunto pu-mensuravel, C', de X, se verifica

wWANC)=pu(BNC).
2. Seja p uma medida, em IR", tal que, para quaisquer subconjuntos A e B de IR" satis-
fazendo dist(A, B) > 0, se verifica u(AU B) = u(A) + u(B).
Seja ainda (7', 7) um espago topoldgico.

Prove que se f: IR" — T é uma funcao continua, entao f é y-mensuravel.

3. Considere (LP(X), p) com 0 < p < 1 e u, o-finita. No que se segue, p’ designa o conjugado
de p.
Mostre que se f € LP(X), g € L (X), f e g sdo positivas, entdo, supondo Js g”'du #0,
a desigualdade de Holder pode escrever-se na forma

/ngd/l2</xfpdu);</Xgp,du);/.

Sugestao: Sendo ¢ := g7P e ¢ := ¢gP fP, repare que, se fg é integravel, entao ¢ € L%(X).

4. Prove que o integral de Lebesgue, sobre o intervalo [0, 400, da funcao f definida por
f(z) = e~ se x ndo é racional e f(x) = 10, se x é racional, tem o valor % ([2] designa
a parte inteira de z).

Sugestao: Os subconjuntos numeraveis, de IR, tém medida, de Lebesgue, nula.

5. (a) As convolugbes permutam com as translagoes, isto é, sendo o operador translagao
T'(a) definido por (T'(a)f)(x) := f(x + a), verifica-se T'(a)(f1 * f2) = T'(a)f1 * fo =
fixT(a)f2?

(b) Sendo f € C e p, uma sucessao regularizante, diga, justificando convenientemente,
para que fungao tende uniformemente a sucessao T'(a)(p, * f), em cada compacto

de R".
6. Seja (H,| -||) um espago de Hilbert e (z,), uma sucessao de vectores ortogonais, em H.

(a) Prove que se 3, z,, é fortemente convergente, entdao 3, ||z,||? é convergente.
(b) Sera >, x, fracamente convergente e terd limite (fraco) unico? Justifique a sua
resposta.
7. Sejam p uma medida de Radon, em IR e A um conjunto p-mensuravel, com pu(A) < oo.

Prove que A = B U C com B um conjunto obtido, a partir de intervalos, por reunioes,
intersecgoes e diferencas numeraveis e pu(C') = 0.



