Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra Exame de Algebra I

Duragao: 2h30m 18/01/06

O primeiro grupo de questoes é de escolha multipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima
que lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotagao (desde que a nota do

exame permanega nao negativa).

Nas outras questoes justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais calculos.

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor l6gico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F
(a) A divisao de polinémios é sempre possivel em Zig[x]. |:|:|
(b) Se n € N é um nimero primo entdo (n) é um ideal maximal de Z. |:|:|
(c) Q(u) = Q(u? +u+1), onde u? +u — 6= 0. |:|:|
(d) Se L é uma extensao finita de K e [L : K| é um nimero primo,

entao L é uma extensao simples de K. |:|:|
1 0 0 01
(e) O cédigo (5,2)-linear bindrio definido pela matriz | 0 1 0 1 1
0 01 11

corrige erros duplos. I:Ij

Seja A = (Q, +, %), onde + denota a adi¢do usual de racionais e * é definida por a * b = 2ab.

o

(a) Mostre que A é um anel comutativo com identidade.

(b) Determine um subanel de A que seja isomorfo ao anel usual (Z,+,-) dos inteiros, des-

crevendo o isomorfismo (e justificando que é de facto um isomorfismo).
3. Determine:

(a) O inverso de 62 — 66 + 8 na extensdo simples Q(#), onde @ satisfaz % — 662 + 90 + 3 = 0.
(b) [Q(v/3.6) : Q] onde 62 + /30 + 3 = 0.

(c) O ntimero de elementos do corpo Fy1[z]/{z? + 1).

=

Prove que:

(a) Se K é um corpo, o anel de polinémios K[z]| é de ideais principais.

(b) Se K ndo é um corpo, o anel de polinémios K[z]| ndo é necessariamente de ideais prin-

cipais.

4

Mostre que:

(a) O corpo Fy1[z]/(x? + x + 4) é isomorfo a Fyq[z]/(z? + 1).

(b) A soma de todos os elementos de um corpo finito, com a excepcao de Fa, é 0.
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V F
(a) A divisao euclidiana de polinémios é sempre possivel em Zjg[z]. -

[Por exemplo, é impossivel fazer a divis&o pelo polindmio
constante 2, uma vez que 2, sendo um divisor de zero de Zig,

ndo é invertivel.]

(b) Se n € N é um nimero primo entdo (n) é um ideal maximal de Z.

H

[ 0 ideal (n) é maximal se e s6 se o anel quociente Z/(n)
é um corpo. Mas Z/(n)=Z,, e Z, é um corpo precisamente

quando n é primo, pelo que a afirmacg8o é verdadeira.]

(c) Qu) = Q(u?+u+1), onde u? +u — 6 = 0. -
[Como u®+u =6, entdo Qu?+u+1)=Q(7)=Q. Por outro lado,
as duas raizes de 2°+ 1z — 6 sdo racionais (z =2 ou z = —3),

pelo que também Q(u) coincide com Q.]

(d) Se L é uma extensao finita de K e [L : K] é um numero primo,
entao L é uma extensao simples de K. -
[Se L é uma extensfo finita de K todos os seus elementos s&o
algébricos sobre K. Como [L:K]=p>1, existe 0 L\ K.
Pelo Teorema da Torre, p=[L: K| =[L:K(0)][K(0): K].
Como # ¢ K, [K(0): K] >1. Mas p é primo, donde sé pode ser
[K(@): K]=p e [L:K(#)]=1. Esta tltima igualdade diz-nos
que L =K(f), pelo que L é uma extensfo simples de K.]

1 0 001
(e) O cddigo (5,2)-linear binario definido pela matriz | 0 1 0 1 1
0 0111

detecta e corrige erros duplos. -

[As palavras deste cédigo sfo da forma (z5,z4 + X5,T4 + X5, T4, Ts5)
com z4,T5 € Zo. 0 cédigo é pois formado por 4 mensagens:
(0,0,0,0,0), (0,1,1,1,0), (1,1,1,0,1), (1,0,0,1,1). Logo a sua
disténcia minima é 3. Portanto, detecta erros duplos mas s6

corrige erros singulares.]

2. (a) Uma vez que + é a adigao usual, o par (Q, +) é um grupo comutativo. Bastara entao ve-
rificar que a operagao * é associativa, distributiva relativamente & adicao e tem elemento

neutro:

Associatividade: Para quaisquer a,b,c € Q temos a * (b * ¢) = a * (2bc) = 2a2bc = 4abc

enquanto (a * b) x ¢ = (2ab) * ¢ = 4abe, pelo que se confirma a propriedade.

Distributividade: Como * é comutativa basta verificar uma das condigoes de distribu-
tividade: para quaisquer a,b,c € Q, ax (b+c¢) = 2a(b+¢) = 2ab+ 2ac = (a*b) + (a*c).

Elemento neutro: 1/2 é elemento neutro de * pois, para qualquer a € Q, a * (1/2) = a.




(b)

Consideremos S = {a/2 : a € Z} C Q, que é claramente um subanel de A: é nao vazio
e, para quaisquer x = a/2,y =b/2 € S, tem-se v —y = (a/2) — (b/2) = (a—b)/2 € S e
xxy=2xy =2(a/2)(b/2) =ab/2 € S.

Também nao ¢ dificil ver que (S, +, ) = (Z, +, -):

Como, para cada x € S, 2z € Z, podemos definir a fun¢ao

f+ (S,+,%x) — (Z,+,")

x — 2x.

E um homomorfismo de anéis: para quaisquer z, y € S tem-se f(z+y) =2(x+y) =
20+ 2y = f(z) + f(y) e flxxy) = f(2zy) = 4y = 222y = f(x)f(y).

E injectiva: fe)=fy)e2r=2ysz=y.

E sobrejectiva: para cada a € Z seja x = a/2 € S; evidentemente f(x) = 2(a/2) = a.

O polinémio x® — 622 + 9z + 3, do qual 6 é raiz, é irredutivel sobre Q (pelo critério de
Eisenstein, p = 3), logo é o polinémio minimo m(z) de @ sobre Q. Seja f(r) = x?—6x+8.
Uma vez que m(x) = zf(z) + z+3 ¢ f(z) = (z —9)(z + 3) + 35 (o que confirma que
mdc(m(x), f(z)) = 1), entao

35 = f(2) — (¢ = 9)(m(z) — 2f(2)) = (¢” = 9z + 1) f(2) — (z — Ym(a),

ou seja,

1
1= g[(ﬁ — 9z + 1) f(z) — (x — 9)m(x)].

Substituindo x por 6 obtemos 1 = %(92 —90 4+ 1)f(0), o que mostra que

(0% —60+8) = f(0)" = %(02 — 904 1),

Pelo Teorema da Torre,
[Q(V3,0) : Q] = [Q(V3,0) : Q(V3)[Q(V3) : Q.

Como z? — 3 ¢ irredutivel sobre Q (pelo critério de Eisenstein, p = 3), trata-se do
polinémio minimo de v/3 sobre Q, donde [Q(v/3) : Q] = 2. Por outro lado, # é raiz do
polinémio x2 + v/3x + 3 € Q(v/3)[z]. Sera este polinémio irredutivel sobre Q(+/3)? Pela
férmula resolvente das equagoes do segundo grau, as suas duas raizes sao M €
C \ R, ambas ndo reais. Logo, pelo critério das raizes, > + v/3z + 3 é irredutivel sobre
Q(v3) C R, donde [Q(v/3,0) : Q(v/3)] = 2. Em conclusao, [Q(v/3,6): Q] =2 x 2 = 4.
Uma vez que
Fii[2]/(2? + 1) = {p(z) + (2 + 1) | gr(p(x)) < 1}

e existem precisamente 11 x 11 = 121 polinémios de grau menor que 2 em Fy;[x], o corpo
Fi1[z]/(x? + 1) tem 121 elementos.

Teorema 2.7 nos Apontamentos:

Seja I um ideal de K|x]. Se I = {0}, entao I = (0), que é um ideal principal. Podemos
pois admitir que I # {0}.

Consideremos entdo o conjunto N = {n € Ny | existe s(z) € I, gr(s(z)) = n}. E claro
que, como [ # {0}, N é nao-vazio, pelo que tem um minimo. Seja m(z) um polinémio

em [ de grau igual a esse minimo (podemos supor que m(z) é ménico; com efeito, se



nao fosse, isto é, se o coeficiente do termo de maior grau fosse igual a a # 1, poderiamos
sempre considerar o polinémio n(z) = a=tm(z) € I).

Provemos que I é principal mostrando que I = (m(z)). Como m(xz) € I, é 6bvio
que (m(z)) C I. Por outro lado, se p(x) € I, usando o algoritmo de divisao temos
p(z) = q(x)m(x) + r(x), onde gr(r(x)) < gr(m(z)). Dado que I é um ideal, podemos
concluir que r(z) = p(x) — q(z)m(x) € I. Mas entao r(x) s6 pode ser igual a 0 pois, com
excepgao do polinémio nulo, ndo pode haver nenhum polinémio em I de grau inferior a

gr(m(z)). Assim, p(z) é um miltiplo de m(z) pelo que pertence ao ideal (m(x)).

Por exemplo, para K = Z, o ideal (2,x) de K|[z] ndo é principal.

Como vimos na alinea (c) de 3, o corpo Fy1[z]/(z%+ 1) tem 121 elementos. Mas o corpo
Fi1[z]/{x? 4+ x + 4) também tem 121 elementos, logo sdo necessariamente isomorfos (a

F191 = Fy;2), pelo Teorema de Moore (Corolario 4.3 dos Apontamentos).

Qualquer corpo finito tem sempre um numero de elementos igual a uma poténcia p”
de um primo p, e esse corpo é isomorfo a F,[x]/(r(z)) para qualquer polinémio r(x) de
grau n irredutivel sobre [F,,. Os seus elementos sao entao as classes laterais p(z) + (r(z))

definidas pelos polinémios p(x) de grau inferior a n:

Grau
0: 0 1 2 p—2 p—1
1: x r+1 T +2 T+p—2 z+p—1
2x 20 + 1 2z + 2 20 +p—2 2c+p—1
(p—2)x (p—2)z+1 (p—2)z+2 (p—2)z+p—2 p—2)z+p—1
(p— 1z (p—1lz+1 (p—1)z+2 (p—1lz+p-2 (p—Lz+p-1
2 x? 2?41 2?42 2?4+ p—2 2 +p—1
22+ > +x+1 22+ x+2 224+rx+p—2 24+r+p—1
2 + 2z 22+ 22 +1 2% 4+ 22 +2 224+ 2x+p—2 224+ 2x+p—1
2rp-2)r 22+ (p-2)x+1 22+ (p—-2)z+2 2+ (p-2rx+p-2 22+(p-2)z+p—1
2yp-Dz 22+(p-Dz+1 22+(p-Dz+2 2?2+ p-Dz+p-2 224+(p-Dz+p—1
222 222 4+ 1 222 4 2 222 4+ p—2 222 +p—1
222 + x 202 +x+1 202 +x+2 202 +x+p—2 22 +x+p—1
222 + 2z 222 + 27 + 1 222 + 2 + 2

202 + (p—2)x 222 +(p—2)x+1 222+ (p—2)x+2
222 +(p—1Dz 222+ (p—Dz+1 222 +(p— 1)z +2

n-1:

202 422 +p—2 202 + 20 +p—1

202+ (p—2x+p—2 222+ (p—2)z+p—1
222 +(p—Dz+p—2 222+ (p—Nz+p—1

Nao vale a pena listar mais polinémios pois ja d& para observar o seguinte:



Caso 1: p > 2: Neste caso p é impar, logo a soma (em F,[z]) dos polinémios em cada linha é sempre

igual a 0 pois, como p é impar, 1 +2+4+---+p—2+4+p—1éigual a

—1 +1

l14+p—1)4+24+p—2)+--+( 5 5

Portanto, a soma das respectivas classes em Fp[z]|/(r(x)) d4 também 0.

Caso 2: p =2, n > 1: Neste caso a lista de polinémios reduz-se a

Grau
0: 0 1
1: T rz+1
2: 22 241
22+ 22 4+r+1
3:
n-1: a1 2141

N L R |
"t pa? el a4

Agora a soma em cada linha ndo é 0 mas sim 1. Mas, como o ntimero total de linhas é par (pois
o niimero de polinémios de grau p"~! é igual ao ntimero de polinémios de grau menor que n — 1),
a soma total continua a dar 0. Portanto, a soma das respectivas classes em Fp[z]|/(r(x)) é também

igual a 0.
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