Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra Algebra II

Duragao: 20m Teste 3A 28/11/05

O primeiro grupo de questoes é de escolha miltipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que
lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanec¢a nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F

(a) C é uma extensao algébrica de R. |:|:|

(b) O polinémio z3 + 222 + 10 é irredutivel sobre Q mas é redutivel sobre Zi3. |:|:|

(c) O polinémio 22 — 2z + 2 é redutivel sobre Q(v/—3). |:|:|

(d) R é um corpo algebricamente fechado. |:|:|
)

(e) O nimero @ + 2@ é construtivel a partir de Q. |:|:|

2. (a) Determine a extensio Q(v/—3,6) de Q, onde #% — 20 +2 = 0.

(b) Qual é o inverso de # nesta extensao?
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O primeiro grupo de questoes é de escolha miltipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que

lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotacao (desde que a nota do teste

permanega nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa)

(a)

C é uma extensao algébrica de R.

[C=R(i) e i é algébrico sobre R. Alternativa: todo o nimero

complexo a+tb é algébrico sobre R pois é raiz do polindmio
zt —2(a® — b%)2? + (a® + b%)2.]

O polinémio 3 + 222 + 10 é irredutivel sobre Q mas é redutivel sobre Z;3.

[Sobre QQ: pelo Critério de Eiseinstein (p=2).

Sobre Zj3: pelo critério das raizes (1 é raiz).]
O polinémio z? — 2z + 2 é redutivel sobre Q(v/—3).

[As duas raizes de 72 — 2z +2 s&o 14i e nio pertencem a Q(v/-3),

pois Q(v~3) ={a+bV3i|a,bcQ}.]
R é um corpo algebricamente fechado.

[22 + 1 ndo tem raizes reais.]

O numero @ + z@ é construtivel a partir de Q.
[0 numero § +i§ corresponde ao ponto (@,?) do plano.

Este ponto é claramente construtivel a partir de QQ pois,

como vimos, qualquer raiz quadrada é construtivel a partir de Q.]

Determine a extensdo Q(v/—3,6) de Q, onde 6% — 20 + 2 = 0.
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22 + 3 é o polinémio minimo de v/—3 sobre Q e, por 1(c), 22 — 2z + 2 é o polinémio

minimo de # sobre Q(v/—3). Entao
[Q(V-3,6) : Q] = [Q(V-3,6) : Q(V-3)][Q(vV-3) : Q] =2 x 2 = 4,
pelo que Q(v/=3,0) = {a + bv/3i + cf + df/3i | a,b,c,d € Q}.

Qual é o inverso de # nesta extensao?

6? — 20 4+ 2 = 0 implica 6( — 2) = —2, pelo que 99_;22 = 1. Portanto #~1 = =2 =
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Duragao: 20m Teste 3B 30/11/05

O primeiro grupo de questoes é de escolha miltipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que
lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanec¢a nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F

(a) O polinémio z* 4 222 + 22 + 2 é irredutivel sobre Zs. |:|:|

(b) V2 + V/4 é algébrico sobre Q. |:|:|

(c) A extensdo Q(v/3,v/2) de Q tem dimensio 6. |:|:|

(d) —26? + 20 é o inverso de 9%1 na extensiao Q(f), onde 62 — 6 +1 = 0. |:|:|
)

(e) Um poligono regular de 9 lados pode ser construido com régua e compasso. |:|:|
2. Considere o polinémio p(z) = 42° — 3z — % sobre Q.

(a) Mostre que p(z) é irredutivel sobre Q.

(b) Construa uma extensao de decomposicao de p(x) e determine a sua dimensao.
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Solugoes Teste 3B 30/11/05

O primeiro grupo de questoes é de escolha multipla; uma resposta certa tera a cotacdo maxima que
lhe for atribuida e uma resposta errada perdera metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanec¢a nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor légico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa)

Vv
(a) O polinémio z# + 222 + 2x + 2 ¢ irredutivel sobre Zj. -
[E redutivel pois tem uma raiz em Z7: 1.]
(b) V2 + V/4 é algébrico sobre Q. -

[Porque \/§ e \3/41 sdo ambos algébricos sobre Q e a soma de

quaisquer dois nimeros algébricos ainda é um nimero algébrico:

V2+ V4 € Q(V2,V4) e, como [Q(v2,V4):Q] =6, os 7 vectores 1,

V244, (\/5—1—\3/41)2,...,(\@4—\3/1)6 de Q(\/i, \3/41) s8o linearmente dependentes;

isto significa que existem racionais ag,ai,...,as ndo todos nulos

tais que ag+ a1(V2 + V4) +ax(vV2 + V42 + - +ag(vV2+ V4)° =0, ou seja,
V24 /4 é raiz do polinémio nio nulo ag+ a1z + asx? + - - + agz® € Q[x].]

(c) A extensdo Q(v/3,v/2) de Q tem dimensio 6. -
[[Q(V3,v2) : Q) = [Q(V3,v2) : Q(V3)[Q(V3) : Q] =2 x 2 =4 pois 2 —2

é o polinémio minimo de /2 sobre Q(v3) e 22 —3 é o polindmio
minimo de /3 sobre Q.]

(d) —262 + 20 ¢ o inverso de 0%1 na extensdo Q(#), onde 62 — 0 +1 = 0. -
(952 (=267 +20) = (0 + 1)(—62 +0) = —6° +62 = 62 +0 = —6° +-0 = 1.]

(e) Um poligono regular de 9 lados pode ser construido com régua e compasso. -

[9=3%x3 e 3 é um primo de Fermat.]
2. Considere o polinémio p(z) = 42° — 3z — % sobre Q.

(a) Mostre que p(z) é irredutivel sobre Q.

p(z) é irredutivel sobre Q se e sé se 823 — 62 — 1 0 é. As possiveis raizes racionais deste
altimo polinémio sao: +1, :I:%, j:%, :I:%. Nenhuma delas é de facto uma raiz pelo que o

polinémio, nao tendo raizes em Q e sendo de grau 3, é irredutivel sobre Q.
(b) Construa uma extensao de decomposicao de p(x) e determine a sua dimensao.
Qlel/ (p(@) = {alw)+ (p(a)) | alx) € Qlal} = {a(x) + (p(2)) | a(z) € Qla], gr(a(a)) < 2}
= Q(0),

onde 463 — 30 — % = 0. Como 23 — %:L‘ — L ¢ 0 polinémio minimo de 6 sobre Q, entéo

8
[Q(9) - Q] = 3.
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Duragao: 20m Teste 3C 30/11/05

O primeiro grupo de questoes é de escolha miltipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que
lhe for atribuida e uma resposta errada perderd metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanec¢a nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa) V F
(a) V2 + V/4 é algébrico sobre Q. |:|:|
(b) O polinémio 3 + 222 + 2z + 2 é irredutivel sobre Zs. |:|:|
(c) Q2+ ¥4) = Q(¥2). N
(d) —6% + 0 é o inverso de % na extensdo Q(#), onde 62 — 6 +1 = 0. |:|:|
(e) Um poligono regular de 7 lados pode ser construido com régua e compasso. |:|:|

2. Considere o polinémio p(x) = 823 — 6x — 1 sobre Q.

(a) Mostre que p(z) é irredutivel sobre Q.

(b) Construa uma extensao de decomposicao de p(x) e determine a sua dimensao.
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Solugoes Teste 3C 30/11/05

O primeiro grupo de questoes é de escolha miltipla; uma resposta certa tera a cotacao maxima que
lhe for atribuida e uma resposta errada perdera metade dessa cotagao (desde que a nota do teste

permanega nao negativa,).

1. Em cada uma das alineas seguintes indique o valor 1égico das afirmacoes:

(V: verdadeira; F: falsa)

(a) V24 V/4 é algébrico sobre Q.

=<
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[Porque V2 e /4 sio ambos algébricos sobre Q e a soma de

quaisquer dois nimeros algébricos ainda é um nimero algébrico:

V2+ V4eQ(V2,V4) e, como [Q(v2,V4):Q] =6, os 7 vectores 1,

V2+ 4, (\/§+\?/1)2,...,(\/§+\3/1)6 de Q(\/?, V/4) sdo linearmente dependentes;

isto significa que existem racionais ag,ai,...,a¢ ndo todos nulos
tais que ag+ a1(vV2+ V4) +aa(vV2+ V42 + -+ ag(vV2+ V4)0 =0, ou seja,
V2 + V/4 é raiz do polinémio ndo nulo ag+ aix + agx?® + --- + agx® € Q[x].]

(b) O polinémio 23 + 222 + 2z + 2 é irredutivel sobre Zs.
[E irredutivel pois ndo tem raizes em Zs.]
() Q2+ V4) =Q(V2).

[Q(2+ V4) CQ(V/2) pois 2€Q e V4= (v/2)?€Q(v/2). A inclusédo
3
reciproca também é verdadeira pois V2 = M —2-2¥4¢ Q2+ \3/1) ]

(d) —62 40 é o inverso de &L na extensio Q(¢), onde 6% — 6 + 1 = 0.
[ (02 +0)=L(-0>+ 02— 02 +0)=L(-0°+0)=1.]

HH

Enil

(e) Um poligono regular de 7 lados pode ser construido com régua e compasso. -

[7 ndo é um primo de Fermat.]

2. Considere o polinémio p(x) = 82% — 62 — 1 sobre Q.
(a) Mostre que p(x) é irredutivel sobre Q.

As possiveis raizes racionais de p(z) sdo: +1, :l:%, :l:%, :l:é. Nenhuma delas é de facto uma

raiz pelo que o polindémio, nao tendo raizes em Q e sendo de grau 3, é irredutivel sobre
Q.
(b) Construa uma extensao de decomposigao de p(z) e determine a sua dimensao.
Qlzl/ (p(x)) = Aa(x)+ (p(x)) | a(z) € Qlz]} = {a(x) + (p(x)) | a(z) € Qlz], gr(a(x)) < 2}
= Q(0),
onde 862 — 60 —1 = 0. Como 2 — %l‘ - % é o polinémio minimo de 6 sobre QQ, entao

[Q(0) : Q] =3.
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