Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra Corpos e Equacoes Algébricas

Duragao: 2h30m Exame (época recurso) 14/07/09

Justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais calculos. |

1. Considere o anel A = (Zg, +, -) onde as operacdes + e - sdo definidas por
a+b=a®sbdsl, Va,bec A
a-b=a®bds (a®¢b), Va,be A.

(a) Denotando o zero de A por O e a identidade (caso exista) por I, preencha (quando

possivel) o seguinte quadro:

olr|-0|-1|-2|-3|-4|-5]01t]17t|271|31|4g41]|51

(b) Quais sdo os elementos invertiveis de A? E os divisores de zero?

(c) Para que elementos a € A é vélida a lei do corte
VbceA(a-b=a-c=>b=¢)?
2. Considere o homomorfismo de anéis ¢ : Z19g — Zs definido por ¢(n) = nmod5.

(a) Calcule o nicleo de ¢.

(b) Defina ideal maximal de um anel. Mostre que Nuc(¢) é um ideal maximal de Z;.
3. Diga, justificando sucintamente, qual o valor légico das seguintes afirmacoes:

(a) E possivel, usando régua (ndo graduada) e compasso, duplicar um cubo.
(b) Em Fa7[z], o polinémio 23 + x + 1 pode factorizar-se na forma (x — 1)q(x).
4. Seja § € L O K um elemento algébrico sobre o corpo K e m(x) o respectivo polinémio

minimo. Mostre que cada elemento de K (6) tem uma expressdo unica na forma p(6), para

algum polinémio p(x) € K|z] de grau inferior ao grau de m(x).
5. Determine:

(a) A dimensdo e uma base da extensio Q(v/7, #), sendo § uma raiz nio racional do polinémio
3+ 222 + 22 + 4.
(b) O ntmero de elementos do corpo Fy[z]/(z? + 1).

(c) A factorizagdo do polinémio ¢(z) = 2* — 2% — 2 € Q[x| em factores irredutiveis.
6. Seja L uma extensao de um corpo K.

(a) Recorde que o grupo de Galois de L sobre K, Gal(L; K), é formado pelos automorfismos
de L que fixam os elementos de K. Prove que se 0 € L é algébrico sobre K, de grau n,
entdo |Gal(K(6),K)| < n.

(b) Mostre que os elementos de L algébricos sobre K formam um subcorpo de L.
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