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Como
7 6 .3 — (9,3 4 3
' =42’ +2° —3x+5= (22" — 2)(4z” + 5z° + 4z + 2) + 5x + 2

223 — 2 = (5 + 2)(62% — z + 6)

entdo mde(z” — 428 4+ 2% — 3x + 5,222 — 2) é o polinémio ménico associado de 5x + 2, ou seja,
3(bx +2) =x+6.

p(x), pelo critério de Eisenstein (com p = 2), é irredutivel sobre Q.

4 _ 22 -2s301, —1, 2 e —2. Nenhuma delas é raiz

As possiveis raizes racionais de ¢(z) = x
pelo que o polinémio ndo tem raizes racionais. Assim, a Unica hipétese dele ser redutivel sobre

Q é factorizar-se na forma
q(z) = (2® + ax +b) (2 + cx + d)

para alguns racionais a, b, ¢, d. Resolvendo o sistema correspondente

a+c=0
b+ac+d=-1
ad+bc=0
bd = —2.

chega-se a uma solugao:
q(z) = (2% + 1)(2* - 2).

Portanto, g(z) é redutivel sobre Q.

r(x) é irredutivel sobre Q se e s6 se 823 —6x —1 o for. As possiveis raizes racionais deste tltimo
polinémio sao: =1, i%, i%, i%. Nenhuma delas é de facto uma raiz pelo que o polinémio, nao

tendo raizes em Q e sendo de grau 3, é irredutivel sobre Q.

(a) Se p(x) tem uma raiz a em D entdo, pelo Teorema do Resto, p(x) = (x — a)q(z) para
algum polinémio ¢(z) € D[x]. Pela regra dos graus, ¢(x) tem necessariamente grau > 1,
pelo que nio é uma unidade de D|[x]. Portanto, (x —a)g(x) é uma factorizacdo néo trivial

de p(z) em D[x], o que mostra que este polindmio é redutivel em D]x].
(b) Por exemplo, o polinémio ¢(z) do Exercicio 2 é redutivel em Q[z] mas nio tem raizes

racionais.

(a) Sabemos ja (Exercicio 2) que g(z) ndo tem raizes racionais e q(z) = (2% + 1)(z% — 2).

Portanto, esta é a factorizacdo de ¢(x) em factores irredutiveis.



(b) Seja 6 uma raiz de g(x). Pelo Teorema da Torre,
[@(v2,6) : Q = [Q(v2,0) : Q(V2)I[Q(v2) : Q] = 2[Q(V2,0) : Q(V2)],

pois 2 — 2 é o polinémio minimo de /2 sobre Q. Qual é o polinémio minimo de
sobre Q(v/2)? Como @ é raiz de g(z) = (22 4+ 1)(z% — 2) entdo 6 = +i ¢ Q(v/2) ou
6 = +£v2 € Q(v/2). No primeiro caso, 2 4+ 1 é o polinémio minimo de 6 sobre Q(v/2)
pelo que [Q(v2,0) : Q] =4 e

Q(V2,0) = Q(V2,i) = {a+ b2 + ci+ dV2i | a,b,c,d € Q}.

No segundo caso,

Q(V2,0) = Q(v2) = {a +bv2 | a,b € Q}.
(¢) No caso 6 = +i, # +1 =114, pelo que
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No caso § = /2, 6+ 1 =14 /2, pelo que
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