DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
Corpos e Equacgoes Algébricas—Frequéncia

Duragdo: 2h (Sem consulta) 2/6/2010

Nome (completo):

Nota: Justifique resumidamente as suas respostas e indique os principais cdlculos.

(1) Diga, justificando, se as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras ou falsas.
(a) No anel (Z10; ®10, ®10) todo o elemento nao nulo ou é invertivel ou é divisor de zero.
(b) O polinémio p(x) = (2% + 2)(3z' + 1229 + 225 + 162% + 18z + 6) tem uma raiz real A e
[@Q(\) : Q] =1L
¢) O menor subanel de Z que contém {8, 14} é 2Z.

()

(d) v/2— /2 é construtivel a partir dos racionais.

()

(a) Seja L uma extensao do corpo K. Defina grau da extensao de L sobre K. O que significa
dizer que a extensao de L sobre K é finita?

E possivel, usando régua nao graduada e compasso, quadrar o circulo.

(2)

(b) Sejam K, L e M corpos tais que L é uma extensao finita de K, e M é uma extensao finita
de L. Prove que [M : K| =[M : L][L : K].

(3) (a) Determine uma extensido L do corpo Zs onde o polinémio x3 + x + 1 € Zs[z] tenha uma
raiz.
(b) Indique o niimero de elementos de L.
(c) Escreva z° 4+ 2 + 1 em L[z] como o produto de um polinémio linear por um polinémio do
segundo grau.

(4) Seja 6 a raiz real positiva do polinémio x* — 2. Determine Gal(Q(#),Q) o grupo de Galois da
extensao Q(#) de Q. (Observe que Q(#) C R.)

(5) Mostre que o polinémio p(z) = 2z° — 52* + 5 ndo é resolivel por radicais, sabendo que
p(=1) = =2, p(0) =5, p(2) = —11 e p(3) > 0.

RESOLUCAO:

(1) (a) Verdadeira. Seja a € {1,2,...,9}. Se mdc(a, 10) = 1 entdo existem inteiros r e s tais que
ra + 10s = 1. Isto significa que existe um inteiro r tal que ra = 1( mod 10), ou, dito
de outro modo, existe ' € {1,2,...,9} tal que 7’ ®19a = 1. Os elementos invertiveis de
Zyo sao entao 1,3,7,9. Por outro lado, se mdc(a,10) = d > 1 entao d|a e d|10. Escreva-
se dd' = 10 e a = kd onde k,d,d" € {1,2,...,9}. Entdo ad’ = kdd' = 10k, ou seja,
a®i0d =0 e a (portanto, d’ também) é um divisor de zero. Os divisores de zero de Zig
sa0 2,4,5,6,8, pois 2 X105 =4®105=6®105 =8®105 =0.

(b) Verdadeira. Seja S um subanel de Z que contém {8,14}. Como S é fechado para a
adicao, se a € S e m € Z entao am € S. (Recorde que am = a+---+asem > 0, e
—_——

muvezes
am = (—a) +---+ (—a) se m < 0. ) Pela mesma razao o mdec(8,14) = 2 estd também em

muvezes

S porque existem numeros inteiros r e s tais que 2 = 8r + 14s. Assim {8,14} C2Z C S.
Ou seja, qualquer subanel de Z que contenha 8 e 14 contém o subanel 2Z. Isto significa
que 2Z é o menor subanel (no sentido da inclusao) de Z que contém o conjunto {8, 14}.

(¢) Verdadeira. Como C é algebricamente fechado e p(x) tem grau 13, as treze raizes deste
polinémio, constituidas pelas raizes de x> + 2 e pelas raizes de 3z'' + 1229 + 22° +
1622 + 182 + 6 estdo em C sendo as nao reais em nimero par pois estas sao duas a duas
conjugadas. Assim existe pelo menos uma raiz real \ que é necessariamente raiz de



(4)

3211 4+122° 4225 + 1622 4+ 182 4 6 porque 22 +2 nao tem raizes reais. O polinémio minimo
de X sobre os racionais é o polinémio ménico 1/3(3z' + 1227 + 22° + 1622 + 18z + 6)
irredutivel sobre os racionais. Note-se que 3z + 1229 4+ 22° + 1622 4 18z + 6 é irredutivel
sobre os racionais pelo critério de Eisenstein com p = 3. Donde [Q(\); Q] = 11.

(d) Falsa. Ponha-se z = /2 — /2. Entéo z° = 2 — /2, (2 —2)2 =2 e v/2 — /2 é raiz do
polinémio z8 — 423 +2. Este polinémio é o polinémio minimo de v/2 — v/2 sobre Q porque
ele é monico e irredutivel sobre os racionais pelo critério de Eisenstein com p = 2. Logo
[Q( V2 — \/i), Q] = 6. Como 6 nao é uma poténcia de base 2, o nimero real V2 -2
nao ¢é construtivel (com régua nao graduada e compasso) a partir dos racionais.

(e) Falsa. Veja-se a demonstracao do Corolario 3.11, estudado na aula, pdgina 83 dos apon-
tamentos seguidos no curso, versao 2009.

(a) Todo o corpo L tem a estrutura de espago vectorial sobre um qualquer seu subcorpo K,
tomando para adigao vectorial a propria adicao no corpo L, e para multiplicagao escalar
a multiplicagdo no corpo L. O grau da extensao de L sobre K é a dimensao de L como
espaco vectorial sobre K. A extensao de L sobre K diz-se finita se a dimensao de L como
espaco vectorial sobre K for finita.

(b) Enunciado, no caso de extensdes finitas, do Teorema da Torre estudado na aula. Veja-se
demonstracao do Teorema 3.2, pagina 62, dos apontamentos seguidos no curso, versao
2009.

(a) O polinémio p(x) = 2% + = + 1 é irredutivel sobre Z porque nao tem raizes em Zy. De
facto p(0) = 1 = p(1) # 0 e se ele fosse redutivel sobre Zs teria de ter pelo menos uma
raiz em Zy. O ideal I =< 2% + 2 4+ 1 > é maximal em Z, e portanto o anel quociente
K =7Zs[x]/I = {0+ 1,1+ 1,2+, 2>+ 1, 1+x+1,1+22+ [, o+2?+1,1+z+22+1} éum
corpo finito. Identificando o polinémio p(z) = 23 + z + 1 com a sua cépia em K|x], z + I
é uma raiz em K de p(x) = 23 +x+1. (De facto p(z+1) = (z+ I3+ (x+ 1)+ (1+1) =
B+r+1+1=0+1.)

(b) Da alinea anterior o corpo K = Zolx]/I = {0+ 1,1+ L,z + [, + 1+ 2+ 1,1+ 22+
Ix+a2?+ 1,14+ x4+ 22+ I} tem 23 elementos.

(c) Pondo 6§ = x + I e sabendo que 63+ 6 + 1 = 0, efectua-se a divisdo em K [z] do polinémio
23+ 12+ 1porz—0eobtém-se 2 + 2+ 1= (v —0)(2?+ 0z + 0> + 1.

As tnicas raizes reais de z* — 2 sdo 6 = v/2, real positiva, e —v/2. As outras duas sdo nio
reais +v/21.

A raiz real § tem polinémio minimo z* — 2 sobre Q. Qualquer Q-automorfismo de Q(#),
Y Q(0) — Q(F) mantém fixos os niimeros racionais e transforma § numa raiz do mesmo
polinémio em Q() = Q(v/2) € R. As tnicas raizes que estdao em Q(f) sdo § = V2 e
—0 = —v/2. Logo, necessariamente, () = 6 ou () = —0. Ou seja, 1) é a identidade
ou Y_g(a+ b0 + ch? + di3) = a — b0 + c? — d6®. Entdo, Gal(Q(0), Q) = {id,_g} ~ Zs.

O critério de Galois diz que, se K é um corpo de caracteristica zero e p(z) € K|[z], entdao p(z)
é resolivel por radicais se e s6 se Gal(p(x); K) for um grupo resolivel.

Sejam p > 5 um nimero primo, e p(x) € Q[z] um polinémio irredutivel de grau p. Se p(x)
tem exactamente duas raizes complexas nao reais, entao Gal(p(z); Q) é o grupo simétrico S, e
como este grupo nao é resolivel para p > 5, entao, pelo critério de Galois, p(z) néo é resoluvel
por radicais.

O polinémio p(z) = 22° — 52* + 5 como funcdo real é uma funcio continua e diferencidvel
e sabendo que p(—1) = =2, p(0) = 5, p(2) = —11 e p(3) > 0, entdao p(z) tem pelo menos
trés raizes reais. Por outro lado, a derivada p/(z) = 102* — 2023 tem apenas duas raizes
reais distintas. Entao, pelo teorema de Rolle, nao pode haver mais do que trés raizes reais.
Temos entdao um polinémio de grau cinco em Q|z] irredutivel (pelo critério de Eisenstein com
p = 5) com exactamente trés raizes reais. Pelo resultado anteriormente enunciado o seu grupo
de Galois é S5 que nao é resoluvel. Pelo critério de Galois podemos concluir que p(x) nao é
resoluvel por radicais.



