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Nota: Justifique resumidamente as suas respostas.

(1) Diga se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas. No caso de ser verdadeira, justifique,
e, no caso de ser falso, dé um contra-exemplo.

(a)
(b)
(c)

Num anel com identidade 1, os elementos 1 e —1 sao invertiveis.
Num anel todo o divisor de zero a esquerda também é a direita.

- . . 2, C .
A funcao f : Z, — Z,, com p primo, definida por f(a) = a”” é um homomorfismo injectivo
de anéis.

(2) Seja A = (Q,+,*) onde + denota a adi¢ao usual de racionais e * é definida por a * b = ab/2.

(a)
(b)

Assuma que (Q,+) é um grupo comutativo e mostre que A é um corpo.
Determine um subanel de A que seja isomorfo ao anel usual (Z, +, .) dos inteiros. Descreva
esse isomorfismo.

(3) Considere os polinémios em Zs[x] definidos por

(a)
(b)
(c)

p(z) =zt + 22 + 2, q(z) = 2> + 222 + =
Determine mdc(p(z), ¢(x)).
Defina ideal I de um anel qualquer.
Conclua que o ideal < p(x),q(z) > gerado por p(z) e g(z) é principal. Verifique se este
ideal é igual a Zs[z].

RESOLUCAO:

1) (a)

(b)

Verdadeira. a € A diz-se invertivel se existe b € A tal que ab=ba =1. Tem-se 1.1 =1¢
(=1)(—1) = 1. Logo 1 e —1 sao invertiveis.

Falsa. Um elemento nao nulo a de um anel A é dito divisor de zero & esquerda se existe
um elemento b nao nulo de A tal que ab = 0. Analogamente a é dito divisor de zero a
direita se existe um elemento nao nulo de A, digamos ¢, tal que ca = 0.

Exemplo de um anel que tem divisores de zero que sao apenas de um lado.

Seja S = {a = (a1,a2,--+) : a; € Z} o conjunto das sucessoes inteiras. (S,+), com a
adicao + usual de sucessdes, tem a estrutura de grupo abeliano. Seja S° o conjunto dos
homorfismos do grupo S, e A = (S°,+,.) onde a primeira operacgao ”+” significa a adicdo
usual de funcoes, e a segunda operacao ”.” a composicdo. A é um anel ndo comutativo
com identidade id (fungao identidade). (O zero de A é a funcao nula, denotada por 0.)
Considerem-se A, 7 e p homomorfismos nao nulos de S, definidos por A(ai,as,...) =
(ag,as,...), plar,as,...) = (0,a1,aq2,...), e 7(ar,as,...) = (a1,0,0,...). Em particular,
7(0,0,...) = (0,0,...). Note-se que \p = id # pA e A\t = 0. Portanto, A é divisor de
zero a esquerda. Se A fosse um divisor de zero a direita, entao existia f # 0 em A tal que
fA=0. Donde (fA\)p=0p=0,0=(f\)p= f(Ap) = fid = f. Portanto, A é um divisor
de zero a esquerda mas nao a direita.

Nota: No anel nao comutativo M, (R) das matrizes reais n por n os divisores de zero a
esquerda e a direita coincidem. Sao precisamente todas as matrizes singulares nao nulas.
Aqui nao temos contra-exemplo.

caracteristica prima. Neste caso, tem-se (a + b)p2 = a” + bpz, (a — b)p2 = a” — bp2,

Verdadeira. Z,, com p primo, é um corpo (em particular, um dominio de integridade) de
e7

como Z, é também um anel comutativo, tem-se (ab)?* = a?’b?”. Vem entdo f(a + b) =

(a+ b =a? + b = f(a)+ f(b) e flab) = (ab)”’ = a?’ B = f(a)f(b).

Entao, f é um homomorfismo de anéis. Além disso, f(a) = f(b) equivale a escrever

a’ = s ad - =0 (a — b)p2 = 0. Como Z, nao tem divisores de zero, tem-se

a—b=0,isto é, a =b. Ou seja f é injectiva.



2) (a)

(b)
()

Como (Q, +) tem estrutura de grupo comutativo, A é também um grupo comutativo com
respeito a "+”. Em primeiro lugar, Q é fechado para a operacido *. A a operacdo * é
comutativa, isto é, para todo o a e b de A, axb = ab/2 = ba/2 = b* a; a operacao * é
associativa a * (bxc) = a(bc/2)/2 = (ab/2)c/2 = (a * b)c/2 = (a*b) * ¢; a distributividade
em A de * relativamente a + ¢ valida, tem-se a * (b +¢) = a(b+ ¢)/2 = (ab + ac)/2 =
ab/2+ac/2 =axb+axc=bxa+cxa= (b+c)*a, para todo o a,b,c em A. Portanto,
A é anel comutativo com identidade igual a 2 (de facto, a * 2 = a.2/2 = a para todo o a
em A). Todos os elementos nao nulos de A s@o invertiveis. Dado a # 0 em A, o inverso
de a em A é 4/a. Concluimos deste modo que A é corpo.

27 é um subanel de A: (2Z,4+) é grupo comutativo e, além disso, 27 é fechado para a
operagao *, 2m * 2m’ = 4dmm/ /2 = 2mm’ € 27.

Considere-se ¢ : 2Z — 7Z definida por ¢(2m) = m, com m € Z. ¢ é um homomorfismo de
anéis e é bijectivo. De facto, tem-se

O(2m + 2m') = $(2(m + m')) = m + m' = $(2m) + o(2m)
o(2m x 2m') = G(A(mm')/2) = ¢(2mm’) = mm' = $(2m)d(2m)

o(m) =o(m') = 2m=2m' & m=m'.
Dado m € Z, tem-se ¢(2m) = m.
Sendo Z3 um corpo, aplicando o algoritmo de Euclides que é valido num anel de polinémios
com coeficientes num corpo, tem-se

tt 420 +2=(z+ D)2+ 2224+ 2) 2 +2
3 4+222 =22+ 1)(x+2)+1
Logo, mdc(p(z), q(x)) = 1.
Um subanel I de um anel A diz-se um ideal se, para cada a € A e cada = € I, ax e za
pertencem a I.
Um ideal principal é um ideal gerado por um sé elemento. Tem-se < p(z),q(x) >=
< mde(p(x),q(x)) >=< 1 >, portanto, o ideal é principal. Por sua vez, < 1 >= {1.p(z) =

p(x) : p(x) € Zsz]} = Zs[x].



